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Der große und ſeltene Beifall, deſſen ſich das „Lehr⸗ 


buch für den geſammten mathematiſchen Elementar⸗ 


Unterricht“ Leipzig 1836 (2 Aufl. 1837) erfreut, laͤßt 
den Verfaſſer hoffen, Daß das gegenwärtige, in dem» 
felben Sinn und Geift abgefaßte Werk ebenfalls Dazu 
beitragen werde, Das Studium der Mathematik zu 
erleichtern, zu beleben und allgemeiner zu machen. Es 
ift hier verfucht worden, das. ,, Syftem der Mathema⸗ 
tik⸗“ Berlin 1826—33 auf ohngefähr ein Sechstel 
des Raumes zufammen zu drängen; dagegen ift die 
gegenwärtige Arbeit felbftändig durchgeführt und ein 
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nennen, als von legterem Werke erft 7 Theile erſchie⸗ 
nen find, und der Verfaſſer bis jebt ‚vergebens nach 
Muße geftrebt hat, um auch die Iegtern 5 Theile dem ' 
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Drucke uͤbergeben zu koͤnnen. In gegenwaͤrtiger Schrift 
mußte namentlich das Princip feſtgehalten werden, den 
Anfaͤnger in die einzelnen Lehren gehoͤrig ausfuͤhrlich 
und gruͤndlich einzufuͤhren, alſo auch ausfuͤhrlicher in 
den Entwickelungen und Beweiſen zu ſeyn, dann aber 
das Weitere in großen, moͤglichſt deutlichen und uͤber— 
fichtlichen Umriffen, und zulegt nur die Nefultate zu 
geben. Sp fchmeichelt fich der Verfaſſer daß, mäh- 
rend das Buch den Schülern höherer Klaſſen eben fo 
wohl zur Wiederholung des Vortrags dient, als auch 
zum eigenen Arbeiten Veranlaſſung giebt, ſolches noch 
mit befonderem Nusen zum Selbft - Studium gebraucht 
werden Fönne, von jedem, welcher nicht Gelegenheit 
bat, mündlichen Anterrichte beizuwohnen. Ueberdieß 
find an.allen Stellen, wo folches hat gefchehen koͤnnen, 
die Kapitel des „Syſtems““ citirt, wo man über den⸗ 
ſelben Gegenftand nähere Auffchlüffe und meitere Un- 
terfuchungen finden kann. 

Der Verfaſſer glaubt übrigens Die ‚,Anfangs- 
Gründe‘ der Differential» und Integral⸗Rechnung 
noch mit zu den ‚, Elementen der Mathematik’ zählen 
zu muͤſſen; denn fie find. jetzt fehr leicht zu erlernen 
und am meiften geeignet, den Anfänger in den Regeln 
der gemeinen Buchftaben-Rechenkunft ficherer zu ma- 


Vorrebde. og 


chen. Der Verſaſſer betrachtet daher dieſe mat 
gen gleichfam nur als eine Beifpiel-Sammlung für 
den gemeinen Buchftaben- Rechner, und er möchte fie 
aus Diefem Gefichtspunfte zunächft an allen Schulen 
getrieben fehen. Wird fpäterhin der Geift diefer Rech⸗ 
nungen herausgehoben, fo fieht fih der Schüler zu- 
gleih auch für die wichtigen Anwendungen diefer 
Rechnungen befähigt, er kann nun auch „analytiſche 
Mechanik‘ treiben, ohne melche jest. Feine gruͤnd—⸗ 
liche Phyſik, Feine gründliche Aftronomie mehr moͤg⸗ 
lich if”). 

Möge aber der Lehrer, nicht zuviel unterrichten; 
möge er nur jede neue Reihe von Unterfuchungen hin- 
fichtlih ihres Zweckes und der Dazu vorhandenen 
Mittel mit wenigen Eurzen Worten im Weſentlichen 
‚einleiten und überfihtlih machen, dann aber die 
Selbſtthaͤtigkeit dee Schüler in möglichft hohem Grave 
in Anfpruch nehmen, hie und da nur feife nachhelfend. 
Der Unterricht erfcheint Dann äußerlich allerdings meift 
nur als ein fortlaufendes Eraminatorium, verbunden 
mit applifatorifchen Uebungen; es iſt Dies aber viel- 
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leicht der wahre mathematiſche Unterricht, wie er 
vorzugsweiſe vor jedem anderen ſelbſt auf Univerſitaͤten 
gegeben werden kann, wenn auch an letzteren Anſtal- 
ten gehörig modifieirt. 
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Erftes Kapitel. 


Was hier aus der ElementarsArichmetit vorausgeſetzt wird. 
§. 1. 


Boearenite Zeiten, begrenzte Räume und begrenzte Kräfte nen⸗ 
nen wir Größen (quanta). — Die Stetigkeit der Zeit, des 
Raumes und der Kraft iſt Urſache, daß wir dieſe Größen als 
benannte (ganze) Zahlen (quantitates) ausdrücken können; 
darum heißen letztere ebenfalls Größen; und darum erweitert 
man den Begriff „Größe“ auf jede benannte Zahl. 

Von der benannten Zahl abſtrahiren wir die unbenannte 
(ganze) Zahl, (als das einfachere und allgemeinere) und ihre 
(abſtrakte, abſolute) Einheit. Die unbenannten (ganzen) Zahlen 
führen ung zu den Zahlen⸗Verbindungen (Operationen), 
durch welche Cim Verſtande) zwei Zahlen a und b zu einer 
keiten c verbunden gedacht werden. — Man betrachtet drei 
irekte Zahlene Verbindungen, nämlich die Addition (angezeigt 
buch a4-b), die Multiplifation (angezeigt durch a-b oder 
axb oder ab) und das Potenziren (angezeigt Durch ab). — 
de dieſer direkten Zahlen: Verbindungen hat dann zwei indi- 
rte in ihrem Gefolge, je nachdem man von der dritten Zahl c 
md der erſten a zur zweiten Zahl b, oder Yon der dritten c 
der zweiten b zur erfien Zahl a zurückkehrt. Die beiden 
Addition entgegengefegten Verbindungen fallen jedoch (tvegen 
+b—=b--a) in eine einzige, die Subtraftion (angezeigt 
ch c—b oder c—a) zufammen. — Eben fo fallen die bei- 

, der Multiplikation entgegengefegten Zahlen: Verbindungen in 
. 1* 













\ 
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fendſten Sinne des Wortes, ift nie etwas anderes, als ein. Um: 
formen gedachter, d. h. angeseigter, alfo wirklicher Aus⸗ 
drüde ). — Diefe Wahrheit kann der Anfänger im Kalkul, nicht 
fe genug ſich einprägen, weil fie allein überall einen fichern 
Halt und fichere Richtung gewährt. Das folgende wird Dies 
noch näher beleuchten. 
| 8.3. = ä 
Es ſtehen nämlich die 7 Zahlen: Verbindungen mit einan: 
ver: im beſtimmten Sufammenhange, während Die erftere, nänlich 
die Addition auf die Haupt⸗Eigenſchaft fich ſtützt, dag in ihr 
bie Elemente vertaufcht werden Eünnen. Die Multiplikation 
hängt mit der Addition durch die Haupt-Eigenfchaft sufammen, 
daß das Produkt (a--b)e mit der Summe ac-H-be fich ver- 
tauſchen laſſe, während das Produkt ab felbft ftatt des andern 
ba gefegt werden Fann. Die Potenz hänge endlich mit der 
Summe und dem Produkte mittelft der Haupt: Eigenfchaften zu: 
ſanmen, daß die Potenz arte mit dem Produkte a*- a”, und bie 
Potenz (ab)” mit dem Produkte a”. b", endlich die Potenz (a”)’ 
mit. ber Potenz a” vertaufcht werden darf. — Die vier indi- 
teften Operationen dagegen ftehen im reinen Gegenfage mit ih: 
ren direkten, und folcher ift ausgefprochen wörtlich in, ihren 
Definitionen, und fchematifch in den nachftehenden Formen: 


eb) Hb=a; 2 ba; a —a und —BR 
wo dag —= Zeichen nich weiter andeutet, ald daß man mit | 


r — 


*% Sollen z. B. im gemeinen Rechnen bie zwei Zahlen 647 und 928 

in einander abdirt werben, fo if das Geſchäft des Verbindens fchon 
beendigt, fo wie man an diefe dritte Zahl denkt, die fo viele Einheiten 
WE hsben fol, als beide gegebenen Sahlen zufammen. Schreibt man nun 
1647-4928, fo hat man den Ausdruck durch welchen diefe dritte Zahl 
ig beſtimmt andgedrückt if. Das Addiren ift nun auch für die äußern 
J inne beendigt. — est kann man ben Ausdruck nur noch umformen, 
ud ihn in jede mögliche und gewünfchte Form bringen, unter andern auch 
nf die Form 1575, d. h. nach Potenzen von 10 geordnet. | 
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eine einzige zuſammen Cmegen a-b=b:-a), ie wir Divifion 
nennen (angezeigt durch I oder c:b, oder — oder c:a). — 
Dagegen bleiben die beiden, dem Potenziren entgegengefegten 
Zahlen: Verbindungen, Die Radikation (angezeigt durch Ve) 


und die Logarithmation (angezeigt durch log c) weſentlich 
von einander getrennt und verſchieden (und zwar deshalb, weil 
ab —b* nicht iſt) ). — Das angezeigte Addiren, Subtra 


hiren, Multipliciren, Dividiren, Potenziren, Radiciren und Lo⸗ 


garithmiren iſt der (in Die äußern Sinne fallende) Repräſentant 
des gedachten, d. h. des wirklichen Addirens, Subtrahirens, 
Multiplicirens, Dividirens, Potenzirens, Radicirens und Loga 


rithmirens. — Die Worte: Summe (a+b), Differenz — 
Produkt (a-b), Quotient (2 )) Potenz (ad), Wurzel % 


und Logarithme (log a), beziehen fi ſich, ſoll nicht Verwirrung 
der Begriffe entſtehen, bloß auf dieſe angezeigten Verbindun⸗ 
gen, und nicht auf die Ausdrücke, in welche die erſteren noch 
umgeformt werden können H. 


8. 2. 
Rechnen kann man wever mit Größen, noch mit Zahlen 
fondern nur mit Ausdrücken, d. h. nur mit angezeigten 
Zahlen- Verbindungen; denn: „Rechnen,“ im durchgrei 


*) Das gemeine Ziffern «Rechnen, fo wie die fogenannte Buchflaben 
Rechenkunſt gehen fpäter erſt als Anwendungen der hier zu entwickelnder 
Begriffe und theoretifchen Säge hervor. Dort fieht man, daß das gemein 
Addiren, Subtrahiren, Multiplieiren, Dividiren, u. f. m. mit Ziffern:Aus 


| drücken dieſe Namen mit Recht gar nicht verdienen, weil ſie alle zuſam 


men bloß ein Umformen ſind der (im Gedanken) vorhandenen Ausdrücke. 


**) &o 184.9. 543 4 . 28. Der Ausdruck 54-3 iſt num eir 
Summe; der Ausdruck 4-2 ein Produkt und bie Zahl 8, welche be 
den gleich üft, darf weder Summe noch Produkt genannt werden, wen 


nicht Chei dem Anfänger) eine Verwirrung der Begriffe entfichen fol. 
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fendſten Sinne des Wortes, iſt nie etwas anderes, als ein. m: 
formen gedachter, d. h. angezeigter, alfo wirklicher Aus⸗ 
drücke ). — Diefe Wahrheit kann der Anfänger im Kalkul, nicht 
FR genug ſich einprägen, weil fie allein überall einen fichern 
Halt und ſichere Richtung gewährt. Das folgende wird Dies 
noch näher beleuchten. 
| 5. 3. | 

Es ftehen nämlich die 7 Zahlen: Verbindungen mit einan: 
der im: beſtimmten Zufammenhange, während die erfiere, nämlich 
die Addition auf die Haupt-Eigenfchaft fich ſtützt, daß in ihr 
die Elemente vertaufcht werden können. Die Multiplikation 
haͤngt mit der Addition durch die Haupt⸗Eigenſchaft zufammen, 
daß das Produkt (a--b)e mit der Summe ac-H-be fich ver: 
tauſchen Taffe, während das Produkt ab felbft flatt des andern 
ba gefeßt werden kann. Die Potenz hänge endlich mit der 
Summe und den Produkte mittelft der Haupt-Eigenfchaften zu: 
fmmen, daß die Potenz a"t” mit dem Produkte a". a", und die 
Potenz (ab)” mit dem Produkte a”. 6", endlich die Potenz (a)" 
mit. der Potenz a" vertaufcht werden darf. — Die vier indi: 
reiten Operationen dagegen fiehen im reinen Gegenfage mit ih: 
tm direkten, und folcher iſt ausgefprochen wörtlich in. ihren 
Definitionen, und ſ cematif ch in den nachſtehenden Formen: 


aʒ 2 pa; Ga) Sa mb Dr, 
wo dad = * Zeichen nichts weiter andeutet, als daß man mit 





* Sollen z. B. im gemeinen Rechnen die zwei Zahlen 647 und 928 
in einander addirt werden, fo iſt das Geſchäft bes Verbindens ſchon 
keendigt, fo wie man an dieſe dritte Zahl denkt, die fo viele Einheiten 
yaben ſoll, als beide gegebenen Zahlen zufammen. Schreibt man nun 
47-4928, fo hat man den Ausbruch durch melchen diefe dritte Zahl 


öllig beſtimmt ansgedrückt if. Das Addiren if nun auch fürdie äußern 


inne beendist. — Jetzt kann man den Ausdruck nur noch umformen, 
nd ihn in jede mögliche und gewünfchte Form bringen, unter andern auch 
uf die Korm 1575, d. h. nach Potenzen von 10 geordnet. 
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- den Geſetzen der Operationen im Einklange handelt, wenn man 
die beiden links und rechts deſſelben ſtehenden Ausdrücke in ber 
Rechnung nach Belieben mit einander vertaufcht. 

- Sind aber diefe Grund» Bedingungen des Zuſammenhanges 
und. der Gegenfäge der Operationen unter fich, hingeſtellt, fo laſſen 
ſich folche leicht mit einander combiniren, und dadurch fprechen 
fich Diefelben immer in anderen und anderen Modifikationen, 
oder vielmehr in immer anderen Formen aus, namentlich) aud) 
in: den für den Zweck der Anwendung ausreichenden Formen, 
nämlich: 

I. Für die Addition und Gubtraftion. . 
0... ayrb=b+3; (“—b)+b=a; 

1) a +) + = a +9 +b=a+th+9; - 

2) a +b)— (a - co) +b=a+tlp—c) =a—(c—b): 

3) (a—b)—-c=(a—)—b=a—(b-+e). 

| I. Für die Multiplikation und Divifion. 

©...  a.b=b-.a (a:b)-b=a; 
1) (ab)e=(ac)b = albe); 








c ab — 8 — b — „ec, 
2) „ha aa 
.a, _a:c_ a, 
3) bes 35* be? | 
4) @Hb)e=actte; FE +P, 
tT r + 
5) a act 
-. c 


II. Für das Potenziren, Radiciren und Logarithmire 
‚ mögen die Gefeße (Formeln) erft fpäter bier ftehen. 

-Diefe Gleichungen oder Formeln bilden nun die Grund 
lage alles Rechnens. Das — Zeichen in ihnen hat Fein 
andere Bedeutung, als dag man mit dem Weſen, d. 5. mit den 
Zufammenhange und den Gegenfägen der (Verftandess) Opera 
tionen d. h. der Zahlen- Verbindungen, in Mebereinftimmung han 
delt, wenn man bie beiden, links und rechts beflelben (=) Zei 


] 
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hend fiehenden Ausdrücke in ber Rechnung nach Belieben mit 
einander vertaufcht. Diefe Gleichungen lehren alfo, welche neue 
Form ſtatt der gegebenen ober vorhandenen geſetzt werden Tann, 
wenn man fortwährend mit dem Weſen der Zahlen: Verbindun: 
gen im Einklange bleiben will; und dieſes fortwährende Setzen 
neuer Formen ſtatt der gegebenen ift nun bag Umformen der 
Ausdrücke, welches einzig und allein dag Nechnen (und zwar 
alles und jedes Rechnen, das gemeine Ziffern: Nechnen, dag 
Buchflabens Rechnen wie alles Rechnen, welches zur höhern Re 
chematit gezählt wird) ausmacht. 


§. 4. 

Soll das Rechnen alle Vortheile gewähren, welche die An⸗ 
wendungen deſſelben nothwendig machen, fo muß ſolches mit 
völlig unbekannten, einſtweilen bloß durch einen einzigen Buch⸗ 
ſtaben oder ſonſt wie bezeichneten Ausdrücken eben ſo ſicher von 
Statten gehen können, wie mit bekannten. Daher muß ein 
Rechnen (d. h. ein Umformen der Ausdrücke) flatt finden Eönnen, 
ohne Daß man fi um das Weſen (oder die Bedeutung) ber 
einzelnen Theile der Ausdrücke weiter zu befümmern braucht; nnd 
ber Vortrag der Elemente hat daher die Aufgabe: „die Mög 
„lichkeit und die Sicherheit eines folchen Rechnens nachzu, 
„weifen.” Wenn demnach die Zahlen- Verbindungen anfänglich 
bei den (ganzen) Zahlen wahrgenommen und von diefen abſtra⸗ 
birt worden find, fo müffen fie doch nachgehends felbftftändig als 
Nepräfentanten von allgemeinen Eigenfchaften aufgefaßt werden. 
Sp entſteht zunächft bie allgemeine Summe a-tb, oder 
a--b-+t-c, etc., ete. welcher die Eigenfchaft poftulirt wird, daß 
in ihr alle Elemente beliebig mit einander vertaufcht werden 
können, — dann die allgemeine Differenz, deren Grund: 
Eigenfchaft in der Gleichung (a—b)-+-b = a ausgeſprochen iſt. 
Die Worte „addiren“ und „ſubtrahiren“ find fogleich in 
der entfprechenden allgemeinern Bedeutung aufgefaßt, fobald man 
darunter wie Anfangs, das bloße Bilden (Hinſchreiben) der 
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. Summe a-+-b, oder ber Differenz a—b (d. h. der Zeichen oder 

Ausdrücke) verſteht. — Aus diefen Elementen $. 3. J. © und 
N. 1.) fegen fi dann aber wiederum bie übrigen Sormeln der 
Addition und Subtraktign (ebendafelbft) zuſammen, fo daß ein 
-  nRechnen!! mit allgemeinen Summen und Differenzen vol 
feft und ficher wachgetviefen und begründet iſt 


F. 5. 


Sp wie aber mit ſolchen allgemeinen: Summen und. 
Differenzen gerechnet wird, ohne daß man ſich um die Bedeutung 
ber einzelnen Buchftaben oder ſonſtigen Ausdrücke zu bekümmern 
braucht, fo entftehen in ben Anwendungen, [in denen von (gar: 
zen, unbenannten) Zahlen ausgegangen wird] befondere Fälle 
der Summen und Differengen, namentlich Differenzen und Sum 

men von der Form 
| pP—p5 (p—p—a und (p-p)+a. u 

Da man findet, daß p—p mit z—z vertaufcht werben 
kann, was auch z ſey ) (und dag man dabei immer den. Ge - 
fegen der Operationen gemäß. handelt), fo bezeichnet man alle 
foldye Differenzen p—p, z—z, etc., etc. durch ein und das⸗ 
felbe Zeichen Q, welches Null ausgefprochen wird. Die beiden. 
andern der obigen Ausdrücke werben dann einfacher fo gefchries 
ben, nämlih O—a und O--a und noch getvähnlicher bloß fo 
—a und a, indem man die Null nicht fchreibt, ſondern ſich 

bloß dazu denkt. 
| Die Zeichen O (d. h. die Nulh, und —a und -Ira fin 
alſo bloß kürzere Zeichen, welche flatt angezeigter, d. h. vors 
bandener, alfo wirklicher Differenzen und Summen einge 
führe werden, und mit denen man nach benfelben Cim $. 3, 





X 


) Es iſt nämlich nach dem Geſetze N. 2. des 8.3. 1) 
p-Prr=ptd)—p 
alſo auch 0p-323 
alſo iſt auch pP-p=3— 2 
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I. hingeſtellten) Gefegen: (Gleichungen, Formeln) rechnen 
fann *). 

Die Ausbrüde —a und a find alt nicht negative ober poſttive 
Größen, fondern nichts anders als angezeigte d. h. gedachte, mithin 
wirkliche Gubtraktionen und Additionen, in melchen der Minuend ober der 
Summand O (Null) nicht gefchrieben worden ik, aber gedacht werden muß, 
weil keine Differenz ohne Minuenden und feine Summe ohne mindeſtens 
zwei Summanden gedacht werden kann. 

Solche Ausdrüde wie a und —a find daher allge 
. meine Ausdrüde, und werden additive und fubtraftive 
genannt. 


§. 6. 

Wendet man bie Geſetze des Rechnens im $. 3. J.) auf die 
Formen a--(—b) und a—(—b) an, fo erhält man ſogleich 
1) aHt-—b)=a—b md 9 a—(—b)=a-+b. 

Das Reſultat 1) benützt ınan nun, um jeden beliebigen, 
nach und nad) durch fortgefeßted Addiren und Subtrahiren zu- 
ſammengeſetzten Ausdrud, 5. 2. 
3)... a—b—c+dte—f—g, 
auf die Form einer gemeinen Summe 
Ye. AO-H-bHH-O-HHN-HFe-HH-g 
zu bringen, in welcher aber die Summanden lauter folche ad: 
ditive oder ſubtraktive Ausdrücke find. — Dies ift ein fehr 
wichtiger Sag, denn er giebt fogleich die wichtigften Regeln für 
das praftifche Rechnen mit algebraifchen Summen (zus 
fammengefegten Ausdrücken, mie die Ausdrücke von der 
gorm 3) oder 4) gewöhnlich genannt erben). 





*) Einige Refultete diefer Rechnung 3.8. daß O--a == a, und a—0O 
a ik, fonnten bei materiellern Anfichten vom Addiren und Gubtrahiren 
u dem, ne verleiten, daß die Null nichts fen. — Die Nu iſt ober 
wohl etwas. Wäre die Null nichts, oder wären die Ausdrücke 42 
na — a „Größen“, fo könnte man nicht damit rechnen, weil man, der 
Definition des Rechnens zu Solge ($. 2.), nie mit Größen rechnen kaun. 
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$. 7. 

Bermöge der eben gedachten Säge laſſen fich nun alle und 
jede durch Addition und Subtraftion beliebig zuſammengeſetzten 
Ausdrücke, die aber urfprünglich den (ganzen) Zahlen ihr Das 
feyn. verdanken, allemal auf die Form a—B bringen, wo « und 
B (ganze, unbenannte) Zahlen vorftelen, während « größer, gleich 
oder Eleiner ald B feyn Eann. — Hl a>B, fo heißt die Form 
—+(o—B), auf welche a—B gebtacht werben kann, eine po 
ſitive (ganze) Zahl; ift aber a<B, fo heißt die Form —(B-— a), 
in welche diefelbe Differeng a —B ebenfalls umgeformt werben 


Tann, eine negative (ganze) Zahl; während die (ganze) Zahl 


felbft auch eine abfirafte oder abfolute (ganze) Zahl genannt 
wird, um fie von den fo eben erwähnten Operationdformen 
(angezeigten Operationen) zu unterfcheiden. 


§. 8. 


Geht man daher num zu der Lehre der Multiplikation und 
Divifion über, fo hat man darauf zu fehen, 1) daß das Pros 


n —— — — — ee 


dukt eine Bedeutung erhalte, während beide Faktoren ſolche Dif⸗ 


ferenzen a—B zweier (ganzen) Zahlen find, d. 5. entweder pofi- 


tiv (ganz) oder negativ (ganz) oder Null; 2) daß die Grund⸗Ei⸗ 


genſchaften der Produkte, nämlich ab—ba; (ab)e=(ac)b= afbe);. 
ferner (a-+-b)e = ac-+-be flatt finden, wenn a, b, c, beliebige 


folche pofitive oder negative (ganze) Zahlen oder Null finb.. 
Dann erft kann man nämlich biefe Grund-Eigenfchaften der 
Produkte in abftrakto poftuliren, und fo die Produkte ganz all⸗ 
gemein auffaflen, fobald man nicht mehr zu fürchten braucht, 
daß diefe Poftulate in irgend einem vorhandenen befonderem. 


Falle einen Widerfpruch enthalten. — Der Duotient a:b wird 
allgemein genug aufgefaßt, wenn man feine Definition in der 


Formel (a:b)-b=a ausfpricht, fobald man nur nachweiſt, 


daß er in jedem Falle nur eindeutig iſt. — Dies iſt er aber 


nicht, wenn der Diviſor (b) der Null gleich iſt. Folglich gehen 


bier die Regeln hervor: 1) „Nie durch Null gu dividiren“, und: 


nd nn De 
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9) „Wenn man durch irgend einen Ausdruck dividirt, allemal 
‚den Fall auszunehmen, in welchem er der Null gleich werden 
„fohteN. — 

' Die Begriffe des „Multiplicireng" und des „Dividirens! 
ſind zulegt eben fo ganz allgemein aufgefaßt, fobald man unter 
difen Worten jedesmal nichts meiter verſteht, als das Bilden 
(das Hinſchreiben) des Produfts oder des Quotienten 
(d.h. der angezeigten Verbindungen, der Formen), ganz fo 
wie folches (im $. 4.) für die Worte nabbiren u und „ſubtrahi⸗ 
ten bemerkt wurde. 


$. 9. 

Auf dieſe Weife ift ein „Rechnen! mit ganz allgemeis 
nen Summen, Differenzen, Produkten und Duotienten möglich 
und fiher, fobald man nur keinen der Diviforen der 
Null gleich feyn Laßt, und bie Fälle der Anwendung, in 
welchen einer derfelben der Null gleich wird, befonders betrach- 
tet, und nicht vorausſetzt, daß auch diefe Ausnahmsfälle in der 
gemeinen Unterſuchung mit enthalten feyn müſſen. 

Und in allen diefen Gefegen, Formeln, Gleichungen, und 
wie fie noch genannt werben mögen, bedeutet das — Zeichen 
durchaus nichts anderes, ale: dag man mit dem Grundwefen 
bee Zahlen» Verbindungen in Uebereinfiimmung handelt, wenn 
man die links und rechts defielben (=) Zeichens ſtehenden bei: 
den Ausdrücke, welche in ber Negel der Form nad) von einan⸗ 
der verfchieden find, unbedingt (in den Nechnungen) mit einans 
der vertauſcht. „Gleiche Ausdrücke, oder wie man auch fagt 
Ausdrücke, toelche einerlei Bedeutung Haben“, find daher folche 
der Form nach verfchiebene Ausdrücke (angezeigte Dperatio- 
nen), welche in Webereinftimmung mit den Gefegen ber Opera 
tionen für einander unbedingt gefeßt werden können. — Go 
entſteht der Begriff von „Bebeutung eines Ausdruckes d. h. 
iner bloß angezeigten Operation. 
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| $. 10. 

I. Alle Endrefultate der Rechnung mit den vier erſtern 
Operationen, wenn man urfprünglich. von (ganzen) Zahlen aus⸗ 
gegangen ift, laſſen fich auf die Form — 
“ 8 wirkliche (ganze) Zahlen vorſtellen, während >> oder <&, 
md «>, = oder <P ſeyn Fan, Dies giebt 5 befondere: 


Tormen, nämlich tu — . +2 En — und 0 (RUN), wo u 





bringen, wo a, ß, 


und » wirkliche (ganze) Zahlen vorftellen, während + * keine (ganze) 
Zahl ſeyn ſoll, ſondern eine bloße Form [d. h. eine angezeigte 
Diviſion zweier (ganzen) Zahlen]. — Wir belegen dieſe 5 be 
fonderen (Zahls) Formen mit dem Namen der reellen Zah⸗ 
len, und nennen jede einzeln namentlich „pofitive, negatine 
„ganze Zahl; — pofitine, negative gebrochene Zahl, und 


uRuLL“, während bie bloße Form ( alfo nicht +, auch nice. 


| +) eine abſtrakte oder abfolute gebrochene Zahl heißt. 
- Ein Bruch, oder eine gebrochene (unbenannte) Zahl- 
E-, wie ſolche fo eben eingeführt worden iſt, iſt daher nichts 


anders als eine angezeigte (d. h. eine gebachte, mithin eine 
wirkliche) Diviſion win ganzen Zahlen u und v, unter der 


Vorausfegung, daß far — —_ „ nicht felbft eine ganze Zahl gefeh€ 


werden kann ). Mit Biefen Brüchen. oder gebrochenen. Zahlen 
kann man aber gerade nur deshalb, weil fie nichts anders findz 
auf. eine gang beftimmte Weiſe und zwar nach den Gefegen des 


3) Die gebrochene benannte Zahl erfcheint fpäter, und zwar als 
ein Theil der Benennung oder Einheit. Mit folhen benannten Zah 
len wird aber nie „gerechnet’, weil Fein anderes „Rechnen“ mögs 
lich if, ald mit bloß angezeigten Dperationen (d. h. mit Sormen). 
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$ 3. IL) „rechnen“. — Eine beſondere „Lehre der Brüche! 

öl dagegen ganz überflüffig, ja unmöglich. 
Ä U. Da bie reellen Zahlen in der That weder Größen 
: noch Zahlen find, fondern bloße Kechnungs-Zormen, fo kann 
man auch nicht von ihrem Größer: oder Kleiner⸗Seyn (im 
eigenen Sinne der Worte) fprechen. — Sind aber zwei reelle 
Zahlen a und b gegeben, fo läßt fich ihre Differenz a— b, 
wenn fie nicht Null ift (in welchem Falle a=b wäre), ent 
toeder in eine pofitive oder in eine negative (ganze oder ge: 
drochene) Zahl umformen. Im erſtern Falle fagt man „a ſey 
„größer als b’; im andern Falle heißt „a Eleiner als bW. 

Andere Begriffe vom Größern und Kleinern Eönnen „in 

der Rechnung! nie vorkommen. 

- Nach diefen Begriffen kann man Achte und unächte 
Brüche von einander unterfcheiden, auch Säge von biefem fo- 
genannten -„Größern und Kleinern“ fefiftellen und gelegentlich 


untgenben; namentlich: Sf a>b, fo iſt ac>be und > 
nr wenn c pofitiv iR dagegen ift gleichzeitig mit a>b alle 
bi mal ac<be und a ZU wie c negativ gedacht wird.“ | 


$. 11. 
Während in der Elementar-Arithmetik die Begriffe der vier 
erſtern Operationen in ihrer größten Allgemeinheit, und die Mög. 
lichkeit eines Rechnens mit denfelben dergeftalt hingeſtellt wird, 
daß man überzeugt ift, allemal richtige d. 5. mit nichts im Wir 
derfpruch ſtehende Mefultate zu erhalten, auch wenn man fich 
um die Bebeufung der einzelnen Elemente der Ausdrücke gar 
4 sicht befümmert, fo daß man mit noch unbekannten Ausdrücken 
mit derfelben Leichtigkeit und Sicherheit rechnen kann, wie mit 
den bekannten, — iſt e8 der Zweck der Analyfis des End» 
al lichen, genau daffelbe für die drei letztern Operationen zu lei⸗ 
a ßen, 5. h. ein allgemeines und doch ficheres „Rechnen! mit 
J allen. fieben Operationen möglich zu machen, oder die Möglich 
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keit eines ſolchen Rechnens durch die Wirklichkeit deſſelben außer 
Zweifel zu ſtellen. — Es müſſen zu dem Ende Potenzen ate, Wur⸗ 


zeln Ya und Logakithmen log a feftgeftele werden, welche für 
ale reellen Wertbe von a und b (die reellen Zahlen enthalten 
nämlich alle fpeciellen Zahl⸗Formen, welche durch die völlig 
allgemeine Betrachtung ber vier erftern Operationen entftanden: 
find) — eine völlig beftimmte Bedeutung haben, und fiir welche, 
diefen reellen Zahl: Formen gemeinfchaftliche Grund: Eigenfchafs. 
ten dieſer Potenzen, Wurzeln und Logarithmen nachgetviefen mer 
den Eönnen. — Hernach kann man dieſe Grund; Eigenfchaften 
(eben weil fie nun mit Teiner fpeciellen Erfcheinung in Wider⸗ 
fpruch gerathen Eönnen) als allgemeine Eigenfchaften der Por 
tenzen, Wurgeln und Logarithmen für legtere drei, wenn fie gang 
allgemein -aufgefaßt werden ſollen, pofluliren, und fo gelangt 
man zuletzt zu ganz allgemeinen Potenzen, Wurzeln und 
Logarithmen, bei denen man ſich um die Bedeutung ihrer eins 
zelnen Elemente nicht mehr zu befümmern braucht, während = 
man doch ficher und nach beflimmten Gefeßen mit ihnen .„rechs - 
net!, fo daß das Nechnen gleiche Nothwendigkeit der — 
mit ſich führt, es mögen die Elemente der Rechnung lauter be⸗ 
kannte oder völlig unbekannte Ausdrücke enthalten. — Auf dieſe 5 
Weife haben wir den Zweck der in dieſem Bande folgenden .; 
Analyfis des Endlichen“ völlig beftimmt und entſchiden feſt· 
geſtellt. 
$. 12. 

Sn den Elementen. begnügt man fich aber euftweitene 
mit folgenden Vorbereitungen: 
A. Man flellt den Begriff der ganzen Potenz a’ fefi.; N 

wenn b pofitiv ganz ift, und verſteht darunter ein Produft n 

gleicher Faktoren. 

B. Man erweitert den Begriff von a" für den Zall, 
eine Differenz; æ — ß zweier ganzen Zahlen ift, wo «>, = oder ' 
<P ſeyn kann. Man nennt fie dann eine Differenz-Potenz 


ra: 
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und verfieht Darunter einen Duotienten aus zweien fol: 
hen Produkten gleicher Faktoren. 

C. Man flellt für diefe Differenz: Potenzgen, wie für bie 
ganzen Potenzen die Formeln bin: 


1) art a".a"; 3) (ab)" = a”.b"; 
md a “a 
Der 9 (5) m 
5) (a = a”, 


D. Man erweitert den Begriff der Wurzel Ya für den Tall, 
daß b pofitiv ganz, a dagegen pofitiv (oder abfolut) ganz oder 
gebrochen if. — Hier ſtößt man auf die fogenannte irratio- 
nale Zahl, d. 5. auf eine gebrochene Zahl, die immer zwifchen 
. beftimmten Grenzen liegt, die aber deshalb nie herſtellbar (d. 5. 

ausdrücbar) iſt, weil ihr Zähler und Nenner unendlich groß 
ı werben. Für diefe abfoluten (und immer eindeutig gedachten) 
| Wurzeln ſtellt man nun die Gelege hin: 


YVab-ya-Y; 9 Vt=- 


dr 


a 
®. 
2 


Yb 


u 3 Yay= a"; H — 
5) a- Yb = Ya” -b); 9 R_y% 
E. Hernach fielt man ben gerif der Potenz ab feſt für 


. den befondern Fall, daß b beliebig reell, a dagegen pofitiv (ober 
abfolut) ganz oder gebrochen if. Sie wird reelle Potenz ge 
nannt, weil jedesmal eine reelle und noch überdies pofitive (ra⸗ 
tionale oder irrationale) Zahl eriftirt, welche ihr gleich ift, d. h. 
welche „in der Rechnung! ftatt ihrer gefeßt werben kann. — 
Es iſt namlich nach dieſen Definitionen 
— 
vll); und a "= 1:a”. 


4 
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Fur diefe Potenzen, (welche a1. in ſich ſchließen) wird dk 
Gültigkeit der Formeln C. 1.—5.) auf's Neue nachgewieſen. — 
Yuch diefe reellen Potenzen find immer nur eindeutig. 

F. An diefe reelle Potenz fchließt fih dann der reelle 


Logarithme —* an, bei welchem a und b beide poſitiv vom 
ausgefeßt werden, und welche die reelle (pofitive ober negative, 
ganze oder gebrochene) Zahl z (oder die Null) vorftellen, der bie 
Eigenfchaft zukommt, dag b’—= a wird, während b* die Teelle 
Potenz (in E.) if. — Für diefe ebenfalls immer eindeutigen 
Logarithmen ſtellt man dann die Gefeße | 


) 56 (ab) = Loga-tlogb; 
- 9 log (5) = less b; 
3) log (a—b- . log a; 


—A 


5) log a: lg b=Iog ober ga sa 
| log b 


bin. — Wenn in Inga, die Baſis b—10 if, fo nennt mar 
den Logarithmen einen Brigg’fchen, auch einen gemeinen. — ; 


$. 13. 
Solchergeſtlt hat man die Grundlage des „gemeine 
‚ gifferns und des gemeinen Buchſtaben-Rechnens“ In 
dem letztern verficht man eine beliebige erweiterte Antvendu 
der Geſetze der vier erfiern Operationen zur beliebigen, ober « 
nem gegebenen Zwecke entfprechenden, Umformung beliebig gege 
bener Ausdrücke, weshalb hier nichts meiter Darüber zu ſagen . 
Um die erftere hier näher zu bezeichnen bemerken wir: 
Jede beftimmte ganze Zahl läßt fich durch eine Sum 

ausdrücken, welche nach Potenzen von zehn geordnet ift, foba 
\ . ma 


Fi 


k 
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man nur eine Kenntniß der erften neun Zahlworte und der neun 
Ziffern vorausiegt. Dadurch wird jede beftimmte Zahl, in fo 
fern fie Durch eine Reihe angezeigter Cd. h. gedachten, mithin 
wirklicher) Verbindungen (d. 5. Operationen) ausgedrückt wird 
(nach $. 3.) rechnungsfähig; d. 5. mit dem fie repräfentirenden 
Ausdrucke kann man „rechnen!, was mit ihr felbft"nicht 
. möglich if. — Das Herftellen dieſes Ausdrucks nennt 
. man zählen. Wilman im Schreiben dieſes Ausdruckes 
die Erleichterung ſich verfchaffen, dag man die Potenzen von 
zehn als Saktoren und die Additions- Zeichen wegläßt, fo kann 
; man und muß man die O (Nul) des $. 5.) zu Hülfe nehmen; 
und die O (Nu) erfcheint dann hier als Stellvertreter eines 
Gliedes, welches im wirklichen Ausdrucke ganz fehlt. 
7 Mat zeige nun z. B. wie die Summe 876244-89, bie 
i Differenz 87624—89; das Produkt 8762489, endlich der 
L ...„ 87624 
89 
in den $$. 3. und 6. ausgefprochenen Gefege), welche wiederum 
nach Potengen von zehn geordnet find. Dies find dann die 
fognannten vier Species der gemeinen Nechenkunft mit unbe 
; nannten Zahlen. 





in Summen umgeformt werden (vermöge der 


$. 14. 
Ein Decimalbruch ift ein gewöhnlicher Bruch ($. 10.), 
deffen Nenner aber eine Potenz von 10 iſt. Man rechnet mit 
ihm, wie mit gewöhnlichen Brüchen (nach $. 3. IL), nur dag 
man Darauf ficht, daß die Endrefultate immer wieder auf bie 
Form eined Decimalbruches gebracht werden. — Daß man ihn 
Fürzer fchreibt, indem man den Nenner im Schreiben wegläßt 

und folchen ſich bloß dazu denkt, vermehrt die Bequemlichkeit. 

| $. 15. 

Das Wurzel⸗Ausziehen aus einer pofitiven ganzen oder 
gebrochenen Zahl findet dann Feine Schwierigkeit, fo wenig als 
die Berechnung eines reellen Logarithmen, nur daß namentlich 
Bd. _ 2 
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leßtere einen ungebenren Aufwand an Zeit und Mühe Er 
wenn man nicht, fpäter erft bekannt werdende Eigenfchaften 
Logarithmen benügt, um Biefe Rechnungen felbft möglich 
erleichtern. — Sewohnlich ſetzt man berechnete Logarithn 
Tafeln voraus. 


$. 16. 


Die Algebra iſt biejenige Aufgabe der Arichmei 
in welcher dee durch x bezeichnete Ausdruck geſucht wird, 
in einer gegebenen Gleichung unter x gedacht, oder flatt x 
fegt werden muß, damit letztere ſelbſt wirklich eine rich 
(Cidentiſch genannte) Gleichung ſey. 

Allgemeiner aufgefaßt iſt die Algeb ra diejenige x ufge 
der Aritbmetik, in welcher n Ausdrücke geſucht mer! 
die man fich unter n Buchflaben x, y, z, etc, ete. vorgef 
denken, oder die man flat dieſer letztern n Buchſtaben fe 
muß, damit n gegebene Gleichungen wirklich richtige, der T 
nition der Gleichung (im $. 9.) entfprechende (und jet ib 
tifch genannte) Gleichungen ſeyen. — Solche Gleichun 
aber, in denen x allein, oder x und y (u. f. w. f.) nicht mı 
‚. jeden beliebigen, fondern nur ganz beftimmte Ausdrücke (Wer: 
genannt) vorftellen (welche legtere in der Negel aus den € 
chungen felbft beſtimmt werden) heißen zum Unterfchied der | 
berigen eigentlichen, einzigen und identiſch genannten. € 
chungen, von denen fie nur dadurch abweichen, daß in ih 
nicht jeder einzelne Theil der (gleichen) Ausdrücke offen vorli 
— Beflimmungs-Gleichungen, und biefe werden in 
gebraifhe und nicht algebraifche CIeßtere werden a 
tranfcendente genannt) eingetheill. — Algebraifch ne 
man bie Gleichungen, wenn fie in Bezug auf ihren Unbeka 
ten x die Form 

A4-Tbhx-Pex? Pdx Pex*-4 etc. ete. =0 
annehmen können, während die Anzahl dieſer Glieder belie 
“aber nicht unendlich groß ſeyn darf. — Eine Beſtimmun 
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Sleichung auf dieſe Form bringen, heißt: „fie nach dem 
„Unbekannten x ordnen. 

Diefe geordneten algebraifchen Gleichungen werden einge 
theilt in einfache a--bx=0, oder höhere Gleichungen 
(quadratifche, Eubifche, biquabratifche, und Gleichungen 
som nta Grade) _ 

Die einfache algebraifche Gleichung a4-bx = 0 heißt auf: 


geläft, wenn man aus ihr eine andere Gleichung x — 24 


abgeleitet hat, in welcher x ganz iſolirt ſteht. — Es fällt näm⸗ 
lich dann in die Augen, daß dieſe Gleichung in die richtige 


Cidentifche) zZ — —- übergeßt, fo oft man flatt x das 


: feet, was auf der andern Seite des — Zeichens ſchon ſteht. 


Alſo wird auch a-+-bx —= 0 eine richtige Cidentifche) Glacchuns 
p oft man ſtatt x denſelben Ausdruck ſetzt. 
$. 17. 
Um eine quadratifche Gleichung 
A-+-Bx-+-Cx? =0. | 
allgemein auflöfen zu Finnen, muß man erfl einen allgemeinern 
2 

Begriff der Auadrat- Wurzel d. 5. von Ya oder Ya haben. 

Wir verfichen aber unter dee allgemeinen Duadrats 


Wurzel Ya jeden Ausdruck z, welcher die Eigenfchaft hat, 


baß 2? =a oder 22 — a0 wird. — If aber & ein folcher 
Ausdruck, alfo fo, daß a?—a wird, fo geht die Gleichung 
2? — a0 fogleih in 2? — a? —=0 d.h. in (z—a)(z +a)=0 
über; und letztere läßt nun fehen, daB went 2 — —a geſetzt 
wird, Dann ber Gleichung 2? — a auch noch genügt ift, Daß es 
aber (außer a und — 0) Feine dritte Form mehr giebt, welche 
ſtatt x gefeßt, daflelbe leiften könnte. 

Für die allgemeine Duadrat- Wurzel Ya, wie folche fo 
eben eingeführt worden ift, eriftiren alfo immer zwei verfchie 
dene und einander nicht gleiche Formen ya und — Ya, 

er 
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welche die durch Ya im Allgemeinen ausgeſprochene Eigenfchaft | 


mit einander gemein haben. Die allgemeine Duadrat- Wurzel Ya 
it Daher allemal zweideutig (beſſer gefagt: gweiförmig). — 
Iſt a pofitio, fo find a und —o die beiden Werthe von Ya, 
wenn « die im $. 12. D.) definirte abfolute Wurzel Ya vorſtellt. 
— Sf a=0, fo find beide Werthe von Ya, nämlich 0 und, 
—0 einander gleich und beide — 0. — Iſt endlich a negativ, 
fo bleibt Ya doch eine angezeigte (d. h. eine gedachte, mithin. 
eine wirkliche) Wurzel, welche ebenfalls in der doppelten Form 
ya und — Ya ausgebrüdt werben kann, und melche ges 
wöhnlich, obgleich unpafiend, eine imaginäre Wurzel ‚ge 
nannt wird. " 
Dabei ift wohl gu merken, daß allemal 

Y-b=Ne-N)=ybXY—1 
ift, während, weil b pofitio ift, = tB gefunden werben 
kann, fo daß allemal j 

| YV-b=-+B-V—1 | 
gefunden wird. Dabei ift B eine abſolute (ganze oder gebrochene 
und im letztern Falle rationale oder irrationale) Zahl. 
Die allgemeine quadratifche Gleichung * 


-at+-bx-x?=0 ode Atlıtr 0 
giebt nun, aufgelöft, ebenfalls für x zwei Werthe, von denen‘ 


jeder Die verlangte Eigenfchaft hat, ohne daß folche Cim Age 
meinen) einander gleich find. Man findet nämlich ) 


— b--Yb? — Aac 
— — — — 
— 


* 


x = 


*) Man fest nämlih x==y-Hz, ordnet die aus a--bx+or? = 
dadurch hervorgehende Gleichung nach z, disponirt über y fo, daß in 
neuen, nach z geordneten Gleichung, der Koefficient von z" d. h. von, 
felbß, der Nun gleich wird, und findet dann aus derfelben Gleichung, 
welche jet die Form 2. 2° = b?— Aac annimmt, zu dem.fo ang 


mienen Werth y=-.. den Werth von z fo dazu, daß y-z—=x wi 
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und dieſe beiden Werthe von x find beide reell und ungleich, 


‚ wenn b?>Aac; fie find beide reell und gleich, wenn b? —:Aac; 


fie find endlich beide imaginär, fo oft b?<Aac ift, und wem 


man imaginär jeden Ausdruck nennt, der nicht in eine reelle . 


Zahl umgeformt werden kann. Im letztern Galle kann man bie 
- Werthe von x auch " ſchreiben, nämlich 


= ———— Y4ac—b?. Y-1, 


. wo VAac—b2 ihren abfoluten Werth ($. 12. D.) vorſtellt. — 


: Diefe imaginären Werthe yon x nehmen alfo alle beide allemal 
sie Form 


p+gY—1 


an, too p und q reelle Zahlen find. 


4 


Daß aber zwei Wertbe von x exiſtiren und nicht mehr 


als ziwei, welche der quadratifchen Gleichung a-4-bx-ex? — 0 


‚genügen, Eonnte man auch daraus abnehmen, daß fih a4-bx-H-cx?, 


| während x gang allgemein und beliebig gedacht ift, allemal in 


zwei Saftoren, nämlich in cla-+-x)(B--x) zerlegen läßt, von 
denen jeder nur x felbft enthält, während das Produkt, alfo der 


"ihm gleiche Ausdruck a-+-bx Hex? nun offenbar allemal‘ der 


Null gleich wird, es mag der Werth von x den einen Faktor 


rs oder den andern Faktor 3x zu Null machen. 


| $. 18. 
Wir bezeichnen eine der Formen von —J ein für allemal 


durch i, fo daß i immer ald eine und diefelbe Form vor: 


ſtellend angefehen wird. Dann hat man 
?=—1, is ——i, is —414, ’=-Hi; 17 =—1, 
=—i, —=-H1, " 


; und allgemein 
| _ n—-41, ati; jin+?2 ——A, jur3s__; 


7 
5 


Denkt man fi nun in dem Ausdrucke 


+q:i 


p 
p und q beliebig reell, fo ſtellt derſelbe alle reellen Ausdrücke 


. 4 
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vor, wenn 4 0 gedacht wird, außerdem aber alle imaginären. 
Ausdrücke, welche als Werthe des Unbekannten einer quabratis - 
ſchen Gleichung mit reellen Koefficienten, fich ergeben. — Ab 
birt, ſubtrahirt, multiplicirt, dividirt man aber zwei ſolche all 
gemeinsnumerifche Ausdrücke p+g:i ı und @-B-i gu, von, 
mit und durch einander, fo Fann man die Refultate immer wie 
der auf diefelbe Form bringen. Eben fo nimmt die Quadrat⸗ 
Wurzel aus p--q-i immer wieder Diefelbe Form an. — 
Um dies alles nachweifen zu Eönnen geht man von dem 
Satze aus, daß wenn 
A-+B-ı —P-+0-i i 
unter der Vorausſetzung gegeben iſt, daß A, B, P und Q reelle u 
Ausdrüce find, dann allemal einzeln | E 
ASP m B=Q- £ 
fen müſe (teil fonf i= Vo 5. h. reell werden würde). 
Für die angeführten Reſultate erhält man dann: 
1) (P+PD+CH+Ed= (Pte) Ha+P-i; 
2) prgqD— a +Bd>= (pe) +Q—P)i; 
3) 64.i) ˖ RESTE 5 
a, PIE“ — 1 ge—pR ; 
Pi — ——— 1, 
5) Yp-+g:i J = x + z-1*), | 


) Das Refultat 4) erhält man, entweder wenn man Zähler und 
Renner mit «—B-i multiplieirt, ober wenn Man - erai _ =x+zi 


arßi 

feßt, daraus 
" p+g-i=(ax—Ba)+lAx+02)-i, af p=ax— pr und g=Bx-tas 
ableitet, und aus legteren Gleichungen x und z berechnet. 

Das Refultat 5.) erhält man dagegen aus der Gleihung p-g-i= 
(x+Fz-i)? = (x? —2?)-+2xz-i, welche in die beiden Gleichungen 

p=r’—2: m q=%ı 

serfällt, aus denen z eliminirt und x gefunden wird. Man erhält für x 
vier Werthe, darunter zwei imaginares bie reellen nur behält man. Zu 


jedem Werth von x erhält mon dann aus z=: J einen Werth von 2, 


ee or 
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wo x und = aus den machfiehenden Gleichungen 


 x=+Vip+Hp+g? und 2z=+Y—ip+4Yp’+g® 


berechnet werben, in welchen letzteren ftatt ber innern Quadrat⸗ 
Wurzel ihe pofitiver Werth, flatt der Außern Quadrat: Wurzel 
aber beide pofitiven oder beide negativen Werthe genommen wer⸗ 
den müflen, wenn q pofitio if; wo Dagegen flatt x der pofitive 
und flatt z der negative, oder ſtatt x der negative und flat z 


dee pofitive Werth genommen werben muß, wenn q Negativ 


ſeyn follte *). 

Daraus folgt zugleich, daß wenn in ber quabratifchen Gleis 
hung a-4-bx--cx? =0 die Koefficienten a, b, c beliebig reell 
ober imaginär, aber von der Form p-+-q-i feyn follten, dann 
die Werthe bed Unbekannten x ebenfalls von derfelben Form 
P-+Q-i werden, wo jedoch Q auch Null ſeyn kann. 

Jeder aus wirklichen Zahlen big jegt Direkt oder 
indirekt erhaltene Ausdruck läßt fich daher allemal auf 
die Form P4-O-i bringen, wo P und Q reell find. 


$. 19. 
Eine allgemeine Auflöfung ber ae Gleichung 
A-+-Bx-+-Cx?-+-Dx? = 
iſt nicht möglich, wenn man nicht vorher nen allgemeinern Be⸗ 


griff der Kubik⸗Wurzel, d. h. der dritten Wurzel Ya bat. 
Mir verfichen aber unter ber allgemeinen Kubik⸗Wur⸗ 


gel Ya jeben Ausdruck z, welcher die Eigenfchaft bat, daß 2’ —a 
oder 2° —a—=0 wird. — Iſt aber a ein folcher Ausdruck, 


und zwar zu jedem reellen Werth von x auch einen reellen Werth von z. 

So erhält man für Yp-+g-i zwei Werthe von berfelben Form. . 

°) Diefe letztere Aufgabe und ihre Auflöfung laſſen zu gleicher Zeit 

fehen, wie die beiden Werthe (d. h. die beiden Formen) der allgemeinen 

Duabrats Wurzel Ya ausfehen, in dem alle wo a imaginar aber von der 
Ferm p-+g-V—1 ſeyn ſollte. 
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fo daß a®.— a wird, fo geht die Gleichung > —a—=0, in 
2? —a? —=(, d. h. in 

(ac) (#?-Faz-Fa?) —0 
über, fo daß nicht bloß za ihr genügt, fondern auch Die 
. beiden Werthe von z ihr genügen, welche den andern Faktor gm 
Null machen, d. 5. welche aus-ber Auflöfung der quadratiſchen 


Gleichung 
2 tastor=0 
hervorgehen, und welche fo find: 
= a(—3+3V/— 5* z (344 V3- —1), 
wo Y3 ihren abfoluten Werth vorſtellt. 
| Für die allgemeine Kubik: Wurzel Ya exiſtiren alfo immer 
drei (aber auch nicht mehr als drei) von einander verſchiedene 
d. h. einanber wicht gleiche Sormen, welche durch: die Produkte 
1 Ya} (443 3). ya und (—3—3V--3)- Ya, 
in welchen der Saktor Ya al eine und dieſclbe Form gedacht 
"wird, vorgeſtellt find, und welche die durch Ya ausgeſprochene 
Eigenſchaft mit einander gemein haben. Dabei find die erften 
Faktoren dieſer drei Formen der ya, nämlich | 
1; —1-+-1Y-—3 und —3—4/—3, 
. 93 ' 
zu gleicher Zeit die drei Werthe der Vi. — Die allgemeine Ku: | 
bik⸗Wurzel iſt daher immer drei⸗deutig (oder beffer drei⸗ 
‚förmisg). 
Iſt a pofitio, fo kann man Die abfolute Kubik⸗ ⸗Wurzel, 
welche ebenfalls poſitiv iſt, und durch « begeichnet feyn mag, 
ſtatt des einen Werthes von Ya fegen (8.12. DJ). Daun find 


alſo ale drei Werthe von Ya bezüglich 


a; —10--4ay3- V—1 und —ta2ay3. Y— 7, 
{0 daß der erftere reell und —* iſt, die beiden andern aber 
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magindt, jeboch von der Form ptq V 1 find, wopundg 
- reelle Werthe vorftellen. — 
Iſt a negativ und = —b, und wird die abfolute Kubik⸗ 


| Wurzel Yb — ß gefunden (nad) $. 12. D.), fo daß B eine poſi⸗ 


3 
. tive Zahl iſt, fo find die drei Werthe von Ya dasmal bezüglich 
—B; 3B—3Py3-V—1 md 3B--3AV3-Y—1, 
wo Y3 jedesmal ihren abfoluten Werth vorſtellt, fo dag der eine 
Diefer Drei Werthe reell und negativ, die beiden andern aber ima⸗ 
ginär und von der Form p-Fgq-Y—1 find. — Sfta=0, fo 


find Die drei Werthe von Ya; der Null gleich. 

| Die allgemeine Auflöfung der reducirten Eubifchen Gleis 
Kung 28 +p+q —0 

giebt für 2: 


2* jr +liq?+r77p° + Y— Ja Vie tape +rrPp’") 
wo jede * RS, Wurzeln drei Werthe hat, mo aber diejeni⸗ 
gen Werthe beider Kubik⸗Wurzeln zufammen gehören, deren Pro- 
dukt = — sp if. Man erhält alfo für z hieraus drei Wer: 
the. — Diefe Auflöfung wird getwöhnlich die Carban’fche For 
mel genannt. — So oft 4q?--z,p? pofitiv oder. Null ift, fo 
oft Läßt fie fich ohne Weiteres in gewöhnliche Ziffern Ausdrücke 


-%) Man findet Diefe, wenn man z = u-tFv fest, dadurch die neue 


Gleichung 
tr tgt Gar--p) (av) = 0 
erhält, dann aber über den einen der beiden Unbekannten u und v ſo 


Pisponirt, daß | 
1) 3uvtpp=0 

wird, und den andern dann aus der übrig bleibenden Gleichung 
2) u’+v’tq=0 


dazu finder. Die beiden Gleichungen 1.) und 2.) sein nun u und v ſo, 
Mi utvr=z wird, Eliminirt man nämlich v—= —z 4 L, fo erhält man 


| ()’ ga’) zrp? = 
woraus u? und u. 
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umformen und man erhält für z einen reellen und zwei imagi⸗ 
näre Werthe. — So oft aber zq?--z',p? negativ wird, fe, 
oft Fans die Umformung in getsöhnliche d. h. allgemein-nume: 
rifche Ziffern Ausbrücke nur von demjenigen ausgeführt werben, 


welcher gelernt hat, die Wurzel ) p+qg-Y—1 in einen Aus 
druck von derfelben Form «}-B-V—T umpuformen. — Letzte⸗ 
res zeigt gewöhnlich die Analyfis de Endlichen. Dieſen Fall 
nennt man, übrigens den irreduciblen Fall der Cardan'ſchen For: 
mel und er tritt nur dann, aber dann allemal ein, fo oft alle 
drei Werthe des Unbekannten reell werden . 

Soll aber die allgemeine og: Gleichung 


at-bx+cx?--dx?”=0 ode ELIA HUN DER 


aufgelößt werden, fo feßt man x — 237 und die Gleichung 


reducirt fi fogleich auf die vorſtehende 

2’ +-pz+g=0*+. 
Hat man aber ans der legteren Gleichung drei Werthe für si 
gefunden, fo giebt die Gleichung ı=—i7+2 drei Merthe. 


von x dayı. 
Daß endlich für die Eubifche Gleichung im Aulgemeinen 
drei Werthe und nicht mehr als drei Werthe des Unbekannten 
gefunden werden, konnte man ſchon daraus abnehmen, daß der 
Ausdruck a bxPcxꝰ Pdx⸗ ſich auf die Form 
d(a+x)(B-+x)Yy-+3) 
Bringen laßt, und daher der Null gleich wird, fo oft einer der 


*) Diefes letztere wird gewöhulich erſt in der Analyſis des Endlichen 
— findet ſich aber auch in dem nächſten Paragraphen außer Zwei⸗ 
fel geſetzt. 

**) Eigentlich muß man x ⸗ ztu ſetzen, die neue Gleichung nach 
z ordnen, dann aber über u dergeſtalt disponiren, daß der Koefficient von 


=” der Null gleich wird. Dann findet man eben u= — I. Ä 
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peei Faktoren ber Null gleich iſt, alfo für =—a, a =—B 
ad auch fir x—=—y. 


$ 20. 


Folgende Unterfuchungen über die Eubifchen Gleichungen 
mb noch, der dabei angewandten Methoden und ber Reſultate 
von großer Wichtigkeit. 
J. Jede kubiſche Gleichung 
x? Pax -bxtc=0 
it reellen Koefficienten, giebt immer wenigſten einen reellen 
Berth für den unbekannten x. 
Denn man kann x pofitiv und fo groß nehmen, daß x’--ax? +bx-tc 
ir diefen Werth x = -w ganı gewiß pofitiv wird. Dann kann man aber 
wich x negativ, übrigens abfolut fo groß nehmen, daß x’--ax* +bx+-c 
ir diefen Wertb x — v ganz gewiß negativ wird. Da nun, wenn 
m die Werthe von x unmerklich ändert auch die Werthe bes kubiſchen 
adruckes x’--ax"-—-bx-He ebenfalls nur unmerklich ſich ändern, fo 
uß zwiſchen -w und —v ein Cpofitiver oder negativer, alfo reeller) 
) von x liegen, welcher denfelben Autdrud x’ ax? +-bx-tc der 
Mr gleich macht, weil der Tegtere som Poſitiven zum Negativen nur in 
nmerlichen Aenderungen, alfo nur durch Null hindurch, gelangen Kann. 
II. Iſt & der reelle Werth von x, welcher x? ax? --bx—+t-c 
m Null macht, d. h. iſt Cidentifch) 
(N-.- a? aa? -ba--c=0; 
fo bividire man mit — a in x’ ax? -bx-t-c auf nachfte 
be Weiſe: 
Quotient 


Disifer | Dibvidend 
x te rbxre x2--(a--o)x--(b--aa a?) 


x 0 
a)x? ste 
| TEE. x?®— (ac t+-0o?)x 


ETF raten 

an c+-ba--aa? ra? 

Run ift aber dieſer letzte Reſt vermöge der Gleichung (Z) der . 
Nun gleich; alfo ik x’ Pax? bxPe durch x—a ohne Reſt 
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teilbar und der Duotient wird —=x?-(ata)x+(b-Fau 
+a2). — Iſt aber der Ausdruck x Pax?Phx—-e in Bi 
beiden Faktoren 
&—0)-[x2 Ha-ta)x-+(b-Faas-ta2)]*) 
jerlegt, fo wird folcher auch noch durch die beiden Werthe vor 
x der Null gleich, welche den zweiten Faktor zu Null machen 
d. h. welche aus der Auflöfung der quadratifchen Gleichung ' 
 x?--(a+o)x+(b-+a0-Fa?) = 0), 

Die ebenfalls reelle Koefficienten hat, hervorgehen. — Die dre 
Merthe des unbekannten x in der Eubifchen Gleichung mit red 
len Koefficieriten, find daher entiveder alle drei reell, oder es 
nur einer derſelben reell und Die beiden andern find imagintt 
aber von der Form P-+-Q-i. — 

- IM. Sind p und q reell, fo kann jeder. der drei Wert 


von 5 ·i allemal auf dieſelbe Form x-2-1 gebracht wa 
den, wo x und z reell find, 
Denn feat man 


5 — ale ptrg=@tzi) 


d. h. pr. i=(x’— 3x2?) 4 (3x?z—2z’)-i 
alſo 1) 7, 
2) 3522 - 22* 


und eliminirt man zuletzt aus dieſen beiden Steigungen den Unbekann 
ten z, fo erhält man *") - 


* Gewöhnlich bewirkt man biefe Zerlegung noch einfacher. Da nämlis 
. 0° +au?+ba-te der Null glich 
ift, fo ändert der Ausdrud x’ ax? +-bx-+c bloß feine Form, wenn ma 
a’-+a0?--ba-+e davon fuhtrehirt. Geine neue Form ift nun diefe 
K’—a?)+a@?— a?) +b(x—a) 
Da man num jeden”ber drei Theile diefer jegigen Form durch x—a W 
quem dividiren Tann, fo erhält man fogleich die obige Zerlegung. 


**) Die Elimination bewirkt fich fo: Aus der Gleichung 1.) findet mm 
2? =, dann fchreibt man die Gleichung 2.) fo: (Ix?—z’)z=g4 
und dub huiet hier herein fatt_a? den vorher serunenen Werth. Dies gie 


8x’Tp — 
. z=—q oder rn Pe 
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3) a’ HI’ CP Far’ 0; 

und diefe Gleichung, da ſie kubiſch mit reellen Koefficienten iſt, giebt für 
2> mindeſtens einen reellen Werth a, während aus x S auch noch für 
x ein reeller Werth hervorgeht. Zu biefem reellen Werthe von x geben 
aber die Gleichungen 1.) und 2.) einen reellen Werth von z dazu, fo daß 


on nun , 
- YptYyri=x+tr-i 
> gefunden hat, baf x und z reell find. 


Hat man aber einen Werth x+z-i ber Kubil-Wurzel — Äi 
nden, fo erhält man die beiden andern, wenn man den fo eben gefun- 


mit den beiden andern Werthen ber yı, nämlich mit 38 


iplieirt, Folglich nehmen dieſe beiden andern Werthe von VoFzi 7 
ebenfalls diefelbe Sorm P+Q:i i an. 

IV. Hat man gelernt bie oben ſtehende Gleichung 2.),. 
wenn p und q in Ziffern gegeben find, auf irgend einem Nä⸗ 
ngswege aufzulöfen, und wollte man die etwas fehr müh⸗ 
ſame Ziffern⸗Rechnung nicht ſcheuen, ſo könnte man nun die 
kardaniſche Formel, nämlich die Auflöſung 


3 
= Vierter, 
der Gleichung z’--pz+qg=0, auch in dem Falle in die ge 
wöhnlichen Ziffern: Ausdrücke umformen, in welchem 44? -+-„',p? 
negativ wird, und welchen man früher den irreduciblen Fall ges 


Diefer Werth von z wird nun in bie Gleichung 1.) flatt z fubftituirt, und 
man erhält die obige Gleichung 3.). — And weil z= fe muß, 


fo folgt auch noch, daß zu jedem reellen Werth von x allemal auch ein 
reeller Werth von z fich ergiebt. — Dan Tann aber auch aus der er⸗⸗ 
fern Gleichung 1.) z finden und den Werth in die 2.) fubflituiren. Dann 
e. muß aber die entfiehende Gleichung noch quadrirt werden, Damit die Qua⸗ 

drats Wurzel herausfällt. — Man kann endlich die Gleichung 2.) fogleich 
U qundriren, fo daß fie die nachfiehende wird: (3x? —z?)?-2?=q?, und 


"er herein flott 2° feinen Werth 7 ſubſtituiren. Dies ik dann das 
allerkürzeſte. 
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nannt hat. — Man würde nämlich zuerft die abfolute Wurje 
YV—(4q?+25p’)=Bß berechnen (d. h. in die gewöhnliche 34 


‚fern · Rechnungsform bringen), ſo daß man 


— —3g+B- IV pH 1 
hätte; hernach würde man (nach III.) jede der beiden Kubi 
wurzeln auf die Form u--v-i bringen, und dann die beiden 
Reſultate addiren, um z in derfelben Form P--Q-i zu haben. 

nd da dieſe beiden Kubikwurzeln ſich durch nichts unten 


erſtern i, ſo wird, wenn ut-v-i ein Werth der einen K 
wurzel iſt, nothwendig u — v ˖ i (während u und vdieſe 
Werthe behalten) ein Werth der andern Kubikwurzel ſeyn, und 
diefe beiden Werthe find auch allemal die gufammengehör 
gen Werthe dieſer Kubikwurzeln, weil beide mit einander 


ſcheiden als dadurch, daß in der andern —ı ſteht, wo in R 


tiplicirt (nach $. 19.) den reellen Werd — Ip geben m 
Alſo hat man z= Zu, und u hat drei reelle Werthe. Folglie 


find auch dasmal alle Drei Werthe von z reell, während 
oben geliehen haben, daß wenn zq?-+-z,p? pofitiv oder O iſt, 


dann allemal nur ein reeller und zwei imaginäre Werthe von = 


exiſtiren. 
V. Man kann aber nun, wenn man dieſelben můhſamen 


Ziffern⸗Rechnungen nicht ſcheuen wollte, die Umformung de⸗ 
Auflöſung der reducirten kubiſchen Gleichung 
2? -pz2+q=0 

in bie gewöhnlichen Ziffernformen auch in dem Falle bewit — 
wo p und q imaginär oder reell aber von der Form PO: 
find. Man würde nämlih 4q?-r7p? in berfelben Forn 
P-+-Q-i finden, dann Y4q?-H,p? =YP-OQ:i (nach $. 1& 
N. 5.) auf diefelbe Form bringen, und fo die Ausdrücke 

den beiden Kubifwurzel- Zeichen in der Cardan’fchen Formel eben 
fals in die Form a«Ft-Bi und pi i gießen, zuletzt aber 


Vetpı Sk 1 und VaFRi= ya (nad) 11103 
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ıden, 100 y und 5, deögleichen „I und 5! Brei Werthe haben; 
d dann würde man, wenn 46. ĩ den zu y-4-6-i gehörigen 
jerth vorſtellt (d. Hd. wenn (6 i) Hd) — Hp wird, 
» aber p felbft imaginär gegeben feyn Tann) 

= HN) TEHN-i 
finden haben. 

VI. Daraus folgt aber, daß in jeder rebucirfen und daher 
ch in jeder allgemeinen Eubifchen Gleichung, deren Koefficien- 
areell oder imaginär aber von der Form P--Q-ı find, die 
ei Werthe des Unbekannten allemal nothwendig auch auf bie 
be Form P/--Q!-i gebracht werden können. 

Alle Ausdrüde, welche bis jetzt aus wirklichen Zahlen 
fammengefegt gegeben find, und zwar beliebig Direft, oder in- 
irekt durch quabratifche oder Eubifche Gleichungen, laſſen fich 
uber nothwendig allemal auf die Sorm P+P-ı bringen, fo 
aß fie reell find, (wenn Q—O gefunden wird) oder doch diefe 
nfache imaginäre Form haben (wenn Q nicht Null ift). | 

VIEL Die Rechnung in III), von welcher alle nachfolgen: 
en Rechnungen abhängen, führt fich aber viel bequemer aus, 
un man Lehren der Analyſis des Endlichen zu Hülfe nimmt. 
Rittelft der letztern findet man nämlich eben fo bequem als ein- 
sh, wenn m irgend eine abfolute (pofitive) ganze Zahl ift, 
a einander nicht gleiche Ausdrüce von der Form a--B-1, wo 
der die Eigenfchaft hat, daß er, mit m potenzirt, genau eine 
nd diefelbe gegebene (reelle oder imaginäre) Zahl p-4-q-i her: 
being. Dann bat man alfo allgemein m Werthe der 


sn Wurzel Yotag-i gefunden, wenn legtere fo allgemein aufs 
faßt wird, während aus andern Betrachtungen noch hervor⸗ 
ht, daß es nicht mehr als gerade m Ausdrücke geben kann, 
tichen diefelbe Eigenfchaft zukommt. Zolglich dat man dann 


gleicher Zeit alle Werthe von’ VpF-q-i (gl. Kap. VII) 
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F ai; u u 
Eine allgemeine Auflöfung. der. fan Gleichung 

A-+Bx-++Cx?-HDxs-FEx! = | 

iſt nicht möglich, wenn nicht vorher der Begriff der Ya erwe 


tert und verallgemeinert wird. 
Mir verfichen aber unter der allgemeinen ı vierten. 


zel aus a, d. h. unter Ya, jeben Ausdruck z, der die Eigenfi 
hat, daß 2° =a oder + —a=0 wird. — Iſt daher « ein 
her Ausdruck, fo dag man at a hat, fo geht die G 
+ —a=0 in 2 —a—=0 d.h. in (2? —0o?)(2? +02) = 
oder in (@—o)(2-4-0)(2.—a-Y—1)(z+o- Y—1)=0 
und läßt nun fehen, daß vier und nicht mehr als vier einem 
der nicht gleiche Ausdrücke eriftiren, welche mit dem erſtern 
diefelbe Eigenfchaft gemein haben; nämlich die. vier en: 

(+1); a (1); (+ V—1) und a-(—V—1 J 
während 1; " 1; FT und I 
die vier Werthe von yı fi ob, — Es ift alfo die Ya allem 


vierdeutig oder beſſer vierförmig; und dieſe vier So 
- find im Allgemeinen ausgedrückt durch 


4 4 | — a 
+ya, —Ya, +Ya:/—1 und —Ya-y—i, 
wenn in den legtern vier Ausdrücken ber Faktor Ya als ei 


tig genommen wird, d. h. als einen und denfelben feiner MW 
vorſtellend. 


Iſt a poſitiv, ſo kann man ſtatt ya die abfolute u 

($. 12. D) nehmen; dann find alfo zwei Werthe der allger 

meinen Ya reell (der eine pofitio, der andere negativ), die J 

den andern dagegen imaginär und von der Form p--q-Y— ih, 
wobei aber dasmal p=0 und q pofitio oder negatio if. — 
Iſt a negativ, und, =—b, {0 kann man ſtatt der Va d | 

flat‘ 














„F 
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a 4 
"fat bee V(—b) ſetzen Vb · AT. — Findet man nun (nach 
4. 12. D.) die abſolute Yb —ß, wo ß pofitiv ift, fo hat man 


4 4 
B-V—T für einen der Werthe von Ya. ‚Den Ausdrud VI 
kann man aber. wieder auf bie Form p-+gq- v1 1 bringen. Se 
man nämlich \ 


— — w, fo hat man w =—1 oder we =i? 
d. h. wr—?=0, oder (w?—ı) (w? Tn —0 
ſo daß w=-fYi 
wird, wenn man nur einen Werth von w haben will. Die 
Formel $. 18. N. 5.) giebt aber nun, wenn daſelbſt p* —0 und 
qg=1 gefegt wird, 
Vi = 4V2-+4V2-i l 


Iſt alſo a negativ und ——b, und wird Yb— ß berech 


net, wo ß poſitio iſt, ſo finden ſich die vier Werthe von i⸗ 
jetzt fo: | 
ipy2 -F4PV2-i i; — 482 — 4BYV2-i; 
—V00—— 15 -3BY2— +PV2-i 15 
mithin alle vier imaginär aber von der Form PO: i. — 


Iſt a 0, fo find alle vier Werthe von Ya, — —=(. SR a 
reell oder imaginär, aber von der Form p-+-q-i, fo hat Ya. 
allemal zwei Werthe, welche beide reell, oder beide imaginär, 
aber von der Form P--Q-: find. Weil man aber der Glei⸗ 
hung z* —=a, die Form 2*—=(Ya)?, oder z+-—(Ya)? = 
oder (22? —Ya)(2?-4-Ya) = O geben kann, fo folgt, daß man 


R | 
alle vier Werthe von Ya auch findet, wenn man von jedem ber 
beiden Werthe der Ya nochmals die allgemeine Duadrat: Wurzel 


4 
nimmt, — Daraus folgt noch, daß die vier Werthe von Ya 
allemal reell oder imaginär, aber von der Form P+-PQ-i find, 
fo oft a felbft reell oder imaginit, aber von der Form prq i iſt. 

Bd. J. 3 
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Will man nun die reducirte biquadratiſche G 


chung 

z*+-pr?+qz+r = 
allgemein auflöfen, fo zerlegt man den —* —E — — 
zuerſt in bie beiden Faktoren (2°--az--B)(a?— az-+-Y). 
Multipkieirt man nämlich Iegtere beiden, fo erhält man 

+84 — a’)? Hay —P)a+-Py; 
und vergleicht man biefen Ausdruck mit dem gegebenen, 
bat man - 
R+Y—=p, y—p)=g md Bymr. 
Finder man nun ans den beiden erftern biefer drei Gleichun: 
au +p—L und Y=or+p+4, | 

und fuhftituirt man Biefe Werthe von B und y in die dr 


Gleichung 48> — Ar, fo erhält man zur Beſtimmung von 
bie Sen, 
(+ =Ar ob. (Opa) Hp’ at g°= 
Diefe — iſt, wenn man oe als den Unbekannten anflı 
eine Eubifche; fie giebt für &® drei, alfo für & felbft 6 Wer 
während zu jedem Werth von « ein Werth von B und 
Werth von » fich ergiebt. Dabei find dieſe Werthe von a, 
 » allemal reell oder imaginär, aber von der Form p--q-i ( 
früheren Paragraphen zu Folge). — Nimmt man nun für a ein 
feiner Werthe und für B und » die zugehörigen, fo findet n 
die Werthe von 2, welche der Gleichung z*-4-pz?-+qz-+r = 
angehören, wenn man bie Werthe von z fucht, welche jeden 
beiden Faktoren dieſes Ausdruckes zu Null machen, d. h. we 
aus der Auflsfung der Gleichungen 
22-8 =0 und 22 —oz+y = 0 

fiür z hervorgehen. Man erhält demnach vier Werthe vor 

‚ welche jedoch alle vier norhwendig von der Form p+-q-1 f 
den, wo p und q veell find, wo auch q der Null gleich wer 
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kann, fo daß biefe Werthe von z zum Theil ober alle auch reell 
ſeyn können *). 
Soll aber die allgemeine Gleichung vom vierten Grade 
a--bx-+-cx?-+-dx?-Lext=0 j 
aufgelöft werden, ſo ſetzt man 


=— 1047, 


ſubſtitnirt dieſe Form flatt x in Die gegebene Gleichung, orbnet 
die neue Gleichung nach z und erhält eine reducirte Gleichung 
vom vierten Grade, beren Auflöfung fo eben gezeigt worden 
iſ. ) — € finden fich alfo vier Werthe für z, und banı, 


wenn zu jebem derſelben — + abbirt wird, auch bier Mer 


the von x, welche lettere der gegebenen allgemeinen Bbiquadra- 
fiichen Gleichung genügen. 

Auch, diefe Iegtern vier Werthe find alle reell oder imagi- 
Wär, aber von der Form p-+q-i, fobald nur a, b, c, d, e reell 
dder imaginär, aber von derſelben Form find. 


$. 22. 
Eine allgemeine Auflöfung der algebraifchen Gleichungen 
von. fünften und höhern Grade im gefchloffener endlicher Form 


Der Grand, warum ſechs Werthe von a, B, % Mrd ergeben, kann 

darin gefucht werden, daß 
2*--pe’+gz+r 
» sier einfache Sektoren von der Form 

(e+3)(e-+b)lz+e)Cz+4) 

K jerlegt. Je zwei berfelben mit einander multiplieirt, geben einen dops 
yelten Faktor von der Sorm z2?-+-ar+-P. Alfo kann z?--az-+B jedes 
ber fechs Produkte (2--a)(z+b), (2+a)(z+c), (2+2a)C2+d), 
+b)(z+c), (z+b)lz +), (z+oO(lz-+d) vorfellen, und des: 
halb hat auch c die fechs verſchiedenen Werthe a--b, a-te, a-td, b-+c, 
b-+-d und e-+d. irgend einer der Werthe genügt aber. 

„.**) Eigentlich nf man x — u-+-z fegen, die neue Gleichung nach z 
* dann aber über u dergeſtalt disponiren, daß der Koefficient von 


», nämlich deu+-d, der Null gleich wird. Dies giebt dann u= +2. 
3* 


— 
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iſt bis jetzt noch nicht» nachgetwiefen worden. Sind aber be 
Koefficienten in Ziffern gegeben, fo nennt man bie Gleichungen 
nicht mehr allgemeine fondern numerifche, und folche lößt 
man, tie wir in einem ber folgenden Kapitel zeigen werden, 
von allen Graden Verſuchſs⸗ und Näherungs⸗Weiſe auf. 

Uebrigens iſt es wichtig feſtzuhalten, daß alle direkten Aus⸗ 
drücke, wie alle indirekten (welche man nämlich für die Unde 
Eannten in einer quabratifchen, Eubifchen ober biquadratiſchen 
Gleichung erhalten kann), alſo alle bis jetzt möglicher‘ 
Weiſe hervorgehenden Ausdrücke, fobald fie ihre ur 
ſprüngliche Entftehung den’ wirklichen Zahlen verdanken, allemal! 
und nothwendig don der Form p-+-q-i find, wo p und q reelle 
Werthe vorftellen, und wo p ſowohl als namentlich q auch der 
Null gleich ſeyn können. 







$. 23. 


Für das praktiſche Rechnen mit allgemeinen Quadrat⸗, Kg 
bik-⸗ und vierten Wurzeln gilt aber, wie überhaupt für dag Rede 
nen mit allen mehrdeutigen Ausdrucken Die wichtige Regel: „eis 


„und baffelbe Zeichen 3. B. Va, Ya, Ya, nicht eher für einen 
„und. denfelben Ausdruck zu nehmen, als bis man fich überz 
„hat, daß es auch wirklich jedesmal einen und denfelben feiner 3 
„Werthe vorſtelle.“ — Die theilmeife Vernachläffigung dieſer Re; 
gel von Seiten unferer größten Analyſten ift vorzüglich Urſache 
geweſen der Irrthümer und allgemein ungültigen Reſultate, wel⸗ 
chen wir hie und da in ihren Schriften begegenen (Vergl. Auf⸗ 
füe aus dem Gebiete der höhern Mathematik. Berlin 1823.). 


$. 24. 


Um dieſes Gemälde der hier vorausgefeßten Elemente m 
beſchließen, betrachten wir noch die Möglichkeit der Anwendung 
dieſer Lehren der Elementar⸗Arithmetik und Elementar⸗Algebra 
(alſo auch des höhern Kalkuls) — zur Vergleichung der 
Größen, wenn Die Arithmetik oder Analyſis ſelbſt es auch nie 
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mit Gr ößen, ſondern immer nur mit angezeigten Opera: 
tionen (mit Ausdrücken, d. 5. mit bloßen Rechnungs⸗For⸗ 
men) zu thun hat. 
Ale benannten Zahlen (Größen, quantitates) find ur- 
fprünglich ganze benannte Zahlen, Eönnen aber (durch Multi: 
plikation der unbenannten Zahl) auf niedrigere und (durch Di: 
vifion der unbenannten Zahl) auf höhere Einheiten gebracht wer: 
den. Wenn man nun diefes leßtere Verfahren allgemein und 
‚auch dann noch flatt finden läßt, wenn die Divifion Feine ganze 
Zahl mehr giebt, fondern bloß angezeigt werden Tann, fo daß 
eine gebrochene Cunbenannte) Zahl entftcht (im Sinne des $. 10.), 
fo iſt dies die Veranlaffung, die gebrochene benannte Zahl 
TE, wo E bie Benennung oder Einheit ift, einzuführen und 
die Größe darunter gu verftehen, welche b mal genommen bie 
benannte Zahl aE giebt. — Danach) hat die gebrochene benannte 


Zahl zE auch bie Bedentuug des afachen von dem bien Theile 


der Einheit E, in allen den Fällen, wo bie Einheit E fietig, 
ober doch fonft durch b theilbar ift. 

VUebrigens laſſen fih Größen (zwei oder mehrere) in eine 
eimige zufammenfaffen, oder man kann auch eine Größe 
don der andern wegnehmen. Sol dann in jedem dieſer bei- 
ben Bälle die neue Größe wiederum als benannte Zahl ausge: 
drücke werben, fo wird man Die gegebenen Größen auf einerlei 
Benennung bringen, dann aber die unbenannten Zahlen zu 
einander abdiren ober von einander fubtrahiren, die Benen⸗ 
nung Dagegen beibehalten. 

Eine Größe läßt fi) vervielfältigen, aud) theilen. 
Sol dann in jedem der beiden Säle die new entfiandene Größe 
«8 benannte Zahl ausgedrückt werden, fo wird man die unbe: 
nannte Zahl multipliciren oder dividiren, die Benennung 
dagegen beibehalten. 

Zwei Größen (Quanta) ſind einander gleich, wenn — 


4 
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beide Durch eine und dieſelbe benannte Zahl ausgedrückt werben 
können. — Die eine ift größer als Die andere, wenn, nachdem 
beide auf einerlei Benennung gebracht find, die unbenannte 
Zahl bei der erfiern größer iſt als bei. ber andern (in dem 
Sinne des $. 10. IL). 

Auf dieſe Weife zieht füch jede Betrachtung und Behand: 
lung der benannten Zahlen fogleich und unmittelbar auf die Bes 
trachtung und Behandlung der unbenannten zurück, 

Man Eönnte auch negative benannte Zahlen vinfüh 
ven, wenn man fich die Einheit fo fpeciell dächte, daß ihr be 
reits eine von zweien entgegengefegten Beziehungen: anhaftet. 
Dann würde eine negative benannte Zahl (auf diefe Einheit 
bezogen) die Größe ausdrücken, welche durch diefelbe abfolute Zapl 
ausgedrückt wird, aber auf die mit der entgegengeſetzten Bezie⸗ 
hung behaftete Einheit bezogen. — Weil aber die Einführung 
folder negativen benannten Zahlen viel zu erzwungen 


wäre, um Vortheile gewähren zu Fönnen, außerdem auch noch 


große Nachteile mit fich führen würde, fo fegen wir hier 
nirgends ihre Eriftenz voraus, fonbern erklären vielmehe 
noch ausdrücklich dag Dafeyn negativer (wie pofitiver) 


Größen für unmöglich, und die Einführung von negatis 


ven benannten Zahlen für fchädlich, gefährlich und Um 
heil bringend. 2. 

Stehen übrigens mehrere Größen dergeſtalt zu einander in 
Beziehung, daß eine oder mehrere von ihnen von den übrigen 
. abhängig und mit den übrigen zugleich beſtimmt feyn müſſen, 
und denkt man fich alle als benannte Zahlen ausgedrückt, Die 
ſich paarmeife auf biefelbe Benennung begiehen, fo muß die ana 
loge Abhängigkeit auch zwifchen ihren unbenannten Zahlen exiſti⸗ 
ren. Man darf zu dem Ende nur füchen, vermöge ‚jener Bes 
giehungen der Größen, irgend eine derfelben noch einmal als 
benannte Zahl auszudrücken, fo bat man zwei Ausdrücke für 
biefelbe unbenannte Zahl, folglich eine Gleichung (im Sinne 


des $. 9.). Alle diefe Gleichungen (zwiſchen bloß angezeig⸗ 


| 
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oh ten Operationen) drücken nun die gegebene Abhängigkeit zwiſchen 
ılı den Größen aus. Und verfchafft man fich fo viele Gleichungen . 
als unbekannte, gefuchte Größen, 5. h. unbekannte, gefuchte un⸗ 
1 benannte (ganze oder gebrochene) Zahlen vorkommen, fo tritt 
die Algebra ein, um aus diefen Gleichungen die unbekannten 
(ganzen oder gebrochenen) unbenannten Zahlen, und fomit auch 
die unbekannten. benannten Zahlen zu beftimmen. 
Kat man gerade folche beftimmte Anwendungen im Auge, 
ſo kauun man häufig fo ſehr kleine abſolut gebrochene Zah: 
len in der Rechnung vernachläſſigen, welche in denjenigen End⸗ 
reſultaten, die man für die Anwendung beabſichtigt, einen ſo klei⸗ 
nen Unterſchied der gefundenen Größe von der geſuchten 
geben, daß für den Zweck der Anwendung ſolcher nicht beachtet 
zu werden braucht. — Läßt man aber in der Rechnung irgend 
etwas weg, ſo muß man wenigſtens die Grenzen der Fehler 
uachweiſen, welche dieſes Vernachläſſigen in der beabſichtigten 
Auwendung hervorbringen kann. J 
Fu; der Nechnung aber. ale folcher, darf nie etwas außer 
Acht (6. 'h. weg⸗) gelaſſen werden, als nur in den ſo eben be⸗ 
seichneten Fällen. | 


weites Kapitel. 





Bon den gansen und ben Differenz» Saktoriellen — Ber 
den Permutationen, Variationen und Eombinationen. — 
Don den figurirten Bablen. — Die beiden Discerptionds 
Probleme. 


— — — 


Erſte Abtheilung. 
Bon den ganzen und den Differenz⸗VFaktoriellen. " 


9%. N 

Nächft den Produkten gleicher Faktoren, feige in den Ele 
menten unter dem Namen der ganzen Potenzen!+ näher betrach⸗ 
tet werden, Eommen am häufigften vor die Produkte Aquidifs 
ferenter (d. 5. um gleich viel von einander verſchiedener) Sub 
foren, z. B. 

αα—) + [HP Na) 
weshalb es bequem ift, Biefelben ebenfalls Elirger zu Begeichnen, 
und die Gefege diefer dadurch entftchenden Ausdrücke nachzumels 
fen. — Wir begeichnen aber das vorliegende Prudukt durch = 
apld 

nennen dieſen Ausdruck eine ganze Faktorielle und ſprechen 
ihn aus „a hoch p mit der Differenz d.“ — Dabei nennt 
man p wiederum den Exponenten ber Saktorielle, während 
a die Baſis bderfelben beißt. 


$. 26. 


1) Bi man dieſes Produkt rückwärts, fo kann hen 
auch fo gefchrieben werden: 


(a+(p—1)apl-i 





unit Je “ nn —— — . 
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9) Sondert man von dicfem Produkte ber p Faktoren, bie 
erftern a derfelben ab,. fo wird ihr Produkt durch a=ld ausge: 
drückt feyn. Das Probuft der übrigen p—o Faktoren wird 


dann aber durch (a-H-adjr1d ausgedrückt werben müffen. 


3) Multiplicirt man jeden Faktor des obigen Produktes 
(von p Zaktoren) mit q, fo wird das ganze Produkt mit qP 


multiplicirt ſeyn, während das neue Produkt aqu5differenter Fak⸗ 
toren, nämlich 


qa(qa-}qgd) at 299 -- a4 1gdl 
offenbar durch (gay ausgedrückt werden muß. 

Durch diefe Betrachtungen ergeben fich aber fogleich bie 
nachftehenden Gefege 1.), 2.) und 5.). Man hat nämlih 
1) at =a+m—I)a"Ti; 

2) artelt _ __ „uld (a --m ayrd; 
guid 


3) zumnld — 


[a+m—n)dy"" 


\ am m-nld, 
4) =üu *— (a-Fnd) N) 
a 
ad 5) q" „amld — (gayrin. 
Die 3.) und 4.) erhält man, wenn die 2.) bald mit dem zweiten, 
Bald mit dem erſtern der beiden Saktoren zur Nechten dividirt wird, und 
wenn man su gleicher Zeit bald m— n flatt m fchreibt, bald aber n ſtatt m 


und gu gleicher Zeit m—n flatt n fegt. — Dder, man überzeugt fih von 
der Michtigkeit der Gleichungen 3.) und 4.), indem man links und rechte | 


mit den Nennern wegmultiplicirt. 


§. 27. 
St tie man Differenz» Potenzen einführt, d. 5. Botenpen, 


deren Erponenten Differenzen ganzer Zahlen, alfo beliebig poſi⸗ 


tive oder negative ganze Zahlen oder Null feyn können, — fo 
kann man fich der vorftehenden Formel 9 auch bedienen, um 
bie Bedeutung des Ausdrucks 


gunkd 


— 
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noch auf den Fall zu erweitern, dag m—n poſitiv oder nega⸗ 
tiv ganz oder Null iſt. | 
Danach bedeutet alfo von nun an die Differenz⸗Fak⸗ 


torielle Pd, mo « und 3 wirkliche ganze Zahlen vorſtel⸗ 
len, während x8, O oder aA. fon kaun, den nnadienten 
aoeld | 
are papn 
wo Zähler und Nenner folche Produkte äquidifferenter Gate. . 
ven find. 

Durch dieſe Definition haben alla, ꝓila male die na 
henden Bedeutungen erhalten, nämlich oo 

6) 1; ne -. Dr 
u — —— | 
und 8) a @—n ayra Sm. d) 

Man darf fich aber nicht mit diefer Definition allein bes 
gnügen, fondern man muß auch nun unterfuchen, ob die Gefege: 
9.26. N. N. 1.), 2.) und 5.) jegt noch gelten, wenn man ſtatt 
m efiva «—Bß, ſtatt n dagegen y—6 fchreibt, fo daß flatt m-+-n 
jest (+9) —(B+5) und flatt m—n die Differenz; («-+-6) 
— (By) zu fiehen Eommt, während @, B, 9, 5 beliebige 
ganze (abſolute) Zahlen vorftellen; und wenn man nun flaft 
der Ausdrücke (d. h. ſtatt ber Differenz Saktoriellen) in den For⸗ 
meln die Duotienten feßt, welche fie nach vorliegender Annahme 
(Definition) ausdrücken. — Da jedoch dieſe Nechnungen gar. 
Eeine Kunftgriffe erfordern, fo führen wir fie hier nicht wirklich 
aus, verweilen noch überdieß wegen des Weiteren auf d. „Sys 
fiem d. Mathem.“ (2ien Theil, 2 Aufl. Kap. XV.), und be 
merken bier nur, daß die Gefege $. 26. N. NR. 1.—5.), für Die 
Differenz: Faftoriellen eben fo allgemein wahr gefunden waren 
wie fie fich für die ganzen Faktoriellen wahr gegeigt haben.“ | 

$. 28. 23 

Unter allen Faktoriellen kommt das Produkt 

1.2:.3-4 ««- m 
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am allerhäufigſten vor. Deshalb bezeichnen wir ſolches noch 
fürger durch m! 

und wir dehnen dieſes Zeichen auf die Faktorielle yet oder 

| m"! auch -in bem Falle noch aus, in welchem m eine Dif: 

ferenz ganzer Zahlen, alfo O oder 1, ‚oder ſelbſt negativ ganz 
ſeyn ſollte. — Dann hat man in's Beſondere noch 

9 1!=1 m 10 0!=1. | 

Der Ausdrud (—n)!, wo n pofitiv, alfo —n negativ 

ganz ift, kann dagegen in der Nechnung nirgends vorfommen, 

da er die Vedeutune mn, alſo (nach N. 8.) die Bedeutung 


ag ober ga alfo O (Ru) im Nenner hat, die Kal 





im Nenner :aber (in ber. Rechnung) ‚nie vorkommen Eann. 

Das. Zeichen m! fprechen: wir aber aus: m Fakultät. 
Anmerkung. Zum Schluffe bemerken wir noch, daß jede 
JFaktorielle in eine Potenz übergeht, fo: oft bie „Differenz“ der 
Faktorielle der Null gleich wird. — ‚Sept man baher in allen 
vorfichenden Formeln (M. M. 1.—8):d=0, fo bat man wie: 
derum Geſetze der Potenzen. 


Zweite Abtheilung. 
Son den Permutationen, Variationen und Combinationen. 


I. Bon den Permutationen oder Verſetzungen. | 
| 89%. J 
Zwei „Elemente! a uud b laſſen 2 oder 2; werfiiehene 
"Anordnungen (Berfegungen, Permutasianen) zu, nämlich 
ab und ba. 
Drei Elemente a, b,.c Jaffen 2-3 oder 1-2-3 oder 3: 
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verfchiebene Anordnungen zu, nämlich abe, ach, bae, bea, cab 


und cba. 


Vier Elemente a, b, c, d laſſen 2-3-A oder 4! .verfchle 


dene Anordnungen zu, weil, während jedes der vier Elemente 
vorne ft, die drei übrigen allemal 2-3 verfchiedene Anorduun⸗ 


gen haben. 


Im Allgemeinen laſſen n Elemente die Anzahl n! verſchie⸗ 


dener Anordnungen zu; fo lange nur alle n Elemente von ein. 


anber verfchieden gedacht werben. 


$. 30. | 
Sp wie aber unter den m Elementen eine Anzahl a des 
felben aufhört von einander verfchieden zu feyn, ſo laſſen fich 
alle n! Anordnungen ber n verfchieden: gedachten Elemente in 


lauter Parthien abfondern, fo daß die Anordnungen in jeder 


Darthie nur Durch Die verfchiedbene Anordnung dieſer « Elemente 
in ihren Stellen, fi) von einander unterfcheiden. Jede ſolche 
Parthie Hat alſo a! Anordnungen, und die Auzahl aller Par 


! ’ x . 
thien iſt dabei —. — So wie nun die Elemente aufhören 


verfchieden zu feyn, fo hören die Anordnungen in jeder einzelnen 


diefer Parthien auf von einander verfchieben zu feyn, und es 
giebt daher jegt nur noch fo viele von einander verfchiedene An⸗ 


ordnnungen als fo eben Parthien, nämlich — — 


Und allgemein: Sind unter einer Amchl n von Clemens 





ten, os derfelben von einander nicht verfchieden, Dann nach B der - 


übrigen, von dieſen erſtern zwar, aber nicht von einander vers. 


fchieden; find von den übrigen Elementen daun nach derſel⸗ 


ben von den vorhergehenden zwar, aber nicht unter fich verfchies. 


den, u. f w. f.; fo if die Anzahl aller verfchiedenen Anordnuns 
gen, welche diefe n Elemente zulaffen, offenbar 
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10! 5-6-7.8.9-10 
Die Berbindung abbbeedddd laßt daher ZIICIET oder — — 


»  sder 12600 verfdhiedene Anordnungen (Permutationen) gu; nicht mehr und 
nicht meniger. 





IL Bon den Gombinatiohen und DBariationen. 


| $. 31. 

Nimmt man eine Anzahl Elemente, 5. B. a,b, c,d; und 
verbindet man diefe zu zweien und fo, dag man jede Verbin- 
dung zugleich mit allen ihren Verfegungen erhält, 3. B. ab, ba, 
ac, ca, ad, da, bc, cb, bd, db, cd, dc, fo hat man die zweite 
Klaffe der Variationen; nimmt man aber davon bloß die 
wohlgeordneten Verbindungen, nämlid) ab, ac, ad, bc, bd, 
cd, fo hat man die zweite Kaffe dee Combinationen, 

‚aus den gegebenen Elementen a, b, c und d. 

Verbindet man die Elemente zu dreien und fo, daß man 
jede Verbindung zugleich mit allen Verfeßungen befommt, näm⸗ 
lich abc, ach, bac, bea, cab, cba, — abd, adb, bad, bda, dab, 
dba — acd, adc, cad, cda, dac, dea, — bed, bde, cbd, cdb, 

dbe, deb; fo bat man die dritte Klaffe der Variationen; 

nimmt man aber bloß die wohlgeordneten Verbindungen, 

nämlich abc, abd, acd, bed, fo hat man die britte Klaffe 

der Combinationen, aus ben gegebenen Elementena, b,cund d. 
U. ſ. w. f. 

Alle dieſe Variationen und Combinationen ſind wieder ohne 
Wiederholungen, wie in den vorſtehenden Beiſpielen, oder 
mit Wiederholungen. Dieſe letztern treten ein, wenn zu der 
zweiten Klaſſe noch hinzukommen die Verbindungen aa, bb, cc 
und dd; Dagegen sur dritten Klaffe noch binzutrefen die Ver⸗ 
bindungen aaa, bbb, cec, ddd, aab, aac, aad, abb, bbc, bbd, 
acc, bec, ccd, add, bdd, edd und zwar bloß die (hier angeges 
benen) wohlgeordneten, im Falle von Combinationen die 

Rede ift, — oder diefelben zugleich mit allen ihren Verſetzungen 
aba, baa, aca, caa, etc. etc., im Sale fih'’8 um Bariafio- 
nen handelt. 
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4. 32. 
Nimmt man n Elemente a,, Ay, Ag, Ay... Fr fo iſt: 
I. Die Anzahl aller Verbindungen zu zweien, bie med 
aus dieſen n Elementen bilden Fann, 


1) bei den Variationen mit Wiederholgn. ... —=n3; 


2) bei den + ohne j \ en. — 
Un 
3) bet ben Combinationen mit Wieder... —® 5 
at 
4) bei ben ⸗ ohne ⸗ —* — 


I. Dagegen if die Anzahl der Berhinduugen zu dreien, 
welche aus denfelben n Elementen gemacht werden, in benſelber 
vier Fällen bezüglich 

u - 9-1 
n’; 2; 37 und 3! 21° 

II. Allgemein: Die Anzahl der Verbindungen zu je m Din 
gen, welche fi) aus den gegebenen n Elemienten a,, Ag, Ags o.« A 
bilden laffen, find | 

1) dei den Variationen mit Micderholgn. ... —=n"; 





2) bei den ⸗ ohne ⸗ .. an; 
„li 
3) bei den Eombinationen mit Wieder. ... = —; 
m. 
. wi—1 
4): bei den ⸗ ohne © mm 


Solgendes find die Gründe für diefe Formeln. Die Variationen mit 
Wiederholungen erhält man, wenn man jedem Elemente, jebes 
vorfest (dies giebt die zwe ite Klaffe); dann wieder jeder biefer Derbi 
dungen zu zweien jedes Element vorfest (dann hat man die dritte Klaffe); 
ferner wieder jeder diefer Verbindungen zu dreien, aups Neue jedes Ele 
ment vorfest Cum die vierte Klaffe zu bekommen) u. ſ. w. f. — Daraus 
folgt die Formel 1.) ohne Weiteres. 

Will man aber Wiederholungen vermeiden, fo muß man jebem Ele 
mente nur die m—1 übrigen Elemente vorfegen: daher erhält die zweite 
Klaffe dann nicht mehr m-m oder m?, fondern nur m(im—1) oder m! 
Verbindungen. Seder Diefer Berbindungen su zweien dürfen Dann wiederum 
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sur die m— 2 fihrigen Elemente vorgeſetzt werben, die fie nicht ſchon hat 
(wenn man Wiederholungen vermeiden will); daher hat die dritte Klaſſe 
jegt nur m— 2 mal fo viel Verbindungen als bie zweite Klaffe deren hatte, 
imlich m(m—1)(m—2) oder mI-Lm—2) d. 5. mi Berbinduns 
gen. Eben fo dürfen jeder diefer Verbindungen zu dreien nur die m—3 
übrigen Elemente, big fie nicht ſchon hat, vorgefegt werden; u. f. w. f. 
—So findet fich ohne ‚Weiteres bie Formel 2.). 

Da die mte Klaffe der Variationen ohne Wiederholungen nichts 
weiter iR, als alle Verbindungen der mien Klaffe der Gombinationen ohne 
Wiederholungen zugleich mit allen Verfegungen der einzelnen Verbindun⸗ 
sen, und da jede der letztern Derbindungen m und zwar lauter ver 
ſchiedene Elemente enthält, ſo giebt jede Verbindung in ber mten Com⸗ 
Uinations- Klaffe genau mi Berbindungen in der mten Variations⸗Klaſſe 
(nach $.29.)5 folglich erhält man die Anzahl aller Verbindungen der mten 
Ermbinations-Klaffe, wenn man die in der mien Variations⸗Klaſſe noch 
barch m? dividirt. — Dadurch iſt aber die Formel A.) außer Zweifel gefegt. 

Die mie Klaffe der Eombinationen mit Wiederholungen hat dagegen 
noch mehr Verbindungen. Erfilich bat fie glle die eben beſtimmten, und 
dann noch alle diejenigen, in welchen Wiederholungen vorkommen. Wir 
wollen sufehen, wie fie gebildet. werden. 

Aus den n Elementen wird bie zweite Klaffe gebildet, wenn man 
allen Elementen a, vorfest, — Dann allen von a, ab, a, vorfest, — dann 
alen von a, ab, a, vorfegt, u. f. mw. f. — Daher hat die zweite Klaffe 
ms denn Elementen offenbar 

n-+-(n—1)+-n—2)-+... +32 
Verbindungen. — Bezeichnen wir diefe Summe der erſten n natürlichen 
Zahlen durch, Sa, ſo drückt 877! die Summen der erſten n—1 natür⸗ 
lichen aahlen aus, während auch Die Bedeutung von S, 2 s778, .. 


8, S: feſtſteht. 
Aus der zweiten Klafe wird nun Die dritte Klaffe gebilbet, wenn man 


alen S, Verbindungen der zweiten Klaffe das erſte Element a. vorſetzt; 
Kan allen sam! Derbindungen der zweiten Klaffe, welche nicht a. ent 


heiten, das zweite Element a, vorfegt; dann allen ge? Verbindungen, 
welche weder a, noch a, haben, das dritte Element a, vorfegt, u. f. m. f. 
Daher iſt die Anzahl aller Verbindungen in der britten Aoſe 
STE, „+5, +57; 
md diefe Summe wollen wir durch S> bezeichnen. 
Ganz auf dieſelbe Weife zeigt fich die Anzahl der Verbindungen in 
ber vierten Klaſſe 
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+ Br SS 
und diefe Summe wollen wir durch SS bezeichnen. 
Sahren wir fo fort die Summen . 
s+stiıst?L, «+8; +8, durch 8%, 
| SHE HS +++ durch 87 
n. f. m. f. gu bezeichnen, fo wird die Anzahl der Verbindungen in 


men Klaſſe durch S,;_, beieichnet ſeyn, und es bleibt jegt nur ned 


übrig die Ausdrücke zu finden, welche durch Die Zeichen SY, SI, S”,... 
Sy vorgefiellt find. — Dies lehrt aber der nächſte Paragraph. — Nimmt 


man das Mefultat deſſelben zu Hülfe, fo findet ſich die Formel 3.) ohne 
Weiteres, 





Dritte Abtheilung. 
Bon den figurirten Zahlen⸗Reihen. 
$. 33. 


Sp wie hier, fo Eommen in anderen Unterfuchungen, ng 
oft die Zahlen: Reihen : 
I. ... 1, 2, 3, 4, | 5, 6, ... 


II. v4 61 A 21,.. : 
I." 1, 4, 10 20, 35 56... * 
IV.. 1, 5, 15 35 70, 126, 9 
V. 1, 6, 21, 56, 126, 262,.. 


vor, von denen bie erfiere Sie Reihe der natürlichen Zahlen it, — 
von denen aber jede folgende aus der ihr zunächſt vorbergehem .- ir 
den dadurch gebildet wird, daß man zu jedem, z. B. zum zum. | 
Gliede die Summe der r erften Glieder der nächft vorhergehens.“ 
den Reihe nimmt. Diefe Zahlen-Reihen, nennt man figurirte 
Reiben, oder Reihen der figurirten Sahlen und zwar 
begüglich von Der Iren, PIten, IIIten, IVten, Ven etc. etc. - 
Ordnung. | 

Bes 
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Begeichnen wir die Summen der n erſten Zahlen in dieſen 
verfchiedenen Reihen bezüglich durch 87, 83, 83, 83, S,,etc. 
etc., fo findet fi) 

)» S- br) — m 


—X 
—R 
un 
“3 
| 


> 

ws 

KL 
| 





5) 8 Zee 
und allgemein 


‚ n — 
O ˖ .. S.-1 7 mi 


Bon der erkern Reihe, welche zu gleicher Zeit eine gemeine aithme— 
tiſche Reihe iſt, findet man, wie aus den Elementen befannt iſt, die Summe 
der n erfien Glieder, wenn man dad erfie und Teste derfelben abdirt, und 
die halbe Summe mit der Anzahl aller Glieder multiplieirt. Dies giebt 
is g®__n(n-+1) 
ſegleich S, = 7 
Dieſes Refultat giebt aber die muthmaßliche Form für die übrigen 
Summen; nimmt man daher die folgenden Gleichungen (2.— O.) als Lehr⸗ 
füse an, fo kommt alles nur noch darauf an, fie zu bemeifen.. Dazu läßt 
fh aber der „Weg der vollkommenen Induktion” mit augenblicklichem 
Erfolge anwenden. Diefer befteht darin, daß man nachweif, wie das be⸗ 
hauptete Nefultat, fo oft es für einen einzigen Werth von n zutrifft, alles 
mel auch für den nächfifolgenden Werth von m zutreffen müſſe. SA fol 
des nachgewieſen, fo verfucht man, ob die Formel ein, mit ben zu Ans 
fange des Paragraphen fiehenden Schema übereinkimmendes Nefultat giebt, 
wenn n=—2 gefegt wird. Im bejahenden Sale gtit diefelbe dann allemal 
für jede folgende pofitive oder vielmehr abfolute ganze Zahl, welche fatt 
a gefetst werden mag. — Wir wollen dies Verfahren für die Gleichung 2.) 


bier noch durchführen. 
Es fey namlich h eine beſtimmte ganze Zahl, welche in die Formel 2.) 


hatt n gefegt, den Ausdruc N giebt, der wirklich die Summe der h 
3.1 4 
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erfien @lieber in ber IIten Ordnung der figurirten Reihen ausdrückt, is 
fo fern nämlich das Refultat mit dem Schema ſelbſt gefimmt hat. G 
iR alfo für diefe einzige beſtimmte Zahl h, nach diefer Annahme, ir 
sh— —* 
237, 
gefunden worden. Um num barans 83*1 zu finden, muß man zu A 
noch das h-F-ite Glied derfelben Reihe der Ilten Ordnung addiren. Weil J. 
aber dieſes h-Hite Glied der IIten Ordnung die Summe Sbt1 der int 
h-F1 Glieder der nächſtvorhergehenden (erfien) Ordnung, alfe befannt und 


tt" if, N findet ſich demnach | 
MM nd. art 
sur +" ar A — 


_ +. +3) _ pam 
mat TI 


Weil jedoch die Formel 2), wenn man h-F1 ſtatt n feßt, daffelbe Reſul⸗ 
tat liefert, fo ift dieſe Formel 2.) richtig für jede nächſtfolgende ganze Zahl. 
h-+1 (ſtatt n), fo oft fie für n=h richtig gefunden worden if. Zür 
n=% giebt aber diefelbe Formel 


u — — — — — — 


und das Schema IL) giebt für die Summe der beiden erſten Glieder Ci 
und 3) ebenfalls A; folglich gilt die Sormel 2.) für n—=2; aber nun and 
für n=3, 4, 5, 6, und für jede folgende ganze Zahl, eben weil fie im⸗ 

mer für die nächkvorhersehende ganze Zahl wahr ift. 

Jeder Anfänger wird nun den Beweis der nächften Sormel 3.) ohne 
weiteres liefern köͤnnen. Wer jedoch noch nähere Nachhülfe wünfchen: 
follte, der findet folche im „Suflem d. Mathem. ” 2. I. 2te Aufl. Kap. XV; 
Abthlg. 2.). 


Vierte Abtheilung. 
Die beiden Discerptions = Probleme. 
$. 34 g 
Hat man eine der Gleichungen 

a+b=n; a+b-H=n; a+-b--t+5 =n; etc. etc. 
aufzulöfen, wo Die deutſchen Buchſtaben die Unbekannten vor 
fielen, während n Null oder eine pofitive ganze Zahl if, unter 

der Bedingung, daß a, b, c, d, etc. etc. felbft Feine ander 


A 


34.  . Die beiden Discerptiong- Probl. ur 


the annehmen follen, als Null oder pofitive ganze Zahlen, — 
will man alle Auflöfungen haben, welche Die Gleichung 
ft, fo bilden die zufammengehörigen Werthe der Unbekannten 
was man begüglidy die zweite, dritte, vierte etc. etc. - 
fe der Variationen zur beffimmten Summe n nennt. 


Diefe Auflöfungen bilden fich Übrigens 4. ©. für n—=5 auf nachfler 
e Weife: 


005 Die rechts oben abgetrennten fechs 
010123 Verbindungen zu zweien enthalten alle 
os ı Auflöfungen der Gleichung a+-b—=5; 
108 bie nachgehends abgetrennten einundzwan⸗ 
122 i ig Verbindungen zu dreien euthalten alle 
! 40 Auflöfungen der Gleihung a+HI-He =5; 
212 endlich enthalten alle Verbindungen zu 
230 vieren die Auflöfingen ber Gleichung 

11 a+bFe+d=5: 

401 Bermehrte man alle Elemente um 1, 
1500 fo würden die erfiern fechs Verbindungen 
1002 zu sweien die Auflöfungen der Gleichung 
1031 a b73 bie einundswansig Verbindun⸗ 
1005 gen zu dreien die Auflöfungen der Gleis 
1117 chung a+b-+e=8; und alle Berbins 
1 ’ dungen zu vieren die Auflöfungen ber 
1215 Sleihung a+b+e+d=9 unter der 
1 - Borausfegung vorfellen, daß Feine Null⸗ 
1 Werthe jugelaffen werden. 


Will man daher die mie Klaffe der 
Variationen zur befiimmten Summe n 
mit Ausfchließung der Null⸗Werthe ent 
wickeln, fo darf man nur nach dem ner 
benfiehenden Borbilde die mte Klaſſe der 
Bariationen zur Summen — m entwideln, 
indem man den Null-Werthen freien 
Zutritt geftattet, — dann aber jedes ein- 
selne Element um eine Einheit erhöhen. 


A* 


0SOBGMAOAäüIMBMGAGôAOOSPBPRPOGâR8ASOCOCSOS2? O Hn mn" 


OMOOMM A OOO CIO OFB OGOGOO C to De 
S3>39PSSPS9MDSSOMSOPRDOPRN AGO Fi 


NERFOSSOHRRRRRIUNMN 


52 Mgehra m. Analyſis des Endlichen. Kap. IL $.38. 


$. 35. ' 
Nimmt man von den Verbindungen der mien glaſſe der 
Variationen zur Summen, nur die wohlgeordneten Ver 
bindungen, fo erhält- man bie mie Klaffe der Combinationen 
zur Summen. 


3.9. für n=5 werden diefe Combinationen zur aanmm 
Summe 5 folgende 





lot a wo man die zweite Klaffe und Die 
0,02 3 dritte Klaſſe abgetrennt erblickt, wäh | 
0122 vend das ganze Gchema die vierte Klafie 
li bildet. 


Bas bei den Variationen für den Fall gefagt worden ik (6. 34.), 
daß die Null⸗Werthe ausgefchloffen werden follen, gilt auch für die Com 
binationen. Ä 
Anmerkung. Diefe beiden Probleme ind aber in de 
Geſchichte der Mathematik auch unter dem Namen ber beiden 
"Discerptions:-Probleme befannt. — Man ann fie noch 
verallgemeinern und eine Zahl n aus zwei, drei, vier, etc. ete. J 
der Zahlen a, a4-d, a+-2d, a-t+-3d, a-H-Ad, etc. etc. auf 
alle möglichen Arten zufammenfegen, und zwar ſowohl nur wohl 
geordnete Verbindungen (Combinationen) oder letztere zugleich mit 
allen. Verſetzungen (Variationen) bilden, das ganze Verfahren‘ 
aber auf das in ben $$. 34. und 35.) entwickelte zurückführen. 
(Ausführlicheres hierüber findet man im „Syſtem d. Mathem.“ 
Th. II. 2 Aufl. Kap. XVL) 


Drittes Kapitel. 


m 











der binomiſche Lehrſatz für Different-⸗Potenten und für 
ganze Faktoriellen. 


L Der binomiſche Lehrſatß für Potenzen mit pofitiven ganzen Erponenten. 
$. 36. 


Multiplicirt man x--h mit x-+-h, mas herauskommt tie 
mit x--h, und fo weiter fort, fo erhält man nachftehende 


nung 
h 
at 
"TA. 


4b) —s®Fachthr Sn 3 





Es if jedes Glied zuerſt 


x’+ x’h mit x, dann fogleich mit h 

-+2x?h+2xh? multiplieiet. Beide Glieder 

— — in jeder aa en nl 
=rb)’=x x? ? allemal den Koeffieienten 

A Diiebet, welches multiplieirt 


— 


a, 3 


(«+b BE u or: = 





Man braucht die Multiplikation nicht weiter fortgufegen, 
um einzufehen, daß jedes neue Reſultat in jedem rien Gliede zum 
Soefficienten hat die Summe des rn und des (r— I)ten Gliedes 
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des nächft vorhergehenden Nefultates. — Daraus folgt, daß man |! 
durch fortgefeßtes Multipliciren, für (a-+-b)” erhalten werde eine J 
Summe von der Form | 
x”--m,.x”""h-m,.x”" "h’-—m, hi... 

+0,24..." 1 

in welcher die unbekannten, aber offenbar von der Zahl m’ ab 
hängigen Koefficienten einftweilen durch m,, m,, m,, m,,...T 

m, etc, etc. bezeichnet find, dergeftalt, daß die Koefficienten 
der nächft vorhergehenden (m— 1) Potenz; von x-4-h, eben f' 
weil fie aus den Ietern hervorgehen müflen, wenn man m—1 f 
ſtatt m ſetzt, durch (m—1),, (m—1),, (m—1),,...(m—1} | 
bezeichnet, aber deshalb noch nicht bekannt feyn werden. | 
Man kann nun Verfuchsweife Ausdrücken (angezeigten. 
Operationen) nachfpüren, Die der oben beim Multipliciren bes 
merkten Eigenfchaft genügen, nach welcher 
m, = (m—1),+(m—1).-ı 
ſeyn muß, — und unter den mehreren, bie man vielleicht für 
jedes dieſer Zeichen m. auffindee*), Diejenigen herausſuchen, 
welche wenigfteng in einem Falle (d. h. für einen Werth von 
m) mit den Reſultaten der direkten Multiplikation übereinſtim⸗ 
men. Damm hat man die Vermuthung für ſich, daß dieſe Kork: 
ficienten die richtigen feyn möchten. 









°) Nimmt man z. B. 





m 
p' fatt m,, fo befommt man 

—— ſtatt (m—1), 
und 

_ yro1l-1 
P' —— ſtatt (m—1), 45 

und in der That findet fich, daß, wenn man diefe Tegtern beiden au 
drücke nach den Regeln der Buchſtaben⸗Rechenkunſt addirt, der erſere 
wieder herauskommt, während p jeden Werth haben kann. 
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Auf dieſem Wege findet man 
wm; M m mi 
«+b)=x 47* h+-97- x 
I— nl—1 
+ A... -— he *). 
Dieſer Satz heißt der binomiſche Lehrſatz für poſitive 
ganze Exponenten. — So wie-er hier aufgefunden worden 
iſt, iſt er noch nicht hinreichend begründet; man kann ihn aber 
nun als einen Lehrſatz hinſtellen und (auf dem „Wege der voll 
kommenen Induktion‘) noch vollſtändig beweiſen*). — Die 
Koefficienten diefer Entwicklung zur Nechten heißen die Bino- 
mial-Koefficienten. 


3-1 
m 
1 ‚3,3 4 











$. 37. 
Der im vorfiehenden Paragraphen betretene Weg ift der 
gefhichkliche; der nachfiehende combinatorifche der einfachere. 
Da nämlich das Multipliciren mit x--h nichts meiter als 
ein abwechſelndes DVorfegen des x und des h if, vor jedes zu 
multiplicirende Glied, fo ift (h)* nichts anders als Die 
me Klaffe der Variationen mit Wiederholungen aus den beiden 





. . . , j my 
*) In der That: addirt man die beiden Koeffisienten — 
und ——— Cnämlich den rien und den (r — yen) der nachft⸗ 
vorhergehenden (m — Nten Potenz, fo ergiebt ſich wirklich als Endrefultat 
24 
der Ausdruck — . Und ſetzt man 2, 3, 4 oder 5 ſtatt m, fo kommen 


in der That die durch direktes Multiplieiren erhaltenen Reſultate wieder. 
M Geſetzt nämlich es wäre für einen einäigen Werth « von m wirklich 


et 
fo mürde man diefe Gleichung noch mit ch multigkieiren, und erhielte 
fogleich @+b"t! in eine Reihe verwandelt, deren jeder Koefficient 
die Summe zweier Koefficienten der vorftehenden Neihe if, fo daß, wegen 
des Reſultats in vorfiehender Note, diefelben Koefficienten des Lehrſatzes 
wiederkehren, für m 1. 
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Elementen x und h entwickelt, fobald man bie einzelnen Des 
bindungen als Produkte anfieht und zu einander addirt fich denkt. 
Weil aber alle Produkte einander gleich find, welche aus den 1 
felben, nur verfchiedentlich angeordneten Faktoren beftehen, und 
weil zugleich Die Variations⸗Klaſſe erhalten wird, wenn man 

die mie Combinations⸗Klaſſe nimmt, und jede Verbindung zw || 
gleich mit allen ihren Verfegungen, fo wird man (x-h)" er⸗ 
balten, wenn man aus x und h die mie Combinations⸗Klaſſe F 
entwickelt und jede einzelne Verbindung als Produkt angefehen J 
fo oft nimmt, als fie fich verfchiedentlich anordnen läßt. — 
Nun iſt aber die mie Klaffe der Combinationen offenbar fo: 

_ Keane, KH, KT, , bh", 

Nehmen toir dabon die Verbindung x" —h', welche, je nachdem 
0, 15, % 3 +. oder m flatt r geſetzt wird, alle die übrigen Ber 
bindungen repräfentirt, und fuchen wir bie Anzahl der Verſetzun⸗ 
.gen, die fie zuläßt, fo finden wir (nach $. 30.) die Zahl # 
rt — oder, wann man Zähler und Renner mit (m—r)! 


Be und die bleibenden Faktoren im Zähler rückwãrts 
fie, — — Folglich ift (<-+b)” einer Summe von Glie⸗ 


-1 


dern gleich, beren jebes einzelne durch -P—.xe ht vorge: 


ſtellt ift, und welche ale aus diefem allgemeinen Gliede has. 
vorgehen, wenn man nach und nach 0, 1, 2, 3; und alle fol⸗ 
genden ganzen Zahlen flatt r ſetzt. Dies giebt aber genau wie⸗ 
der den Satz O des $. 36.). 

Derfelbe bingmifche Lehrſatz laßt ſich auch ſo ſchreiben: 












IL. (+h"—=5 Ei |, 5 





indem wir den Eleinen deutſchen Buchflaben allein 3 
Das Recht vorbehalten nad) und nach O und alle gan : 
sen Zahlen: Werthe anzunehmen und durch dag ongefeste.“ 


9— 
| 
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s die Summe aller dadurch hervorgehenden Glieder andeuten *). 
Auch kann man denſelben Satz nun noch ſo ſchreiben: 
bI⸗1 
II. (x hy —S — | =S s[e» = 
a+b=m a46* 
in fo fern die deutſchen Buchſtaben O und allg ganzen Cooflisen) 
Zahlen: Wertbe annehmen, die untergefeßte Gleichung a1-b=m 
dagegen alle diejenigen Verbindungen augfchließt, deren Summe 
nicht = m ifl. Dies giebt für a und b die Werthe, welche die 
zweite Klaffe der Variationen gur beftimmten Summe m liefert; 
und daraus gehen wieder alle Glieder der Entwicklung von 
(x-+h)” hervor. 
$. 38. 
Setzt man 1'flatt x, und_b flatt bh, fo nimmt dieſer bino⸗ 
miſche Lehrſatz noch die Sorm an: 


| I. Ab” = 1474 pm ml —R 
oder _ 
| mit | 
IL A-H)"=S m 9 


während es nicht einmal nöthig iſt die Anzahl der Glieder näher 
mIi—1 
anzugeben, teil, fo wie der mie Binomial-Koefficient I 


efcheint, welcher = 1 ift, jeder folgende dann die Null im Zi 
ke erhält, folglich felbft der Nun gleich vn. 


Setzt man aber in diefer Gleichung, * ſtatt b, und mul⸗ 
tiplicirt man noch links und rechts mit x”, fo erhält man ſo⸗ 
‚gleich wieder hieraus auch Die Nefultate I. und IL der $$. 36. 
und 37.), nämlich. die Entwicklungen von (x4-h)". 

- Anmerkung. Wenn man die Schlüffe des $. m wie: 
berbolt, fo | fo findet man auch noch 


#) 2) lieber diefe Bezeichnungs⸗Weiſe findet man MALE — im 
Orten der Main.“ Th. IE Sweite Aufl. Kap. XV 
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1) arbro" =S mar b | 
a+b-r=m 
imo flat — —* auch mitt ſo wie noch m—b—c ſtatt a, ge 
fchrieben werben kann, in welchem alle die uufergefegte Glei⸗ 
hung a+-b+-c=m überflüffig wird; ferner 
nm m! 
) Hr see], 
a+b-Fe+i=m 
' ' 
wo man flatt * auch mt und ſtatt a auch m—b—c—h 
fchreiben Eann, in welchen Falle die Gleichung a+b-H—d = m 
ganz überflüffig wird, wenn man nur flatt der deuffchen Buch 
ſtaben O und alle ganzen Zahlen ſetzt. U. ſ. w. f. E 
Wollte man danach Ca-F-b-F+c)* entwickeln, fo würde man nach 1.) F: 


werft der Gleihung a--b-+e = 4 genügen dadurch, daß man die dritte J 
- Klaffe der Variationen zur befiimmten Summe 4 entwicelte, nämlich 


a, b, e a, b, e a, b, c 
004 103 311 
013 112 330 
022 131 301 
031 130 310 
040 303 400 


Dan befommt dann, wenn man diefe Werthe von a, b, e in das ale 
meine Glied (in 1.) nach und nach fubfituirt, die 15 Glieder, beren 
Summe = (a+b-+e)* ift, nämlich, wenn man alle Glieder in unge 
fehrter Ordnung fchreibt 

(a+Hb-te)* = at-}4a?b-}4a°cH6a?b?-H12a°bo-+ 6a?c?+-Aah’-13ab’c 
| Hi 2abe?+4ac’+b*+4b>c-+6b?c?-4be’+ct. 

Als eine Probe, ob man richtig gerechnet habe, fee man in biefer Glei⸗ 
chung a=b=c=1A, fo kommt links 3* oder 81; alſo muß rechts die 
Summe aller 15 Koeffieienten gerade 3* oder 81 betragen, — Und biefes 
trifft in der That zu. 

Den Sag 1.) nennt man den trinomifchen, den Sag 2.) 
dagegen den, quadrinomifchen Lehrfag. — Man begreift wir 
augenblidlich ein polynomifcher Lehrſatz auf demſelben Wege 
. entwickelt wird, wenn man fich nämlich die Aufgabe ſtellt 

@+b+e+d+e+it- 3" 
zu entwickeln und dazu den Weg der Embinstionen wäßlt. . 
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Der binomifche Lehrlad für ganze Faktoriellen. 


| 


$. 39. 
Statt Iauter gleiche Faktoren x--h, x-+h, x-+h ete. 


etc, wollen wir nun einmal die äquidifferenten Faktoren x-H-h, 
s4+h-+d, x-H+h-F24, x-+h-+3d, u. ſ. io. f. mit einander 
multipliciren, übrigens den ganz analogen Weg betreten, wie im 


$. 36.); dann 








n 
ie 







— dann in — 


immat in (x-+ä)4-h, weni 





x-+I-434 %) 


— 7 


Hy. 


st 
<= 
&z be 
Ei Ei 
Fa 
= Fl. 
— ++ 
# 
= 
I KR 
Fe 
En Fa EM 


erhält man nachftehende Rechnung: 
















a 
u. ſ. w. f. 





(«+b) 


*) Dat gerlegt x+b434 in (x-+34)-+h, ober in (+24) HE+d), 
der in Cxtd)4b+24), oder in xHh+3d), je nachdem das erfe, 
weite, dritte ober vierte Glied des Multiplifanden an die Reihe kommt. 

=") Dan gerlegt x4-h+4d bald in (<+44)-+b, bald In «-+3d) 
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Diefes Schema mit dem des $. 36.) verglichen läßt aber 
überzeugend erkennen, daß man genau dieſelben Koefficienten be 
kommen wird, wie bei den Potenzen von x--h, dag man alfo 
allgemein finden wird j 


mit j 
I, (x h)" — — zula +72 m-1ld ‚pita + 51 „em 21a 21a bu 


r m’-1 ' 

Made Bier mens. SEE) "Sat ma m ver | 
und dieſer Saß heißt der „binomifche Lehrſatz für ganze 
Saftoriellen“. | 

Auch diefer Sag läßt fich dann noch fo fchreiben: 


' bI-1 
MD. (yu Fre} 
und auch noch fo 


m. @4h=5 ET x m. pou], 
a«+b=m 
während, unter der Bedingung dag a--b= m ift, allemal aud 4 
+! flott + —* 


J A— geſchrieben werden Tann. 


§. 40. 


Die nächſte Anwendung, welche man von Siem. binomi⸗ 
ſchen Lehrſatze für ganze Faktoriellen macht, ein Amsdrũcke | 


von der Zorm der Binomial: :Roefficienten — zelber, 


weil ſolche im Zähler Faktoriellen mit der Diffren iab 
halten, — jedoch dieſe Ausdrücke hier fir jedes unbeſtimmte m ges 
nommen. — Get man nämlich in I. des §. 39.) —1 flaft d, 
und, wenn man will, auch ‚noch z flaft h, und Dividirt man 





Hb--d), dann in (+24) Hh-+2d), hernach in Hd) HCh43d), me ° 
Vest aber in x+-Ch+-Ad), je nachdem das erfie, zweite, dritte, vierte eder 
fünfte Glied des Multiplikanden an die Reihe kommt. | 
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noch ‚die Gleichung vu ml, fo erhält man hal, wenn 


man nicht überficht, dag — —— sticht ander ald — F Er iſt 
(x 1 mIi—1 F N — — 
m! m! m Di 11 ma STIRBET 
yarl-1 „I “ , zal-1 





ee Ver user 

| ;ober, bequemer gefchrieben, 
(x ji „ai „ui 

— —— a! Sr) 

a+b=m 

Diefe Tormel IV.) gilt aber, fo oft m eine pofifive ganze 

Zahl ift, während x und z gang allgemein gedacht find; und 

nur in dem befondern Falle, wo x und z felbft wieder pofitive 

H—i 


al -1 
ganze Zahlen ſind, ſtellen die Ausdrücke — T - Bi 


&— Zt eg Le 
— — bezüglich den aten, bten und mer Binomial⸗Koeffi⸗ 


cienten vor, bezüglich von den Potenzen (a-+-b)‘, (ab) und 
(a+-b)*t*. — Ausführlicheres hierüber finder man im „Spft. 
d. Math.“ TH. IL zweite Aufl. Kap. XVII). 


IV. 





und 


Beweis des binomifchen Lehrſatzes für Potenzen mit negativen ganzen Erponenten. 
$. 41. 

Iſt x eine pofitive, alfo —x eine negative ganze 

Zahl, fo iſt | - 
4 
A+b)*= ——— ode (AHb"XU+N = 1. 
sy Ser KXU) 
Wollte man nun unterfuchen, ob der binomifche Lehrfat des 

§. 36.) auch in dem Falle noch mahr iſt, wenn flatt des Erpo: 
nenten ber Potenz eine negative ganze Zahl gefett wird, fo dürfte 
‚man nur unterſuchen, ob die beiden Reihen 
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x) 


1) er a bi 


und 
3I- 
Y)1+7 54 bi . 


mit einander ai, und wenn man fich * dag Re⸗ 
ſultat nach den ganzen Potenzen von b zu ordnen, — Tante 
Null: Glieder giebt, bis auf das allererfie Glied, welches 1. wird. 
Multiplicirt man aber bie beiden Keihen toirklich mit einander, 
fo erhält man zum Koefficienten des mien Gliedes (toelches den 
Faktor 6" bat) offenbar, wie die ausgeführte Rechnung ſo⸗ 
gleich zeigt, 

gell „m-1I-1 xy ga a-1 
tra Fa ar” 


xı-1 — ayeal-1 xu⸗ (xyr-1 (—y | 














x 


Het mh Fr mt 
und dieſer Koefficient ift (nach $. 40. IV.) 
_yyml-1 
— — d. h. ⸗, 


fo lange m irgend eine poſitive ganze Zahl iſt. Alſo geben die 
beiden Reihen 1.) und 2.) mit einander multiplicirt, wirklich 
genau bie Einheit, während die Neihe 2.) nichts anders als 


Aby° iſt. Folglich iſt die Reihe 1.) offenbar — ey 


d.h. = (1 ) *; und fo fieht ſich alſo der binomiſche Lehr⸗ 
ſatz für Potenzen, auch erwieſen, ſo oft der Exponent eine nega⸗ 
tive ganze Zahl iſt, und zwar ganz allgemein, da man in der 


Sleichung, welche I4-b)”” entwickelt darſtelt, bloß —- Rat 


b fegen, und dann die ganze Gleichung mit x" multipliren 
darf, um ſogleich auch die Entwicklung von (x-b)”" fo. ze: 
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ben, wie fie der Satz $. 36. 1.) oder $. 37. II.) liefern 
irde, wenn man —m ſtatt m fegte (Vgl. $. 38.). 
Anmerkung Es ift nur zu bemerken, daß während bie 
ibe 2.) eine endliche Anzahl (x+1) von Gliedern hat, fo 
:x eine pofitive ganze Zahl ift, die Neihe 1.) allemal eine 
vendliche Anzahl von Gliedern enthält, da Feiner der folgen: 
ı Koefficienten der Null gleich wird. Soll daher dag in dem 
liegenden $. 41.) Geſagte gehörig gründlich feyn, fo muß 
m vorher von den unendlichen Neihen überhaupt gefprochen 
en. — Das nächfte Kapitel mag nun folches nachholen. 


Viertes Rapitel, 





Bon den unendlichen Reihen im Allgemeinen. Bemeit 
binomifchen Lehrfanes für Potenzen mit gebroch 
Erponenten. j 
u $. 42. 

Wird ein Ausdrud von der Form 

a, +2,%x4a,%2?+a,x® +2,8°-..., 

in welchen ao, Ay, Ay, Ay, Ay, etc, etc. beliebig gegebene 

ficienten vorftelen, ohne Ende fortgehend gedacht, fo heif 

eine „nach ganzen Potenzen von x fortlaufende 
endliche Reihe“, oder, in fo fern wir andere als nach ga 

Potenzen von x fortlaufende unendliche Neihen zunächft gar ı 

betrachten, eine „unendliche Reihe nach x. ſchlechtweg. 

Geht aber derfelbe Ausdruck nur bis gu einem beftimmten © 

ax" fort, fo heißt er eine enbliche Reihe oder auch) 

sanze Funktion von x vom nn Grade. 

Diefe unendliche Reihe heißt eine allgemeine, fo k 
x noch. Feinen beftimmten Werth angenommen hat, wenn « 
die Koefficienten a., A,, Az, etc. etc. bereits beftimmte (Ziffe 
Werthe haben. Sie wird dagegen eine numerifche Reihe 
nannt, wenn nicht bloß die Koefficienten, fondern x felbft ei 
beftimmten (Ziffern) Werth angenommen haben. 

Eine numerifche Reihe mit reellen Gliedern heißt < 
Hergent, wenn die Summe ihrer n erften Glieder, für n — 
(d. h. wenn n unendlich groß gedacht wird) nicht felbft um 
lich groß und auch nicht unbeſtimmt wird, fondern einen beftin 
ten reellen Werth annimmt; oder, mit andern Worten, wenn 
Summe aller nach dem nt Gliede folgenden Glieder, dadı 
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aß man n immer größer und größer nimmt, Eleiner wird alg 
ede noch fo Elein gedachte beftimmte Zahl*). — Im entgegenge- 
esten Falle heißt diefelbe numerifche Reihe divergent. 


Jeder perisdifche Deeimalbruch, z. B. 
3,04597045970459704597045...... 
ſt eine convergente numeriſche unendliche Reihe, weil die Summe aller 
mendlich vielen Glieder doch kleiner iſt als z. B. 3,04598, und nament⸗ 
ih and) kleiner als 3,1. 


Eine allgemeine Keihe ift eben deshalb, weil fie allge 
nein iſt, weder convergent noch Divergent. 

Jede endliche Neihe kann man auch allemal als eine un- 
mdliche Neihe anfehen, deren fpätere Korfticienen. alle der Null 
gleich) getworden find. 


$. 43. 


Da das „Nechnen!! nichts anders iſt ald ein Umformen 
der Ausdrücke, die allgemeinen unendlichen Reihen nach x 
aber als folche eine völlig beftimmte Form haben, fo kann man 
it ihnen ohne Weiteres rechnen, inden man diejenigen Gefeße 
algebraifchen Summen auf fie in Anwendung bringt, welche 
hängig von der Anzahl der Glieder derſelben gelten, und 
Reſultate immer wieder nach x ordnet. Die Kefultate, 
elche man dann erhält, find alle nothwendig rich— 
ig, ohne daß man ſich darum gu befümmern braucht ” 
Ber. darum bekümmern Eann, ob diefe unendlichen 
eihen convergent oder divergent find **). 
















ES giebt auch numerifche Reihen, deren Glieder fo periodifch wie⸗ 

hren, daß die Summe von n Sliedern nie unendlich groß wird, wäh⸗ 

fie felbft doch nie zu den eonvergenten Reihen gezählt werden Kann. 

in gehört die Keihe, welche aus 

1-+2-c05 x-+2? cos 2x-Fz? cos 3x-+z*- cos ix-t2° cos $X-F..... 

tgeht, wenn z=1 und = Ix— 90° gefegt wird. Sie wit dann 
1+0—1—0+1+0—1—0-1-+ in infinit. 

Re ik, der obigen Definition zu Folge, nicht au den eonvergenten Reis 

zu zählen. 

»5) Die älteren Analyſten und felbft Euler noch, rechneten mit 

3.1. 5 
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Gang anders ift es mit den numerifchen unendlichen 
Reihen. Bei ihnen ift die Form (die Folge der angezeigten 
Dperationen), welche allein Gegenftand des „Rechnens “ if, is 
der Negel verloren gegangen; — find fie daher zu gleicher Zeit 
Divergent, fo hört alles „Rechnen mit ihnen auf, und fie 
hören auf Gegenftand mathematifcher Unterfuchungen zu ſeyn. 
Sind fie aber convergent, fo giebt es eine reelle (pofitine odep, 
negative, rationale oder irrationale) Zahl, welche einer ſolchen 
Reihe gleich ift, und mit letzterer (aber nicht mit ber unendik 
chen Reihe als folcher) kann man natürlich wieder rechnen. 


$. AA. 
| 1. Eine unendliche und allgemeine Reihe nad) x x, 
z. B. a042,%2,2”a,2°+a4x+... 
kann (während x ganz unbeftimmt bleiben ſoll) nie der 9 
gleich feyn, wenn nicht jeder einzelne Koefficient für ſich der 
Null gleich ift, 8.5. wenn nicht a, — O; a,=0; 2, =% 




















2,=0; 2,=0; etc. etc. if. Br 
Denn man erkennt die Richtigkeit einer Bleigung 
1) , ao-taıx-fa2x?-Fa;x’+-»- 


daran, daß man alle indirekten Operationen namentlich alle Diviſtenen 
dann alle Klammern wegſchafft, und wenn dann auf jeder Seite bes Gleich 
heitö-Zeichens genau eine und diefelbe Form Reht. Gefest nun, der € 
neral: Nenner aller Koefficienten (da x felbf nur auf Direkte Oel 
nämlich durch Multiplikation und Addition verbunden erſcheint) wäre} 
fo würde die Gleichung 1.) die Form annehmen * 
2) aoN-Fa,N-x-Fa,N-x®+a,N-z’+..=0, 
wo man fich in den Koefficienten bereit alle Klammern aufgelöſt denke 
kann. Sft nun die Gleichung 1.) richtig, fo muß in der Gleichung 2 
links und rechts ded = Zeichens eine und dieſelbe Sorm ſtehen; alfo müſſe 
links alle einzelnen Glieder, d. h. alle einzelnen Koefficienten ber R 
gleich ſeyn, weil fonft links nicht Null Rände, fondern etwas anders. ME 
a N=0, a,.N=0, 2a,N=0, a,N=0, etc. etc. 


divergenten Reihen. Die neuefte Schule verfällt oft in den entgegen 
gefersten Sehler und getraut fich nicht mit allgemeinen Reihen zu © 
nen, fondern will, daß fie alle eonvergent fenen. Wäre aber Dies ubt 
fo würde oft alles Rechnen aufhören. 
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id aber ger gleicher Zeit, wenn nicht N=0 if, auch | 


ado —O, 8,=0, 3,=0, a,=(0, etc, ete. 

Man darf nur nicht überfehen, daß die Gleichung 2.) nur direkte 
Dyerationen enthält, mittelft welcher die einzelnen Glieder verbunden find, 
de ſich nie gegenfeitig vernichten. 
II. Daraus folgt aber fogleich noch: 
J Sind zwei unendliche und allgemeine Reihen nach x, 

nich | 

) a0ta,%42,x°Fa5Xx’ aux’ 
und 


2). b,tb,x+b,x?’+b,x’+b,x*+---- 

inander gleich (während x völlig unbeftimmt bleiben fol), fo 
en Die Koefficienten einzeln einander gleich feyn, nämlich 
9b; mb; ,=b,; 3,=b,; etc. etc. 
Denn, fubtrabirt man beide Reihen von einander, fo if die neue 
Reihe der Null gleich. *Alfo tritt I.) ein. 

IT. Diefe beiden vorfichenden Sätze gelten auch, wenn 
Bart der unendlichen Reihen endliche Reihen gedacht werden, 
weil man ſtatt Iegterer immer unendliche fegen kann, deren ſpä⸗ 
tere Koefficienten alle der Null gleich find. 


. 45. 

Werben zwei unendliche und allgemeine Reihen nach x zu 
der addirt, von einander fubtrahirt, oder mit einander mul- 
ichrt, fo kann mar bie Nefultate fogleich toieder i in eben folche 
hen umformen. | 
Sol aber der Quotient zweier foldjer Reihen, nämlich 
N 090 +a,x43,x?42,x°-+ 
2 b,+b,x-+b,x?+b,x?-+ 

eine eben folche Reihe umgeformt werden, fo kann man die 
meine Diviſion der algebraiſchen Summen, d. h. die Formel 


24 er in Anwendung bringen, indem man bei 












wiederholten Anwendung bderfelben zum erfien Summanden 

das nimmt, was man jedesmal erhält, wenn man dag erfte 

fie des jebesmaligen Dividenden durch dag erfte Glied b, 
5 * 
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des Divifors dividirt. Die Ausführung zeigt ſich ohne Ende 
fort al8 möglich, wenn nur nicht b,—= 0 ifl. Die unend 
. liche Reihe, welche als Nefultat gefunden wird, mit dem Diviſor 
 bo-tb,x-+b,x? + ohne Ende fort multiplicirt, giebt ben 
Dividenden aota,x-ta,x?-+ ... ohne Ende fort. 
Man kann aber daffelbe Nefultat durch ein Verfahren a 
halten, welches man Die „Methode Der unbefimmten 
Koefficienten!! nennt, und welches wir bier. noch näher be 
fehreiben wollen. 
Da man die Form des Reſultats, nämlich 
u. K,+K,z+K,x’+K,x’+K,x’+ 
ſchon kennt, fo braucht man nur noch Die Koefficienten K. 
K,, K., K,, etc. etc. der Bedingung gemäß zu finden, daß 
das Nefultat II.) dem Duotienten J.) gleich ſeyn fol, d. h. daß 
das Produkt aus der Reihe IL) und dem Divifor in L) vol 
einerlei wird mit dem Dividenden in 1). 
Multiplicirt man aber, fo erhält man 
IM. b,K.+6b,K+boK.)-x+b.K,+bıK,+b.K,)-x?-F 
- (bsK,+b.K,+b,K,+b,K,)-2’-h 
So nun dieſes Reſultat mit dem Dividenden in I.) zuſam 
menfallen, fo müſſen die geſuchten Koefficienten K,, K,, K, K;, 
etc. etc. fo befchaffen feyn, daß die einzelnen Koefficienten der 
Reihe II.) und des Dividenden in I.) dieſelben werben (nach 
$. 44. IL). Folglich muß man nehmen 
1) bK,=3a; 
2) b,K,+b.K, =a,; 
3) 1,K,t+b,K,+b,K, = 32,; 
4) b,Ko+b,;K,+b,K,+Hb,K, = a,; 
u. ſ. w. f. bis in's Unendliche. — Und aus dieſen Gleichungen 
laffen ſich dann auf dem Wege der gemeinen Algebra nach mb " 
nach Die einzelnen Koefficienten K,, K,, K., K,, etc. big: 4 
Unendliche fort ohne Weiteres finden * 













*) Setzt man a0 = 1, die übrigen Koefficienten a, a;, etc, etc DW 


646 Don den unendlichen Reihen. 69 


-$. 4b. 
Wan kann nun auch eine unendliche und allgemeine Reihe 
(R)Y.. . aota,x4ta,x°+a,2°+--- 


mit einer ganzen Zahl m potenziren d. h. die Potenz wiederum 


in eine nach x geordnete unendliche Reihe umformen, in ſo fern 
man m Faktoren ſich denkt, die alle mit einander multiplicirt 


. werden, oder in fo fern man die Reihe R als ein Binomium 
ſich denkt aus a, und der Summe S aller übrigen Glie 
der, — dann | 
m j m m n—i m’ı-1 m—2 - 
, Rr=(a,4S)"=a,"+ma,"S+ 91 ao 824 4. 
: nimmt, und zuletzt ſtatt S, 82, S?, etc. etc. bie nach x ge 





ordneten, bekannten oder durch Multiplikation zu erhaltenden 
Reihen fubftituirt, dag ganze Nefultat aber nach x ordnet. 
Auf dem erftern Wege erhält man namentlich 


























1) Rr—a5+2a°a,-x4[2aoas|x’”+| 2a0a;|-2”+| 2a0a, art 
ai —+2a,a, i 
+a 
2) R’=ast3asaı + dasas|x?-+| Yada, Ix’+ —* tt 
+3a,a? 6aoar a⸗ -+63,4,2; 
ra +3a0a3 

i -+-3a?a, 

3) R"— a” mat], x + mami,. x?-- 








+m,a3?a? Fm.a0” ze 192 
| + m,a0 ar. 
wenn der Kürze wegen unter m,, m,, etc. etc. der 2%, 3%, 
etc. etc. Binominal +» Koefficient der mien Potenz von ab 


verſtanden wird. 


mai, Fig | x’, 





gegen alle =0; fert man endlich ſtatt bo, bz, ba, etc. etc. der Reihe 
nach die Koefficienten der Entwiclung von CIFx)”, fo erhält man auf 


dieſem Wege die Reihe für * om dh. Di geihe für 42)"; Die 
gu” 
ift aber die zu Ende bes vorhergehenden Kapitels geführte Unterfuchung. 
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Man findet aber von dem Mefultate 1.) irgend einen der Koefflcie 
ten, 4. B. den von x®, wenn man die gweite Klaffe der Eombination 
zur Summe 8 entwickelt, nämlich 08, 17, 26, 35, 44; dann bie Elemen 
diefer Verbindungen an a als Zeiger unten anhängt, zulest aber die X 
fegungsgahl der Verbindung als Faktor vorfchreibt. Dies giebt 

(2a.a,-+2a,a,-}+2aga,-P2a,as-Fa?)x°. 

Eben fo findet man In dem Nefultate 2.) irgend einen der Koe 
eienten 4. 3. den von x’, wenn man die dritte Klaſſe der Combinat 
nen zur Summe 7 entwidelt, nämlich 007, 016, 025, 034, 115, 1: 
133, 223; die Elemente jeder Verbindung an a als Zeiger hängt, und dı 
Ganzen die VerfegungssZahl noch als Faktor vorfent. Dies giebt 

(3ada,+6a0a,a26 +6202225 +6auazas+3a?a,-t6a 2024 
-+3a,2?-43a2a,)-x?. 

In dem Reſultate 3.) endlich wird jeder Koeffieient gefunden, 3. ' 
der. von x’, wenn man die mie Klaſſe der Eombinationen zur Summe 
entwickelt, nämlich 

omg, gu—244, 00293, 003443, "299, 0m 44119, 
dann wie oben verführt, und die Verſetzungs⸗Zahl als zaktor vorſe 
Dies giebt 

mꝰi-1 


(m a, la.tm 2Ii—1 a2, ‚ashm a1—1 am 2, FRE Bra — oda, 











gas — 31 —— 

Der Grund dieſes Verfahrens liegt aber wieder darin, daß man. fı 

der Variationen aus den einzelnen Gliedern der mit einander zu multig 

eirenden gleichen Reihen, bloß die Eombinationen entwickeln darf, fobı 

man nur jede Verbindung der letztern ſo oft nimmt, als fie ſich verſch 

dentlich anorbnen läßt. Der Unterfchied zwiſchen hier und dem im $. 3 

befchriepenen Verfahren liegt bloß darin, daB man hier die Glieder fogle 

nach Potenzen von x ordnet, daher bei der Entwicklung eines (4. D. I 

mit x” behafteten) Gliedes alle diejenigen Verbindungen nur nehmen da 
welche als Produkte angefehen, gerade nur diefe Potenz x" enthalten. 


$. 47. 

Miittelſt der (im 8. 45. beſchriebenen) Methode der „un! 
ftimmten Koefficienten“ Tann man auch unendliche Reihen f 
den, nicht welche gegebenen Ausdrücken gleich, fondern mel, 
Nepräfentanten gewiſſer Eigenfchaften find. 

1. Es hat z. B. a* die Eigenfchaft, daß wenn man z fi 
x fest, fo daß man a” erhält, dann diefe beiden Potenzen r 
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einander multiplicirt, gerade das herauskommt, mas auch aus 
jr hervorgeht, wenn x-t-z flatt x gefeßt wird (vorausgeſetzt, 
Bohn" eine Differenz Potenz oder eine reelle Potenz if). — 
Suchen wir eine nach ganzen Potenzen von x fortlaufende 
Reihe R,, welche Diefelbe Eigenfchaft hat, welche nämlich fo iſt, 
daß wenn man in ihr z flatt x, und auch x-2 flatt x ſetzt, — 
wodurch man zivei neue Neihen erhält, welche bezüglich durch 
R. und R. bezeichnet werben Eönnen, — dann R-R,— Ryr. 
werde - . 
EGs ſey diefe geſuchte Reihe 

1) R.. =AtA,xtA,xX? HA,’ 

ſo iſt Die andere " 

2) R, =A,tA,z+A,2?-+A,2’-+ 

und die dritte 

3) R+4=A,tA, (x tz) HA,& +2)’ HA, a +2)’, 
während in allen dreien die Koefficienten A,, A,, A,, etc.etc. 
diefelben Werthe behalten, die wir gerade ſuchen. Multiplicirt 
man aber die Reihen 1.) und 2.) mit einander, fo erhält man 
eine nach x fortlaufende Neihe, deren Koefficienten felber wieber 
nach z fortlaufende Reihen find, oder auch eine Meihe, bie nach 
3 fortläuft, während ihre Koefficienten wiederum nach x fortlau- 
fende Reihen find. — Eine folche heißt, um es bier nebenbei 
zu fagen, eine Doppel⸗Reihe. — Entwidelt man aber in 
der Reihe 3.) die einzelnen Potenzen von x—-z nach dem bi: 
nomifchen Lehrfage, fo erhält man wiederum eine folche Doppel: 
Reihe. Da nun bdiefe beiden Doppel-Reihen nicht von einan⸗ 
der verfchieden feyn follen, fo müffen im beiden die einzelnen‘ 
RKoefficienten von z, welche wiederum Reihen find, die nach Por 
engen von x forklaufen, einander gleich. feyn. Nun iſt aber in 
en Produkte R,-R, der Koefficient von z, offenbar A, -R, d. h. 
) A,AotAix+A,A,x” A A, xꝰ +A, Axt he, 
vährend in der Neihe 3.) der Koefficient von z offenbar 

) A, 2A,X-BA, xꝰ A.A, xꝰ +5A,xt · 
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wird. Da nun auch dieſe beiden Reihen 4.) und 5.) (ale I 
Koefficienten von z* in beiden Doppel:Reihen) einander glei 
ſeyn müſſen, fo müſſen wieder in dieſen letztern Die einzeln 
Koefficienten von x einander gleich fein (immer nach $. 44 
Dies giebt die Gleichungen 
6) A, A=A; 24, = A}; 3A, =A;,.A,; 
4A, —=A,-A,;; 5A, —A,A.; u. ſ.f. 
Dieſe Gleichungen Joffen A, gang willkührlich, geben aber 
7) A=1; A Ar, hr, „A, a 
„019 2 — 3— 31? «740? 5 


1. { 
PIE E 
u. ſ. m f. 


Und die gefuchte Reihe R, ift daher, wenn man, der größ 
- Bequemlichkeit wegen, A ftatt A, fchreibt 


A? A’ ,,ä* 
8) R=14Ax457 +7 tor 


. IV 
d. h. R,=S 5 *] 
fo daß, weil A sarıg beliebig gewählt werden kann, unend 
viele folche Neihen gefunden find, von denen jede die verlaı 
Eigenfchaft hat. | 


Dies letztere iſt jeboch nicht eher überseugend gewiß, als bis ma 
. unterfucht hat. Setzt man aber, wie wir fo eben gefunden haben, 


a b 
= — alſo = 4], 
fo if — 


non fat Ae = 
9) Rn, =s|& | = s|- |, 
o+b=e 








wenn man e ſtatt a-1-b’fchreibt. 
Auf der andern. ‚Seite if 
at 
Rırı=S [Hara|ı 
aber nach dem binomifchen Lehrfage if wiederum für jeden heftim 


Werth von e e 
1 
(+) = S[-#r ‚20.2 |; 
arme 
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olfo iR ach, wenn man diefe Entwicklung flatt (<-H2)° fubkituirt, 
A‘ 
10) “ Ks], Bi xa. b 





Beil aber in 9 und 10.) die Oeppel⸗ Reihen zur 1 Rechten genau dies 
ſelben find, fo ift wirklich 

R,- R, = R. 4.; 
d. h. die gefundene Reihe 8.) iſt wirklich diejenige, welche die verlangte 
Eigenſchaft hat, und zwar für jeden Werth, der ſtatt A nur immer ge⸗ 
fent werden mag. _ 

1. Es it z. B. NXogli4x) = log[l(1+x)”] = 
los(1-+2x-x?). Es hat alfo Zog(I-Hx) die Eigenfchaft, daß 
tern man in ihm 2x-4+-x? flaft.x fegt, dann der entfichende 
kogarithme gerade das Doppelte des erftern if. — Suchen wir 
nun eine nach Potenzen von x fortlaufende Reihe | 

) BR=B,+B,x+B,x?+B,x°+B,x?+e, 
welche diefelbe Eigenſchaft hat, d. h. welche ſo iſt, * wenn 
man aus ihr 

Par =B, +B,@x-Lx?)-HB,(@x-Lx2? + 
bildet, letztere Rihe nach x ordnet, dann das Nefultat genau 
die Doppelte erſtere Reihe ift, d. h. daß 

2P, = Pox+x2 

if, während B., B,, B., B, etc. etc. diefelben Werthe, welche 
in unſerer Aufgabe gerade geſucht werden, behalten. 

Um aber die Rechnungen zu vereinfachen können wir die Ä 
Reihe 2.) auch fo fehreiben: 

3) j Pr2.+22 == =S$ [B.- -(2x-+x?) ] 
während für jeden beftimmten Werth von c wiederum nach dem 
binomifchen Lehrſatze 


(2x-+x?)° — x’(2-+x)' =s[x. zT 2 re] | 








an =( 
ft; — fo daß, wenn man diefen Werth in 3.) ſubſtituirt 
| a | 
4) Para =S|- Beat] 


arme 


\ 
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wird, oder, wenn man a-t-b flatt c, und d flatt a-4-25 fe 
! 
5) Pa. =S SH Bar 22 |. 





Denkt man ſich hier ſtatt nach und nach 0, 1, 2, 3, 
alle ganzen Zahlen gelegt, und für jeden beftimmten Werth 
d wiederum ſtatt a und 5 alle möglichen Werthe, welche 0 
pofitive ganze Zahlen find und für welche a4-2b = 5 ift 
fo hat man Pyrzs nach x geordnet, während jeder diefer 5 
ficienten (dev einzelnen Potenzen von x) felber wieder aus 
reren, durch die zu dieſem d gehörigen Werthe von a und | 
dingten Gliedern beſteht. 

Auf der andern Seite hat man 
6) 2P,— S [2B,-x?]. 

Und da nach der Bedingung der Aufgabe, die beiden Re 
rechts nicht von einander verfchieden ſeyn follen, fo muß 
Koefficient von xd (für jeden beffimmten Werth von d) in 
den ein und derfelbe ſeyn. Alfo muß feyn für jeden einge 
beſtimmten Werth von d, 





L,' er]. 
a42 = d 
Für d—0 gebt dies, weil dann auch a—=b=—=0 iſt, 
8) B,=B 58h B=0. 


Für d=1 wird a=1, b=0 (aug ah), und 
Gleichung 7.) wird nun 

9) 2B,—=2B, d.h. B, bleibt ganz unbeftime u. willkühr 
Sür d=2 wird a=2, b=0 und noch a=0, b=1. 
Daher geht jest die Gleichung 7.) über in | 

10) 2B,=4B,-4B, dh. B=—4B.. 
Sur d = 3 wird a=3, b=0, und uch a=1,b=1. 
Daher geht jet die Gleichung 7.) über in 

1) 2B,=8B,4+4B, 86 B,=+4B.. 
Zur d— 4 wid a =4, 5b=0 und a2, b=1 und ı 
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ı=0, b=2. — Daher wird jet die Gleichung 7.) die 
folgende: 
12) 2B,=16B,+12B,+B, b. h. B,=—4B,; 


uf. m. fez fo daß für $>0, B,= (EB, hervorgeht. 
Die geſuchte Reihe P, iſt daher bie nachſtehende 
P,=B,(x—ıx!+482’—ix'!112°—...) 
15) | u a1 04 
d. h. P,=S[B,-(—1) at1” l: 
während B, ganz willkührlich genommen werden Tann. 


Auch hier gewährt das Verfahren nicht hinreichende Ueberzeugung, 
wenn man nicht zuletzt noch nachmeift, daß wenn für jeben Werth von 
d, der nicht Null if, (— 1.2, fatt B, gefegt wird, die Gleichung 
7) wirklich identifh werde. Die Gleichung wird aber nad) dieſer Sub⸗ 
fitution, wenn durch B, wegdividirt wird“ 

— 1 ! 
a+25=d 


und obgleich nachgemwiefen merden kann, daß diefelbe für jeden beſtimmten 
Beth von d eine identifche if, fo möchte es doch hier am unrechten Orte 
ſeyn, dieſen Beweis zu führen. Daher Können wir von der Reihe 13.) 
nur ſo viele Glieder für Die richtigen halten, als deren. wirklich Caus 7.) 
berechnet worden find. 
II. Es ift ferner z. 2. 
c0os(x< +2) cos (x<—z) = 2-c0sx cosz, 
wenn man unfer cosx, cosz, etc. elc. bie aus der Elementar: 
Trigonometrie bekannten Linien im Kreiſe verſteht, deſſen Ra 
dus 1 iſt. Man kann num eine nach x fortlaufende Reihe Q, 
füchen, nämlich 
Q,=C,+C,x+C,x?+C,x?’-+C,x?-+--, 
welche diefelbe Eigenfchaft hat, nämlich welche fo ift, dag wäh⸗ 
md C,, C,, C,, etc, etc. diefelben Werthe behalten (welche 
gerade gefucht werden) | 


1) Qt Q:—ı =— 20,- Q. 
wird. 
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Man kann fich dasmal die Rechnung durch nachſtehende 
Betrachtung fehr erleichtern. Set man nämlich —z flaft z, 
fo ändert ſich der Ausdruck links in der Gleichung 1.) nicht; 
alfo darf fich auch der Ausdruck rechts nicht Ändern; folglich 
kann O, bloß gerade Potenzen von z enthalten; alfo find alk 
Koefficienten C,, C,, Cs, C, etc. etc. der ungeraben Poten⸗ 
gen von.z (oder von x in Q,) der Null gleich. Mithin bat 
man C,=C,=[, — etc. etc. =0; und es bleiben nur 
noch bie Koefficienten C,, C., Ca, C, etc. etc. in 
- 9) Q, = 0,+0,2? +C,x?+C,x°+- | 
zu beſtimmen übrig. — Nun iſt aber in Cat und in Q,—, det 
Koefficient ur . *), 


-0,4+ C, 4220. +8; oh 
alſo ift in be Summe Qu +Qs der Koefficient von 2? 
das doppelte hiervon nämlich. 

3) 2-.1-0,+4-3-C,:x?+6-5-C,:x?4+8.7-.0,.x°-h: 
Auf der andern Seite (der Gleichung 1.) erhält man dagegen 
als Koefficient von 22, Das Produkt 2C,-Q,d.5. . 

4) . 20,0,+2C,.2?+20,C, .3?-+20,0, x: ı 

Da nun wegen der Gleichung 1.) Diefe beiden Koefficienten vor 
z? biefelben feyn müffen, fo müſſen wiederum die Koefficienter 
von x?, x*, x® etc. etc. (in 3. und 4.) einzeln einander gleid 


feyn. Dies giebt die Gleichungen 
2.1-.C, —=%,: Co, alfo CG,=1; 














4.3.0, =20}, J alllo u, 
| 65-0, =2C,.C,, ao C, — E02), 
8.7.0, 20,0, alſo O⸗ er, 

u. ſ. m. f.; fo daß Ta Wird. 


*) Man fieht dies‘ fogleih, wenn man die Potenzen (x+z)” 
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J. Bezeichnet man daher 20, durch C, fo daß Cvöllig will⸗ 
J ührlich bleibt, ſo iſt die gefute Reihe 


Q=1-C- ar + + at 


b. h. a=s[c- En 
(0 daß nach den verfchiedenen se von C twieberum unend⸗ 
lich viele Reihen eriftiren, welche die verlangte Eigenfchaft mit 


einander gemein haben. 


Man muß aber wieder, ehe man dieſe letztere Behauptung “Für völlig 
gegründet halten darf, vorher zufehen, ob diefe gefundene Neihe, ber 
Gleihung 1.) seirflich genügt. erfährt man. aber mit diefer Probe ges 
nau, wie die Probe in I.) fehen läßt, indem man (<—+z)”* nach dem bis 
umiſhen Lehrſatz entwickelt, fo daß man S[LTD! .x°C-Hz)"] dafür 

be ⸗2a 

ſchreibt, ſo ſieht man die 1.) als eine identiſche —** nachgewieſen. 

IV. Sucht man zu dieſer fo eben gefundenen Reihe Q,, 
noch eine andere Reihe S,, welche die Eigenfchaft hat, daß 

1) 0, — Qr. = 28,8, 

wird, fo ſieht man fogleich,. daß die Reihe S, nur ungerade Po⸗ 
tenzen von z enthalten Eann, weil in 1.) der Ausdruck zur Kin 
fen, in Denfelben, aber mit dem (—) Zeichen verfehenen über 
geht, wenn —z ſtatt z gefett wird, Dies alfo auch mit S, zur 
Rechten fo feyn muß. — Ferner ift in Qu. der Koefficient 
von zZ, ' 


\ 5 





2) = In I xꝰ — .... 
Der Koefficient von z in O. iſt derſelbe, aber mit lauter 
(+ 3eichen; folglich iſt der Koefficient von in Qx_.— Qrtı 
offenbar dag Doppelte des in 2.) hingeftellten. Auf der andern 
Seite der Gleichung 1.) iſt dagegen ber Koefficient von z, 
kenn man 








—— (x+z)J°, (x+z)?, ete. etc, nad) dem binomifchen Lehrſatze 
entwickelt, und bei dem mit 2? affieirten Gliede einhalt. 
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3) =D, x-D, x" +D,-x’+D, x’ +... 
nimmt, — das Doppelte von D,-S, d. h. das Dop⸗ 
pelte von 
4) D}-x+D,D,-x®+D,D,-x’+D,D,.x’+--- 
. Aus der Vergleichung von 2.) und 4.) gehen ober hervor die 
Gleichungen 

 D=-—16; alfo D,=V-O=-+e, 
wenn man ber Kürze wegen 

V—CO=ce ap —C=c?. mb C= mc? 
fegt; ferner 





C? 8 
D,.D,=-7 «de D, =— Ä 

C3 5 
D.D,=—-—; alſo D, =+z7; 

C: 7 
D,-D,=—-—; af D, = | 


ex? , c’x° c’x? 
.=a ge trete 
29+1 _20+1 | 
—s|I_ıy. LI 
5 =8|-D Garn! | 
erhält, für Die gefuchte Reihe, wo c von C in Q, mittelft der 
Gleichung ce? = — C abhängt. — Setzt man dagegen in der 








9) 


.. . Reihe II. 5.) für Q,, lieber —c? ſtatt C, fo nimmt letztere 


ebenfalls noch eine analoge Form an, nämlich 
| c?x? , ctxt  c5x® 
Q-H-gHtT-ärt 


j er x 
de h. a=5|c-D Ger) 
wo nun c in S, und Q, ganz unbeflimme und willkührlich 
bleibt, dagegen immer einen und denfelben Werth haben muß, 
wenn der hiefigen Eigenfchaft 
Q,-: — RıHı = 28,8, 
ein Genüge geleiftet werben fol. 


6) ; 
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In dem Falle aber (d. h. für denjenigen Werth von.c), wo bie hie⸗ 
ige Reihe 6.) für Qx, den Werth cosx annehmen follte, würde die Keihe 
5.) für Sz, (bei demfelben Werthe von c) höchſt wahrfcheinlich den Werth 


. sinx ausdrücken, weil in ber That nach jenen Elementar: Begriffen von 





cosx und sinx allemal 
cos (x—2)—cog (x4z) = 2sinx-sin z 


* ik, welche Gleichung für z=x in 1—cos2x—2sinx? übergeht. 


Wir begnügen uns mit Diefen vier SBeifpielen, welche hin⸗ 
länglich zeigen, wie man verfahren müffe, um mittelft ber Me: 
thode der unbeſtimmten Koefficienten, Reihen zu finden, welche 
mit gegebenen Eigenfchaften begabt find. 


Beweis dei Binomifchen Lehrſaßes für reelle Potenzen mit gebrochenen Erponenten. 





5. 48. 
Wuleplert man n bie beiben Reihen nach > nämlich 
art ragt 





und 
a1 31-1 411 
zZ Z Z Z 
9) I+T+ 5 -b? + 3: be4 gi bt... 
in denen x und z ganz allgemein gedacht find, mit einander und 
ordnet man das Produkt wiederum nach b, fo erhält man zum 











Koefficienten von 5b” eine Summe von Produkten zweier 


Koefficienten der gegebenen Reihen, telche nach $. 40. IV.) 
n ( x 4 zn , 

— 1 ift, wie auch x und z gedacht ſeyn mögen. . 
Solglich wird das Produkt der beiden vorliegenden Reihen 1.) 





' und 2.) das nachfichende 


a1—1 31-1 
3) 14 EI m EI pe hen 


Diele Wahrheit kann man fo fchreiben: 
4) R,- R,= Ry+ıs 
wenn der Kürze wegen R, die Reihe 1.), folglih R, und Ry+. 
die Reiben 2.) und 3.) vorftellen. 
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3) =D, x+D,-x’+-D,x’"+D, x’ +... . 
nimmt, offenbar das Doppelte von D,-S, d. h. das Dop⸗ 
pelte von 

4) D . xD. D, ·xꝰ D, D.x? D, D, x 4.. 
Aus der Vergleichung von 2.) und 4.) gehen ober hervor die 
Gleichungen 

D’=—6C; alſo D,=V/-O=-+e, 
wenn man der Kürze wegen 
 Y-O=eg ap —C=c? md Cm mc? 
ſetzt; ferner c. F 

D, D,=-—-; alfo D, =—F7. 


3! 
D,-D, =; dl D, +5; 
D,-D, =; dl D,=— En 3 
n. f. w. f.; fo daß man 
ut en, 


5) +1, zu 


a 
d. h. ses 
erhält, für die geſuchte Reihe, wo c von C in Q, mittelſt der 
Gleichung ce? = — C abhängt. — Setzt man dagegen in ber 
Reihe II. 5.) für Q,, lieber —c? ftatt C, fo nimmt Tegtere 
ebenfalls noch eine analoge Form an, nämlich 
| ex? , cAixt  cix® 


Eu 


a, x 
de h. =s[c- Ve] 
wo nun c in S, und Q, gar unbeftimmt und willkührlich 
bleibt, dagegen immer einen und denfelben Werth haben muß, 
wenn der hiefigen Eigenfchaft | 
Q.. - -4 >= — 28, 8, 
ein Senüge geleiftet werden fol. 


6) ° 


- 
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Befeß, mach welchem die folgenden Glieder fortgeher werden, 
nie mit Sicherheit entnehmen, höchftens vermuthen. Sol daher 
eine Reihe wirklich gegeben feyn, fo muß man das Gefeg haben, 
nach welchem die Glieder der Reihe ohne Ende fort fich richten. 

2) Diefes Gefeß kann aber bei einer jeden Neihe in dops 
pelter Form ausgefprochen feyn. Einmal kann man wiſſen, wie 
ie8 folgende Glied aus einem, einigen oder allen nächft vor- 
bergehenden Glichern gebildet wird; dies nennt man ein recur⸗ 
rentes Gefeg der Reihe; — dann aber kann man angeben, 
Jvie dag nte Glied felbft, unabhängig von den übrigen Gliedern 
ausfieht, fo dag man einen Ausdruck angiebt, der n enthält, und 
welcher außer der Ordnung jedes. beftimmte (4. B. dag 13%) 
Glied fogleich Tiefert, wenn ftatt n die Zahl der Stelle (13) des 
Gliedes gefeßt wird; Dies wird das independente Geſetz der 
Reihe genannt. 

So z. ©. hatten wir in jeber der vier Aufgaben bes $. 47.) anfängs 
lich allemal das rerurrente Geſetz für die Koefficienten der gefuchten Neihe, 
und wir haben uns jedesmal nachgehends erft gu dent independenten Ge⸗ 
fege erhoben. Daß das letztere das richtige fen, ift bei den Aufgaben IL. 
IH. und IV.) erwiefen worden; in der Aufgabe TI.) Dagegen (des S. 47.) 
haben wir zwar auch das independente Geſetz angegeben, aber ausdrücklich 
bemerkt, daß wir in diefem Sale die Probe, ob folches auch wirklich das 
sichtige fen, nicht füglich anſtellen können, ohne vorher andere Unterfu- 
dungen angeftellt zu haben. 

3) Hat man das independente Gefeß einer Reihe, alſo 
einen Ausdruck f., welcher für n—=1, 2, 3, Ar... den erſten, 
zweiten, dritten, vierten, etc. etc. Koefficienten der Keibe liefert, 
und enthält ſ. noch unbeftimmte Buchflaben a, b, etc. etc., fo 
kann man | 

(9)... R=K, h-ı=K-n h-2>= Ko ele etc. 
feßen, wo Kn, Kn—ı, Ka-2, etc. etc. bloße Buchftaben vor- 
fielen, — dann aus dieſen Gleichungen a, b, etc. etc. elimini- 
ren, und man wird eine Gleichung zwifchen K., Kn-ı, etc. etc. 
baben, welche K. in bie vorhergehenden Koefficienten ausgedrückt 
liefert, welche daher. als ein recurrentes Gefeg angefehen wer⸗ 
Bd. 1. 6 





80 Algebra u. Analyfis des Endlichen. Kap. IV. 6.49. 


Daraus folgt aber fogleich, wenn man nach und nach z, | 
%x, 3x, Ax, ... (v— I)x flatt z fchreibt 
(Rx)? =R,; R)’=Ry; und« (BR, = Ru, 
mie auch x gedacht feyn mag, wenn nur v eine pofitive ganze 
Zahl if. Iſt nun ı=- gedacht, und u. pofitio oder negativ 
gang, aber » pofitio gang, fo geht diefe letztere Gleichung über in 


5) R,. = 6.5. R =yR,. 

Nun ift aber die hehe R, Feine andere als die Neihe 1), 
wenn 1 flatt x geſetzt wird; alfo (nach $. 38. und $. 41.) ' 
nichts anders ald (L+b)". — Folglich) Dei man. (nach 5, 


6) Ru» = -VaHy = — A r, 


ſo lange 14b poſitiv iſt, ſo daß 40 (nach $. 12. E.) 
eine Bedeutung hat und auch nur eindeutig if, während R.: 


die Reihe 1.) vorſtellt, wenn daſelbſt — ſtatt x gefeßt wird. 
Die Gleichung 6.), nämlich die Oli 


A)? = 
lehrt uns alfo, daß ber Binomifche — ($. 38. und daher 
auch $$- 36. und 37.) felbft dann noch gilt, wenn der Expo: 
nent eine (pofitive oder negative) gebrochene Zahl ift, wenn 

ı nur die Potenz felbft zu denjenigen gehört, welche big jetzt eine 

» Bedeutung haben, weshalb für jeßt der Dignand 14b pofitiv 
gedacht werden muß. 


* 


$. 49. 
Wir Fönnen dieſes Kapitel nicht fchliegen, ohne noch aus⸗ 
drücklich auf folgende Punkte aufmerkfam gemacht zu haben: 


1) Aug einigen erftern Gliedern einer Reihe kann man das 
Sr, 


u 
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Geſetz, nach welchem Bie folgenden Glieder fortgehen werden, 
nie mit Sicherheit entnehmen, höchſtens vermuthen. Sol daher 
eine Reihe wirklich gegeben feyn, fo muß man das Gefeß haben, 
nach welchem die Glieder. der Reihe ohne Ende fort fich richten. 

2) Diefes Gefeß kann aber bei einer jeden Neihe in dop⸗ 
pelter Form ausgefprochen ſeyn. Einmal kann man wiſſen, wie 
jedes folgende Glied aus einem, einigen oder allen nächft vor 


hergehenden Glicdern gebildet wird; dies nennt man ein recur⸗ 


rentes Gefeg der Reihe; — dann aber kann man angeben, 
wie das ne Glied felbft, unabhängig von den übrigen Sliedern 
ausſieht, fo dag man einen Ausdruck angiebt, der n enthält, und 
welcher außer der Ordnung jedes. beftimmte (4. B. dag 13%) 
Glied fogleich Fiefert, wenn ftatt n die Zahl der Stelle (13) des 
Gliedes gefeßt wird; Dies wird dad: independente Gefeg der 
Reihe genannt. 

So z. ©. hatten wir in jeber ber vier Aufgaben des $. 47.) anfäng- 
lich allemal das rerurrente Geſetz für die Koefficienten der gefuchten Reihe, 
und mir haben uns jedesmal nachgehends erft au dent independenten Ge⸗ 
fege erhoben. Daß das letztere das richtige fey, ift bei den Aufgaben I. 
IH. und IV.) erwicfen worden; in der Aufgabe IL.) dagegen (des $. 47.) 
haben wir zwar auch das independente Gefe angegeben, aber ausdrücklich 
bemerkt, daß wir in diefem Zalle die Probe, ob folches auch wirklich das 
sichtige fen, nicht füglich anftellen Fünnen, ohne vorher andere Unterfu- 
ungen angeftellt zu haben. . 

3) Hat man das independente Gefeß einer Neihe, alſo 
einen Ausdruck &, welcher für n=1, 2, 3, de. den erften, 
zweiten, dritten, vierten, elc. etc. Koefficienten der Reihe Tiefert, 
und enthält £ noch unbeftimmte Buchftaben a, b, etc. etc., fo 
Tann man Ä | 

(©) ... fn = K,; 1 = K, - 1) fn-2 — K2, etc.. ctc. 
feßen, wo K., Kn-ı1, Ka, elc. etc. bloße Buchſtaben vor: 
fielen, — dann aus diefen Gleichungen a, b, etc. etc. elimini- 
ren, und man wird eine Gleichung zwifchen K., Kn-ı, etc. etc. 
haben, welche K, in die vorhergehenden Koefficienten ausgedrückt 
liefert, welche daher. als ein recurrenteg Gefeß angefehen wer⸗ 

Bd. 1. 6 
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Hernach würde man —— ſehen , und man ethielte ſtatt der 
gegebenen Reihe dieſes Reſultat: 

28. (a+-bz°+-cz+da°-+ et? 127° -LozF-1-hat? t.). 
Hierauf könnte man z7°—y fegen, fo daß y—x 7? wird, 
und die gegebene Reihe gienge nun in den Ausdruck 

y-ı 6.(a+-by*4cy? 24y⸗ ‘ey! °_-fy? 6 °_-hy? 144) 
über, wo die noch vorhandene unendliche Reihe nach ganzen po⸗ 
ſitiven und feigenden Potenzen von x fortläuft, während die mit 
y,y2,y?,y°, y°,..yt*,y1?, etc. etc. behafteten Glieder Null 
Koefficienten haben, und deshalb herausgefallen find, nach Be 
lieben aber mit ihren Null⸗Koefficienten wieder in ihre Stellen 
eingeſetzt werden können. 


 Fünftes Kapitel. 





Vom Unendlich⸗Großen und Unendlich⸗ Kleinen. Von der 
— Convergenz der Reihen. 


Vom Unendlich⸗Großen und: Unendlich⸗Kleinen. 
$. 50. M 
1) Begeichnen wir durch > jede abfolute (ganze oder ge 
brochene Zahl, welche immer größer noch ift, als jede beftimmte 
übrigens noch fo groß gedachte abfolute Zahl, fo nennen fir 


dieſe Zahl co, welche nie im Seyn, ſondern immer nur im 


erden ift, eine unendlih-große Zahl. — Der Duntient — 


ift dann die ebenfalls nie im Seyn, fondern nur immer im 
erden fich befindende unendlich-kleine Zahl, von welcher 
wir auch fagen, „fie liege der Nut nächſtan“ N. 

Die abfoluten Cpofitiven) Zahlen wachſen alfo von O an 


bis zu ce hin flefig, durch ae gebrochenen und irrationalen 


Zahlen, welche zwiſchen je zwei auf einander folgenden ganzen 
Zahlen liegen, hindurch. 

2) Wie fehr Elein eine (gebrochene oder irrationale) Zahl z 
auch immer gedacht feyn mag, fo liegen zwifchen ihr und der 
Null doch immer noch unendlich viele andere Zahlen, der Größe 
nach alle von einander verfchieden, aber alle größer als Null 
und kleiner doch als dieſe noch fa Eleine aber beſtimmte 
Zahl zu — Ä 


H Das ſtetige Wachſen der Zeit, ſo wie dad fletige Wachfen einer 
Linie, fegen die Eriftenz folcher unendlich» Eleinen Unterſchiede außer Zwei⸗ 
fel, wenn uns auch der Ausdruck fehle, folche darzuftellen. 
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Denn, wie groß auch die ganze gehl u gedacht ſeyn mag, fo werden 
22 32 — 1)2 


doch die w—1 gebrochenen Zahlen — me — der 
Biihe nach immer größer und ‚größer, während fie dabei ae "Heiner als 
* ey h. Kleiner als z, aber größer ald Null find. Die Zahl z, fo Bein 
fie audy gedacht geweſen ſeyn mag, liege alfo doch unf diefe beliebig große 
Anzahl von Gliedern von der Null ab. 
3) Iſt z unendlichsElein, fo if auch pz unendlich-Elein, 
auch qz?, auch rz?, etc. etc., wenn nur p, q,r, ete. ete. nicht 
Null, fondern beliebig große, aber völlig beftimmte Zahlen find. 
Denn wäre pz nicht unendlich⸗klein, fondern eine, wenn us ſehr 
kleine aber beſtimmte Zahl k, fo würde aus pa—k folgen z= — LAT h. 
z ſelbſt wäre dann eine zwar ſehr Heine aber beſtimmte Bad, folglich nicht 


unendlich» Hein. — nd da q.’<gqz ik, fo ift auch qz? mit qz zugleich 
unendlich⸗klein. U. f. m. f. 


4) Von zweien Zahlen a und b, die endlich oder unend⸗ 
lich-klein ſeyn mögen, nennen wir Die zweite b „unendlich; 


Elein gegen die erſtere“ a, und die erfiere a dann „unend⸗ 


lich-groß gegen Die zweite b, wenn der Quotient > eine 


(in 1. definirte) unendlich-Eleine Zahl iſt. 

5) Sind k, p, g r, s, etc. etc, irgend welche, ganz belie 
bige, aber befiimmte Zahlen und niche Null, fo ifl, wenn z un⸗ 
endlich⸗klein gedacht wird, 
pz unendlich⸗klein gegen k; alſo k unendlich: groß gegen pz; 
qu°? + s s pz5 alio pz » ⸗ : q2°; 
m? ss ⸗ s qz’; alfoqz? > 4 : 12°; 
u. f. mw. f.; und allgemein ift 
sz" + unendlich-Elein gegen x"; alfo rz" unendl.:groß gegen sz"t?; 
alles der in 4.) gegebenen Definition zu Folge. 

Man theilt daher die Unendlich Kleinen in Ordnungen und 
zählt folche Unendlich Kleine zu einer und derfelben 
Ord nung, deren Duotienten (DVerhältniffe) irgend endliche (be⸗ 


| 
| 


| 





| 
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ſtimmte) Werthe haben, fo dag Eeine bderfelben gegen die andere 
unendlich: groß oder unendlich-Elein. ift. 

So gehören z, pz, qz, rz, etc. etc. zu den Unendlich 
Kleinen der erfien Ordnung; find aber z, zI, zU etc. efc. folche 
Unendlich Kleine der erfien Ordnung, fo gehören z?, zzi, pz?, 
pzz', qz!*, etc. etc, zu den Unendlich Kleinen der zweiten 
Ordnung, u. ſ. w. fe; und z', p-z', q-Z', r-Z', p-zlezm-u, 
ze etc, etc. zu den Unendlich: Kleinen der nten 
Ordnung, wo man fich n (pofitiv) gang oder gebrochen denken kann, 
während dieſe ne Ordnung des Unendlich- Kleinen Höher oder. 
niedriger heißt, je nachdem n größer oder Eleiner if. 

6) Iſt 2 beliebig und fegt man die Summe der erſten 
n Glieder der unendlichen Reihe 


(R)--- 14+242° 42° 21254... 
— S, fo daß | 
— — 12-42? +2?-+ ‚zii 


if; und null man dieje Gleichung mit 1-2, fo er 
hält man 


U—2)S-1—z, alſo S=-— 2" 


1—ı i—z' 
Iſt nun z>1, fo wird 2" mitn zugleich unendlich- groß; folg- 
lich ift (nach $. 42.) die unendliche Reihe R für z>1 diver 
gent. Für z=1 iſt die Summe der n erfien Glieder der 
Reihe R, —=n, alfo mit n zugleich unendlich-groß; folglich iſt 
die unendliche Reihe R für z—=1 ebenfallid divergent. — 
Iſt aber z<1 fo ift 2" unendlich-Elein, fo oft n unendlich-groß 
gedacht wird; folglich ift num die unendliche Reihe R conver: 





gent, und ihr Werth von 





* — um unendlich wenig, d. h. 


in der Rechnung gar nicht verſchieden. 
Iſt nämlich z>1, alſo J— w⸗ noch poſitiv iſt, ſo it 
—1i 
| "=(di+y)"= 1+oy+ y’+- 
folglich mit n zugleich unendlich » groß. 





\ 
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Denn, wie groß auch die ganze Baht a gedacht ſeyn mag, fo werben 


doch die u—1 gebrochenen Zahlen Fr 22 =. .. win der ° 
Reihe nach immer größer und ‚größer, während fie dabei alle Kleiner als 
Fr db. h. Heiner ald z, aber größer als Null find. Die Zahl z, fo Hein 
fie auch gedacht gewefen fenn mag, liegt alfo doch unf diefe beliebig große 
Anzahl von Gliedern von der Null ab. 

3) Iſt z unendlich⸗klein, fo iſt auch pz unendlich-Efein, 
auch qz?, auch rz?, etc. etc, wenn nur p, q, r, ete.etc. nicht 
Null, fondern beliebig große, aber völlig befliimmte Zahlen find. 

Denn wäre pz nicht unendlich-Elein, fondern eine, wenn auch fehr 
Heine aber beſtimmte Zahl k, fo würde aus pa=k folgen —#; d. h. 


z ſelbſt wäre dann eine zwar fehr Heine aber beſtimmte Zahl, folglich nicht 
unendlichs Hein. — Und da 2’<gz ift, fo ift auch qz? mit qz zugleich 
unendlich⸗klein. 1. ſ. w. f. 

4) Von zweien Zahlen a und b, die endlich oder unend⸗ 
lich »Elein feyn mögen, nennen wir die zweite b „unendlich- 
Flein gegen die erftere! a, und die erſtere dann „unend: 


lich:groß gegen die zweite" b, wenn ber Quotient > eine 


(in 1. definirte) unendlich-Eleine Zahl ift. 

5) Sind k, p, g r, s, ete. etc. irgend welche, ganz belieo 
bige, aber beftimmte Zahlen und nicht Nu, fo ifl, wenn z un 
endlich» Elein gedacht wird, 
pz unendlich-Elein gegen k; alfo k unendlich: groß gegen pz; 
qz2 ⸗ s pz; alopz = ⸗ :- q2°; 
m? s ⸗ ⸗q22; alfoqz? > I: rd; 
u. ſ. w. f.; und allgemein ift 
sz" + unendlich-Elein gegen rz"; alfo rz" unendl.-groß gegen sz"t'; 
alles der in 4.) gegebenen Definition zu Folge. 

Man theilt daher bie Unendlich: Kleinen in Ordnungen und 
zählt folche Unendlich- Kleine zu einer und derfelben 
Ordnung, deren Auotienten (Berhältniffe) irgend endliche (be: 
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flimmte) Werthe haben, fo dag Eeine derfelben gegen die andere 
unendlich groß oder unendlich>Elein iſt. 

So gehören z, pz, qz, rz, etc. etc. zu den Unendlich- 
Kleinen der erften Ordnung; find aber z, z', 24 etc. efc. folche 
Unendlich Kleine der erfien Ordnung, fo gehören z?, zz!, pz?, 
pzz!, qz!?, etc. etc. zu den Unendlich Kleinen der zweiten 


Ordnung, u. ſ. w. f.ʒ und zZ", p-z’, zZ”, 1-7", pezizm—u, 


—— 


gr) ete. etc. zu den Unendlich Kleinen der nie 
Drönung, wo man fich n (poſitiv) ganz oder gebrochen denken kann, 
während diefe nie Ordnung des Unendlich Kleinen Höher oder 
niedriger heißt, je nachdem m größer oder Eleiner if. 
6) Iſt z beliebig und feßt man die Summe ber erfien 

n Glieder der unendlichen Reihe | 
Gy · i4z4tz 42424254 
— S, fo dag 

S=-1+z-+2? 47° .. +27! 
it; und multiplicirt man dieſe Gleichung mit 1—2, fo er: 
hält man Ä j 

za 


(1—:),S-1—z, alfo I=I.- I” 


Iſt nun z>1, fo wird z’ mit n zugleich unendlich- groß; folg- 
lich ift (nach $. 42.) die unendliche Reihe R für z>1 diver- 
gent. Für z=1 iſt die Summe der n erfien Glieder der 
Meihe R, =n, alfo mit n gugleich unendlich-groß; folglich ift 
die unendliche Neihe R für z=1 ebenfald divergent. — 
Iſt aber z<1 fo ift 20 unendlich-Elein, fo oft n unendlich-groß 
gedacht wird; folglich ift num die unendliche Reihe R conver: 


gent, und ihr Werth von 





* um unendlich wenig, d. h. 


in der Rechnung gar nicht verſchieden. 
SR nämlich z>1, alſo J— w⸗ y noch poſitiv iſt, ſo iſt 
—1i 
"=(i+yN'"= 1+ay+ y’ti 
folglich mit n zugleich unendlich groß. 





RB 
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af aber z<1, al z= er ‚0 y noch pofitio ik, fo # 


= Fe: folglich iR 2", eben weil der Nenner mit m jugleich unend . 
* groß wird, unendlich⸗klein, ſo oft man n= » nimmt. 


7) Aus demfelben Grunde convergirt auch die unenb⸗ 
liche Reihe 


(Y-- Pre tett 
für z<1, und ihr Werth i 
aber für z=1 und für z>1. 

Sur z = 3 iſt alfo der Werth der Reihe Q, ER 


—=2p. — Iſt daher 2<#, und iſt p der größeſte der Koeffi⸗ 
cienten ber Reihe 

(P) .. atbz+c2?d2? +.» 

fo ift der Werth dieſer letztern co nvergenten Reihe, eben weil 
ſie kleiner als 





7 ſie divergirt 


p-+p2+-pz’-+pz’- 
iſt, allemal <2p; d. h. Der doppelt genommene größefte Koeffi⸗ 
cient der Reihe P, iſt allemal größer als der Werth der ganzen 
unendlichen Reihe P, fo oft in ihr z<(4 gedacht iſt. 

Iſt daher A der größefte der Koefficienten der Reihe 
(N). p- z-tgq- ‚zt!Lr. zt?L.. e., 
fo ift der Merth der ganzen Neihe N, fo oft 124 gedacht iſt, 
allemal <Q2A.z". 

5) Der Werth einer nach fleigenden Potenzen vom un: 
endlich-klein gedachten z, fortlaufenden unendlichen Reihe, in 
welcher = die niedrigfte der in ihr vorkommenden Potenzen von 
z ift, ift Daher, obgleich ang unendlich vielen Gliedern beftehend, 
doch ein Unendlich Kleines der nen Ordnung (nah N. 5.). 
Diefer Werth ift daher gar nicht unendlich-Elein, fondern endlich, 
wenn n= 0) feyn, d. h. wenn die Reihe mit einem Gliede k 
ohne z anfangen follte. 





I) he cn 


3 fortlaufende Reihe 
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9) Iſt eine nach fteigenden Potenzen bee unendlich -Eleinen 


pe +g ze 
der Null gleich, ſo iſt der Koefficient p ihres erſten Gliedes 


resp unendlich»Elein, weil außerdem das Glied p-z" von 


dem Unendlich Kleinen q- Hr’... der (n-4-1yien 


Ordnung nicht vernichtet werden könnte. — Und da das Un 
: endlich Kleine der Null nächſt anliegt, fo iſt es der Wahrheit 


nächft anliegend, wenn man in den Rechnungen, wo ftatt p 
ein beftimmter Ausdruck gefegt werben muß, p=0 nimmt; 


and jeder andere, wenn auch noch fo Eleine aber beftimmte Werth, 
den man ſtatt p fegen wollte, würde Dagegen vom wahren (un- 


endlich -Eleinen) Werthe von p, unendlich weit abliegen. 


Don der Eonvergenz ber numeriſchen Relhen. 
$, 51. 


1. Eine numerifche Reihe iſt convergent, wenn ihre Glieder 
von irgend einem berfelben ab (wie auch die Anzahl der vorher 
gehenden Glieder, und wie groß auch Die Iegtern feyn mögen) 
eben fo ſchnell oder fchneller noch abnimmt als die Glieder ir- 
gend einer ald convergent bereits anerkannten Reihe, z. B. der 
geometriſchen Reihe 

P-FPXTpx" pr’ Ä 
wenn folche in dem Falle gedacht wird, wo x<i if. 

1. Dividirt man daher in einer numerifchen Reihe das 
(n-+- 1} Glied durch das nie, ift der Duotient <A, und wird 
derfelbe für Feinen größern Werth von n größer, als er für ir- 
gend einen übrigens noch fo großen aber beſtimmten Werth von 
n bereits geworden ift, fo ift die Neihe gewiß convergent, eben 
weil ihre Glieder nun eben fo ſchnell oder fchneller noch abnehmen, 


als die Glieder der geometrifchen Reihe PrPRtPrTPpe' he 
8 thun, wenn in ihr x<1 if. 
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Unterſucht man danach die Convergenz der Reihen 
A’x?2  A?’x? 
17 + 21 — t5rt" 


c°x* c’x° 
14 9! Sr +7rrt" 
ce?’ 3 8 7.7 
tat 
fo findet man, daß folche für jeden reellen Werth von x conver 


find, welchen reellen Werth c nur immer haben mag. in der legte 
Meihe 3. B. if das nte und n41te Glied fo ausgedrückt, nämlich 


% 
hr 
R 


ezn—1, gan—i ent, xenti 
Ga)! und Garı)! 
der Quotient aus dem n-+-iten Gliede durch das nte ift daher 
c?x? 


— 2n-(2n+-1)' 
Wie groß nun auch ce nnd x, alfo c?x? fenn mögen, fo wird der Nenner 
“ 9nl2n-+4), dan fortwährend wächſt, zuletzt doch größer, fo daß biefer 
Nustient endlich doch <1 und dann immer noch Heiner wird. Don dies 
fem Gliede ab eonvergirt die Reihe alfo ſchneller ald die oben gedachte 
geometrifche Neihe für x<1 es thut. — Die Summe aller erftern Glie⸗ 
der der Keihe bis dahin, wie groß fie auch immer feyn mag, ift doch nie 
unendlich⸗ groß. Alfo bat auch diefe ganze unendliche Reihe für jeden 
Werth von x einen beftimmten endlichen Werth, welcher in manchen Fäl⸗ 
len zwar fehr groß, aber doch nie unendlich >grog werden kann; man müßte 
denn x ſelbſt unendlich-grog nehmen. 
aurerſucht man aber auf demſelben Wege die Convergenz der Reihe 
BR Sn ui © Sub ur > Sc ui > De ui 2 She ic 
fo ei fih der Quotient aus dem n-}-iten Bliede dur das nte, 
=— nr 7x und für x=1 if ſelbiger — DT . Dbgleih nun der 
letztere <1 if, fo wächſt er doch mit m zugleich; alfo nimmt diefe Neihe 
für x—=1, nicht fo ſchnell ab, ald die oben gedachte geometrifche Reihe, 
und deshalb ift die Convergenz der Reihe 
HH H4H + 
hieraus noch zweifelhaft. Und in der That if diefe Neihe nicht conver- 
gent, mie fich fpäter zeigen läßt. — Diefes Beifpiel läßt zugleich fehen, 
dag die Glieder einer Neihe immerfort abnehmen können, ohne dag bie 
Reihe deshalb convergent if. 


1. Eine Reihe dagegen, deren Glieder fortwährend ab- 
nehmen, ift allemal convergent, fo oft ihre Glieder abmechfelnde 
+ und — Zeichen haben; 3. 2. 

144444444 








Ed 


52. Bon der Convergenz der Meißen. 9 


$. 52. 
Wir haben in den Sätzen des vorhergehenden $. 51.) hu 
18 Reihen vorausgefegt, deren Glieder alle reel find. Weil 
er Die Glieder einer numerifchen Reihe von der Form p-+q-1 
yn Eönnen, fo kann man den Begriff der Convergenz einer 
Ihen Reihe dahin ausdehnen, daB man die Summe ihrer n 
fien Glieder auf die Form P,+Q.i ı bringt, und nun Die 
eihe für convergent erklärt, wenn weder P. noch O, unend⸗ 
h:groß werden, fobald n— ® gefegt wird. — Wird dagegen 
trn=n entiveder P. oder Q„, oder werden beide dann uns 
dlich-groß, fo iſt die Neihe divergent, und dann iſt Fein wei⸗ 
8 „Rechnen! mit ihe möglich. — Mit dem Wenthe P--Q-i 
r convergenten numeriſchen Reihe dagegen kann man noch 
eiter rechnen, mern ‚auch nicht mit der. Reihe als ſolcher. 
Anmerkung. Faſt alle diefe Säge über Die Convergenz 
r Reihen fichen vereinzelt und können nur in befonderen Fällen 
Anwendung gebracht werden. An. allgemeinen Kennzeichen 
r Eonvergenz, wenn man nicht §. 51. R. J. ) dafür will gel⸗ 
laſſen, gebricht es gänzlich. — Man könnte aber! noch meh⸗ 
e Sätze hinſtellen, ähnlich der N. IV. des §. 81), woraus 
Convergenz neuer Klaſſen von Reihen hervorgienge. Dies 
tere jedoch müſſen wir, der uns hier geſteckten Kürze wegen 
terlaſſen. 


. 


fo folgt, dag die Reihe 


n 
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an, welche iflatt der 2.) genommen werden mag, fo wird die 1.) jet 
folgende: 





— ale gta... 


d. h. 1217829) gm) git-m)L... 
d. d. wenn =" —x geſetzt wird, BR 
i+x+x?+xr’+x'+... - 


Da nun diefe Iegtere Reihe convergent if, fo oft x<1, alſo ſo #; 
VUt, b. h. 1—u negativ, folglih „>1 if, und da diefelbe allemal : 
divergent if, ſo oft x>1 d.h. "51,05 aS 1 oder a<i * 


4 —_ 
tt 


allemal convergent iſt, fo oft m >15 dagegen allemal divergent ift, fo oft 
a1. — Für a1 wird fie aber die in IL) befprochene Reihe 

13 +i+3+3 + 
Deren Divergenz alſo jetzt außer Zweifel geſtellt ik. — Dieſe letztere Reihe 
beſtimmt in der Muſik die Tonleiter, und wird deshalb die gemeine 
harmoniſche Reihe genannt. 

V. Convergiren zwei nach x fortlaufende Reihen für ir 
gend einen Werth von x, fo convergiren auch die Reihen, welche 
aus der Addition und Subtraktion derſelben als allgemein ges 
dachte Reihen hervorgehen, für denfelben Werth von x. 

VI Das Produft derfelben Reihen convergirt aber nur 
dann gewiß file denfelben Werth von x, wenn für ihn alle Glie⸗ 
der der beiden mit einander multiplicirten Reihen pofitio werden. 

Denn es ift die Summe der erfien n Glieder des Produkts dann of: 
fendar Eleiner ald das Produkt der Werthe der beiden gegebenen conver- 
genten Reiben; folglich für n— wo nicht unendlich-grog. 

vH. Iſt eine nach x fortlaufende Reihe für einen gewiſſen 
Werth von x convergent; und wird diefelbe mit einer endlichen 
Reihe nad) x multiplicirt, fo ift Die neue für das Produkt ber: 
vorgehende nach x geordnete Neihe für denfelben Werth von x 
ebenfalls convergent. 


Denn es find die aus der Multiplifation mit den einzelnen Gliedern 
der endlichen Reihe hervorgehenden unendlichen Reihen einzeln -convergent, 
daher ift much ihre Summe convergent. 
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— —— 


-h)", — etc. etc. einzeln nach dem Vorſtehenden 
ihen, die nach Potenzen von h fortlaufen, entwickeln, und 
alle diefe Neihen gddiren kann, um das jegige Furn zu 
men. — Man findet aber auf diefem Wege, Daß das aller 
Glied diefer Entwicklung des jegigen Fxy+n allemal dag 
fx felber wieder wird, und daß, wenn man bie gefuns 
Reihe felbft fo bezeichnet: 


h CE "a 
ni Lu ae 


+97 tar * 
dieſer durch OL, def,, def, etc. te —8 Roi 
ıten aus feinem nächft vorhergehenden dadurch gefunden 
, daß man jedes Glied des letztern mit feinem Erponenten 


x multiplicirt, nachgehendg aber den Erponenten ſelbſt um 
Einheit vermindert.“ | 


iſt z. B. f, = A+Bx+ Cx’+ Dx>+ Ex®; 
f9)=. B-+2Cx -+3Dx°+ A4Ex’; . 
—ð =: 2C -+6Dx HER; > 
=  6D --F24Ex ;5- 
of = . ME 3 
oe == ee eic 63 


ie Gleihung (©) lehrt und nun, daß 
G+HH+CGHb)’”+ Da-trb)’+ EG-+h)* 
—=A+Bx- Cx?+ Dx’+ Ex* 


+ (B-+ 20x + 3Dx°+ AER’). 
-H2C + 6Dx HRERY). Hr 
-H6D -HBHEx )- 
PIE Nr 





>) Sn allen den Bliedern, welche Fein x enthalten, kann man fich 
ch den Faktor x° noch hinzudenken. Daher füllt das erſte Mal A, 
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Dieſen Satz (©) kann man den allgemeineren binos | 
mifchen Lehrfag nennen, in fo fern er die Entwicklung einer 
Summe von der Form AX-Fh)"+-Bis-Hh)"-HE(x-Hh)’+ 
etc. etc. (nach ganzen Potenzen von h) giebt, und barand 
dann der gemeine binomifche Lehrfag hervorgeht, wenn A=1ı 
B=C=ete=,0 gefegt wird. — Derfelbe Sag ift auch ein 
befonderer Fall des in der Differential» Rechnung unter dem Ne 
men des Taylor’fchen mitzutheilenden Satzes, weshalb er aud 
bier der „Taylor'ſche Sag für endliche und unendliche 
Reihen". genannt werden kann. 

Das durch dag vorgefette Trunde) 9 bezeichnete | 
fche Geſchäft, Durch welches die Koefficienten der Reihe ©.) aus 
einander abgeleitet werden, Eann man das Ableiten nah x,— 
die einzelnen Koefficienten O%, 0°%,.0°% etc. etc. aber bie 
erſte, zweite, dritte etc. etc. Ableitung von f nach x nennen. 


§. 55. 

Um denſelben Satz auch auf diejenige nach x fortlaufende 
Reihe f. Teicht anwenden gu Eönnen, welche man noch gar nicht 
bat, fondern welche aus zweien andern nach x fortlaufenden 
Reihen p, und vw, 1) durch Addition oder Subtraftion, 
2) durch Multiplikation und 3) durch Diviſion hervorge 
ben würden, — fielt man die leicht zu ermeifenden Säge hin: 

J. th =a ti, ſo iſt das. 
I. Iſt f, =9,'14,, ſo iſt of, — Ip· d. Ir; 
IM. MLE=T- fo ift = Zee 

Beweis des Enses I. Da die Reihe für f,,. der Voransfegung 
gemäß aus den Reihen für pur, und ap,y, durch Addition oder Sub⸗ 
traftion erhalten wird, fo erhält man auch die einzelnen Koefficienten ven 
2 , aa Fy etc. etc. in der Entwicklung von f, .„, wenn man bie ent⸗ 
— — ſprechen⸗ 
das nächſte Mal B, das darauf folgende Mal 2C und zuletzt 6D gam 


heraus, wenn man das durch 9 angeseigte Verfahren immer aups Neue 
noch einmal anwendet. 











| 


* 
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bezeichnet wird; und zwar deshalb, weil man die Theile —E , 
B(x-+-h)' ‚ C(x-+h)P etc. etc. einzeln nach dem Vorftehenden 
in Reihen, die nach Potenzen von h fortlaufen, entwickeln, und 
julegt ‚alle diefe Reihen gödiren kann, um das jeßige Fuyn zu 
Kommen. — Man findet aber auf dieſem Wege, daß das aller 
erſte Glied diefer Entwicklung des jeßigen Fry4n allemal dag 
jetzige £, ſelber wieder wird, und daß, wenn man die gefun— 
dene Reihe ſelbſt ſo bezeichnet: 


O = HH SH 


4 5 

Haha, »».. 
„jeder dieler durch of, 9°f,, O°f, etc. etc. bezeichneten Koef: 
‚ficienten aus feinem nächft vorhergehenden dadurch gefunden 
„wird, daß man jedes Glied des letztern mit feinem Erponenten 


„von x wmultiplicirt, nachgehends aber den Erponenten felb um 
„eine Einheit vermindert." 


Iſt z. 2. AVTBAA Cx’+ Dx’+ Ext; 

fo iſt 3%) =. B-+2Cz 43Dx2+ 4Ex’; 
| a, = 20 46Dx -H12EX2; 
= .+U4E ; 

ef =ıah = etc. etc, " =0j 


und die Bleihung (O) lehrt uns nun, daß " 
— + DacHa®+ Bett 
A+Be+ Cx’+ Dr’+ Ex 


G 20x + 3Dz’+ AEx’)- 
-H2C + 6Dx HER”). 
-H6D -FBBEX ): 4, 

if. PIE N 


») in allen den Bliedern, welche Fein x enthalten, kann man fich 
nämlich den Faktor x° noch hinzudenken. Daher fällt das erſte Real A, 
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$. 56. 

Um ferner denfelben allgemeinen binomifchen Lehrfaß auch 
auf die nach x fortlaufende Reihe f, leicht anwenden zu kön⸗ 
nen, welche man ebenfalls gar nicht hat, ſondern weiche aus 
einer nach = fortlaufenden Reihe 
| , oder Az" +-B 0 +: 

hervorgehen würde, wenn man in lebterer überall ſtatt z 
die Reihe | 

7, oder Be LberLext-h.. 
ſubſtituiren, die mie, nf, pf ete. etc. Potenz dieſer Reihe (mit | 
telſt des $. 46.) in Reihen nach x entwickeln, und das. fo ent 
fiehende & nach Potenzen von x ordnen mollte, — Dazu be 
dient man fich des Satzes 
V. Of) = If, dzx *), 


toelcher ebenfalls auf nachflehende Weife erwieſen wird. 


SGs if nämlich 
‚h? 


1) Zu+rh = 2,792, 20% x or „ zz+k | 
wenn bie Summe ber übrigen Glieder, nanlich J 
h h2 
2) 92, ° 7r% 2,97 +. 


gefest wird, und wenn wir z Rat Z, erben. ; Dann if, nach der Bor 
ausfegung, 
3) Kr = hg = et O kt 8, or 


Setzt man aber-hier herein ſtatt k feinen Werth "aus 2.), ſo mie das 
Zeichen f,,, flatt 8,, fo erhält man (aus 3.) fogleich 


‚az... $ die Übrigen Glieder, welche die hö⸗ 
f +) =iyt9, 02, 1 a | hern Potenzen von h enthalten. 


x 


*) Da dem Vorangegangenen analög, F, das bezeichnen würde, mas 
aus f, wird, wenn man. blog x fintt z fert, fo fchreiben wir hier abficht- 
lich ſͤy, um das aussudrüden, was dem f, gleich if, und mas ans S, 

hervorgeht, nicht wenn blog x, fondern wenn die ganie Reihe 
de br herthe 
ſtatt heſetzt wird. 
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Alſo hat ſich der durch of,,, bezeichnete Koefficient von a in der Ent⸗ 
wicklung von fu. = dl, -2z, gefunden. 5 

In dem beſonderen Ballen 100 = if, wird. alfo 
hiernach | = . 
VI... 0@"), = mz" mi Fu 


$. 57. 
Mittelft diefer Säge kann man aber, wenn fF. irgend eine, 
Direft oder auf eine der in den $$. 55. 56.) vorausgeſetzten Wei⸗ 
fen gegebene, nach x fortlaufende, endliche oder unendliche Reihe 
vorſtellt, — allemal das Kuyn, was entſteht, wenn int se 
neue Werth x--h ſtatt x gefegt wird, fogleich. und unmittelbar 
in eine nach ganzen Potenzen von h fortlaufende Reihe verwan⸗ 
deln. Dies mag durch nachftehende Beiſpiele noch näher erör⸗ 
tert werben, in welchen wir uns jeboch jedesmal mit den 3 
oder 2 erftien Gliedern des Nefultats begnügen. 

Beiſpiel 1. Wir wollen das, was aus dem Produkte | 
(2—3x +x?) (3x*-—4x°) wird, wenn man x-+h flatt x fett, in eine nach 
ganzen Potenzen von h fortlaufende Reihe entwickeln, ohne aber diefes 
Produkt felbft vorher nach x gu ordnen. , 

Bezeichnen wir das gegebene Produkt durch f,, fo wie bie Beiden Fak⸗ 
toren defielben durch p, und p,, fo hat man “ 

) 69, * 2- 35xPx2, alſo DW —=-IHR; 

3) pm 3ux* — 4x, alſo A) a, 19x’ —20x*. 
Dann wird Cnach II.), weil & = (2—3x4+-x?) (dx* —4x°) if, 

5) = xt — 4x) (IH) + (2-I3x4+x2) (12x? —20x*)5 
oder, wenn man multiplieirt und addirt, d. h. nach x ordnet, 


6) af, = 24x? — Söx*-4-90x? — 28x°. 
Hätte man aber f, ſelbſt hergeſtellt (uach x geordnet), ſo hätte 
man gehabt 
"m Ä = 62° — 1785-1826 Ar; 


und findet man hieraus of, direkt dadurch, daß man jedes Glied mit ſei⸗ 
nem Exponenten von x multiplieirt und 1 vom Exponenten ſubtrahirt, 
fo ergiebt fich für Of, daſſelbe Nefultat, welches mir kurz vorher (in 6. _ 


mittelft Anwendung der H. ) ebenfans gefunden hatten. u 
7 * 
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Da nun (nah $. 54. ©) 
(OD fz.+h *— +7 Bra a 1 pe 
iR, fo kennen wir von ber Entwicklung von &.,, d. h. von der Entwid⸗ 
lung des Produkts [2 —3(x-+h) +(<-+h)?]- [3x -+h)* —4lx-+h)°], be- 
seits die zwei erfien Glieder, nämlich das allererfie £_, welches gegeben ik, 


und das erfie —* welches fo eben, dadurch dag man of, beeletet 


hat, gefunden worden ik. — Um num das zweite Glied 9°f,- ar * noch 


zu haben, mag aus of, in 5.) noch def, gefunden werden. 

Man bat aber in 5.) zur Kechten die Summe zweier Produkte. 
Nimmt man damit das durch 9 angezeigte Gefchäft bes Ableitens vor, fo 
mug man (nad) I.) die Ableitungen der beiden Summanden der Summe 
fuchen und addiren, während die Ableitung ‚eines jeden der beiden Guns 
manden, in fo fern er ein Produkt it, gefunden wird Cnach IL), wenn 
man bie Ableitung eines jeden der beiben Faktoren mit bem anderen Fak⸗ 
tor multiplieirt und die Produkte addirt. Dies giebt 

8) 9%, = (—3-+2%) (12x? — 20x*)-+2(3x*—4x°) 
+(122?°—20x*)(—3-422)-H(2—3x-+x?)(36x°—80x°); 
oder, wenn man dies nach x ordnet, 
9) 92, = 722? —340x? -4450x* - 168x°. 

Darfelbe hätte man aber auch erhalten, wenn man of, aus 6.) ges 
nommen, und daraus 02E, direkt dadurch gefunden: hätte, daß jedes Glied 
mit feinem Erponenten von x multiplieirt, der Erponent felb aber dann 
um 1 vermindert worden märe. 


Man hätte auch Of, wie folge finden Fönnen. Aus 
= 9%, folge zuerft 


a) of = Y%y- Ip Ir» 
Die Sormel I.) angewandt, giebt nun 
b) 9°, = — lady -Ips)s-t0(p Ip, )x- 
Die Sormel IL. giebt dagegen 
co) ‚da -I9,), = — Opr° Ar Ur -d?9, 
d) —R dup ) = — Ay. dp, 9% -I?ı%. 





*) Dies iſt eigentlich das dritte Glied der Entwiclung von f,,.. — 
& if aber in mancher Beriehung bequem, die Glieder nach dem Expo⸗ 
weten von h zu benennen, und £, ſelbſt für das nullte, oder wenn 
wan Fieber will, für das allererke Glied anzuſehen. 
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nd e und d) in bie b) ſubtituirt aber 
er 


*7 un Yy,= Ix — dx" 
aunicht 
2 und = 1%’ —W0x°; 
und ar, = 36x" — 80x". 
ee e) ſabſituirt, geben nun 
—1")-+3(—3-4+-2%) (122? —20x*) 
-L(2— 3x + x) (362°—802'), 


Ihung 8.) if, aus der dann die 9.) ohne Weite⸗ 


* Seſ, gefunden, fo kennt man drei GSliebet 
2 (ah € der nach $. 54. O). 

3 5 gegehen 

I? 


Arm”, 


. 1—-&+2:/? (1 -2ı45”)' 
ui and £,, wit, men men at pur = A 


71 2 
1 
hf 
t 
\ 


mei Wer⸗ 


' 


t d. h. 
Werth von 
ge Heiner ald 
.9; dagegen 
-6h? +6h’; 
t wird. . 
20 hervor⸗ 
7125 x⸗ | 
für x = —_|! 
an der Werth 
3, fo lange h 


ür x= —_L 

yofitiv if, alſo 
if, ein Mark 
der Mebergang 
wöger ald — 2, 
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gerade fo gefunden werden, wie wir ſolches mittelſt unſerer Formel ge⸗ 
funden haben. 
$. 58. | 

Um von dieſem allgemeineren' binomifchen Lebrfaße auch 
"eine Anwendung zu geben, fyn x—h, x und x--h drei 
nächft auf einander folgende Werthe von x, und wir wollen 
die drei zugehörigen Werthe von f., nämlich 

ſ.n, ſ. und fit 

mit einander, vergleichen, unter der Vorausfegung, daß fie mit 
x zugleich reell find. 

Es ift aber nach dem allgemeineren binomifchen Lehrfage 
($. 54.0) 


I. bank — oh. Hast ar BL anf. m ben 
und, wenn man bier überall! —h flatt h fest: 
n. aa a — 
Iſt nun o% für den in Rede ſtehenden Werth von x nicht 
Der Null gleich, fo haben (nach $. 50. N. 7.), weil bier h 
unendlich-Elein gedacht ift, die beiden Differenzen I.) u. IL) ver⸗ 
fchiedene (4- oder —) Vorzeichen. Deshalb ‘ 
‚wachfen alfe drei Werthe von f, mit denen von x zugleidyz 
fo lange af, pofitiv ift; dagegen nehmen alle drei Werbe 
von f, fortwährend ab, während Die Werthe von x wachfert 
fo lange of, negativ ift. 
Iſt aber für den in Rede fichenden Werth von x, der Koeffi- 
cient = 0, und nicht 9°5 der Null gleich, fo find beibe 
Differenzen I.) und IT.) zugleich pofitio, wern 926, pofitiv wird 
dagegen zugleich negativ, wenn O2£, negativ wird. Alfo 
findet gerade ein Uebergang vom Abnehmen der Werte von 
f, zum Wachfen flatt, wenn ,—=0O und 92f, pofitiv iſt; 
dagegen“ findet ein Webergang vom Wachfen zum Abnehmen 
der Werte von £ flatt, wenn O0 und.9°f, negat ü v 
ſeyn ſollte. Im erſtern Fall heißt der Werth von & ſelb ſt⸗ 
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der kleiner ift als feine beiden nächften Nachbar: Werthe E_. 

und fr, ein Minimum oder ein Rleinftes. Im andern 

Zalle dagegen, wo der Werth von f, größer ift als feine bei- 

den nächften Nachbar: Werthe En und Kın, wird derſelbe 

en Marimum oder ein Größtes genannt. 
Sollte der Werth von x nicht bloß OK — O fondern auch noch 
9° —=0 machen, fo würde 0°, pofitiv oder. negativ, ein fteti- 
ges Wachſen oder ein in diefem Augenblicke ftattfindendes fteti- 
ges Abnehmen der Werthe von F anzeigen. Würde aber der: 
felbe Werth von x, welcher 0, — O und 9°, = 0 macht, auch 
noch 0° =) machen, fo würde ein pofitiver Werth von 0°%, 
ein Minimum, ein negativer Werth von 0*F, dagegen ein Mari: 
mum des Werthes von f anzeigen. — U. f. w. f. 

Sucht man 4. DB. die Werthe von x, welche 
7—12x-+x’ 
zu einem Marimum machen, fo hat man 
ſ. 7- 12 Px3 alſo 9, = —12+ 3x. 
Die Gleichung 8, =D d.h. —12-4+3x? — 0, giebt nun für x zwei Wer⸗ 
the, nämlich x = +2 ud x = — 2. — Man findet ferner 
92f, — 6x 

und da diefer Ausdruck 6x pofitiv wird für «= +2, fo hat f, d. h. 
7—12x+x”für x = +2 einen kleinſten Werth d. h. der Werth von 
f, wird größer, man mag x um unendlich wenig größer oder Kleiner ald 
+2 nehmen. — In der That wird fürx— +2, = —9; dagegen 
wird für x = 2-+h, der gugehörige Werth von f, = —9-+6h? +6h?; 
alfo jedesmal größer ald —9, wenn h unendlich Hein gedacht wird. . 

Weil aber ferner 9°f, = 6x, für den andern, aus 9, = 0 hervor⸗ 
gehenden Werth —2 von x, negativ wird, ſo hat £& d. h. 7—12x-+-x? 
für = —2 einen größten Werth. Und in der That it für x—= — 2 
der Werth von f, — 23; und für <= —2H+h, wird dann der Werth 
von f, =233— 6h?+6h?, folglich jedesmal Kleiner ald 23, fo lange h 
unendlich klein gebacht wird, 

Der Werth von f, oder 7—12x-+x? if negativ für x= — = 
und wächft mit x zugleich fo lange af, d. h. —12-+3x? pofitiv iſt, alfo 
bis man zu x— —2 kommt. — In dieſem Augenblide if f, ein Maris 
mum und hat den pofitiven Werth 23. — Hier ift alfo der Mebergang 
vom Wachfen des £, zum Abnehmen. — So wie daher x größer als —2, 
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aber Heiner ald 2 genommen wird, fo ik f, im Abnehmen begriffen, - 


während x wächſt, weil für alle diefe Werthe von x (zwiſchen —2 und 

-+2) der Werth von of, negativ wird. — Go wie aber x bis zu +2 

herangewachſen ift, fo tritt wiederum der Mebergang vom Abnehmen zum 

Wachſen der Funktion f, ein. Der Werth 5 ——9 iſt der kleinſte, den L, 

‚annimmt Cund war für <= +2); von da ab währt f, wiederum mit 

x zugleich, und zwar ohne Ende fort, weil für ale Werthe von x, welde 
>2 find, of, d. h. — 12 3x immerfort pofitiv bleibt *). 


$. 59. 

Mir fehen zu gleicher Zeit aus der Form ber Differenz 1.) 
daß, wenn f, eine endliche oder unendliche Reihe nad) x vor 
ſtellt, dann die zu unmerklich verfchiedenen Werthen von x gehö⸗ 
rigen Werthe von f ebenfalls nur unmerflich von einander ver; 
fchieden find, wenn. fie nur wirklich eriftiren, und reell find, 
d. 5. wenn nur, im Falle die Neihe f eine unendliche feyn 
ſollte, folche für Die in Rede fiehenden Werthe von x wirklich 
allemal convergent ift, und einen reellen Werth bat. 

Wird daher k, für irgend einen reellen Werth a von x 
pofitio, für irgend einen andern reellen Werth b von x aber - 
negativ, fo muß zwiſchen a und b ein Werth von x liegen (der 
>a und <b, oder der >b und <a ift), für welchen f. — | 


*) Man kann den Gang der Werthe einer folchen Reihe f, durch 
eine Sigur (ſ. Sig. AO.) verfinnlihen. Man denkt ſich zwei auf einauder 
fenkrechte Gerade X-OX und Y’OY; trägt von O aus auf OX alle ne 
gativen Werthe von x (nach einem beliebigen Manpftabe) ab, fo wie anf 
OX alle pofitisen Werthe von x. In den Endpunften diefer (Abfeiffen:) 
Werthe von x, errichtet man Parallelen mit Y’OY, und trägt von biefen 
Endpunften aus auf diefen Parallelen: die zugehörigen Werthe von L ab, 
nach oben, wenn fie pofitiv, nach unten aber, wenn fie negativ find. Diefe 
werden dann DrdinatensWerthe genannt. Die Endpunkte dieſer Ordina⸗ 
tens Werthe bilden nun in der Negel eine krumme Cund Ausnahmsmeife 
eine gerade) Linie; und dieſe verfinnlicht den Gang ber Werthe von f,, 
wie fie zu den von SO an durch O hindurch bis zu oo hin Retig 
wachſend gedachten Werthen von x gehören. — Wo diefe Kurve der Ab⸗ 
feiffensAre XOX begegnet, da fchneidet fie die CAbfeiffen-) Werthe 
von x ab, für welche der Werth von £, weder pofitis, noch negativ, fons 
dern der Null gleich wird. 


‘% 


\ 
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wird, wenn nur 5 für alle Werthe von x zwiſchen a und b 
wirklich lauter reelle Werthe hat. 

Auf dieſen Satz gründet ſich die Auflöſung aller höheren 
algebraiſchen Gleichungen vom beliebigen Grade mit reellen 
Loefficienten, auch der Gleichungen, welche die Form der höhern 
haben, nämlich die Form 

a-+-bx-+-cx?-+dx?-pex?--fx°-+---- in infinit. = 0), 
dabei aber, um fo zu fagen, von unendlichem Grade find (in 
1 welchem Sale die Gleichungen zu den tranfcendenten gezähle 
"I werden), fobald nur Die Koefficienten der Gleichung reell und 
1 in Siffern: Ausdrücken gegeben find und wenn ein reeller Werth 
des Unbekannten wirklich exiſtirt. 

I Es ſey 3. B. en Werth von x au finden, welcher ber Gleichuns 


x*® 
A... tt i in infinit. = 0 
genügt. 

Da diefe Reihe zur Linken (nach $. 51.) für jeden reellen Werth 
son x eonvergent ift, fo kann man biefen befimmten Werth von x zwi⸗ 
(den Fo und — co fuchen. Da ferner diefe Gleichung blog gerade 
Potenzen von x enthält, fo genügt ihr allemal auch der Werth —a flatt 
x, wenn der Werth + flatt x genügt hat. — Schreibt man ferner die 
— 1.) noch v 

x? g!0 x? 

1 (1-37 -5(- 78 nn — = 
und wirb der ustrud zur Linfen des — Zeichens (in A. ober in B.) 
durch £ bezeichnet, fo überzeugt man fich bald, daß £, negativ wird für 
x = 2, dagegen pofitiv wird für x = 0; folglich liegt zwiſchen O und 2 
ein Werth von x, welcher L, = 0 macht. — Man berechnet nun £, für 
den dazwifchen liegenden Werth 1 von x. Auch bier findet man bald, 
daß £, noch poſitiv wird; alfo Liegt smifchen 1 und 2 ein Werth von x, 
welcher f,,—= 0 macht. — Dan fest nun 1,5 (welches swifchen 1 und 2 
liegt) ſtatt x, berechnet dazu £, und findet £, noch immer pofitiv *); 
alſo Liegt zwiſchen 1,5 und 2 ein Werth von x, welcher f,=0 madit. — 








*) Um F, zu berechnen für irgend einen Werth von x, mird man fo 
viele Glieder deffelben £, berechnen, bis die Nenner ber folgenden Glieder 
fo groß werben, daß die folgenden ‚Glieder auf die Anzahl der Decimal- 
fielen, welche man herftellen will, keinen Einfluß mehr haben. 


\. 
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Alfo hat fich der durch af,,, bezeichnete Koeffleient von a in der Ent⸗ 
wicklung von Kun), = of, -dz, gefunden. . 
In dem beſonderen Sul, wo ,— 7" if wird. alfo 


hiernach | 
V. 0 ), — man 1,92, 


$. 57. 


Mittelft diefer Säge kann man aber, wenn T; irgend eine, 
direkt oder quf eine der im den $$. 55. 56.) vorausgeſetzten Wei⸗ 
fen gegebene, nach x fortlaufende, endliche oder ‚unendliche Reihe 
vorſtellt, — allemal das Farm, was entſteht, wenn in f, der 
neue Werth x-4-h ftatt x geſetzt wird, fogleich. und unmittelbar 
in eine nach ganzen Potenzen von h fortlaufende Reihe verwan⸗ 
deln. Dies mag durch nachfiehende Beifpiele noch näher erör⸗ 
tert werden, in telchen wir uns jedoch jedesmal mit den 3 
oder 2 erften Gliedern des Reſultats begnügen. 

Beifpiel 1. Wir wollen das, was and dem Probükte 
(2—3x +x?) (3x*— 42”) wird, wenn man x-+-h flatt x fest, in eine nach 
ganzen Potenjen von h fortlaufende Meihe entwickeln, ohne aber dieſes 
Produkt ſelbſt vorher nach x zu ordnen. , 
Bezeichnen wir das gegebene Produkt durch f,, fo wie bie beiden Fak⸗ 
toren befielben durch p, und ıp,, fo hat man 
1) 9,=2-ı+x,, alſo M dä, - 3 22; 
3) p, — 3x - 4r®, alſo 4) Ip, 12x? — 20x. 
Dann wird (nach IL), weil = (2—3x-+x?) (3x* — 4x°) if, 
5) a = xt —4x°) (342%) 42-3242?) (122° — 0x9); 
oder, wenn man multiplieirt und addirt, d. h. nach x ordnet, 


6) of, = 24x? — 8öx*-+90x? — 28x°. 
Hätte man aber £, ſelbſt hergeftellt (nach x geordnet), fo hätte 
man gehabt Be 
7) f, = 6x* — 17x°-H15x° — 4x”; 


und findet man hieraus of, direkt dadurch, daß man jedes Glied mit fei- 


nem Erponenten von x multiplieirt und 1 vom Erponenten fubtrahire, 
fo ergiebt fich für of, daffelbe Nefultat, welches mir kurz vorher Cin 6.) 


mittelſt Anwendung der I. ) ebenfalls gefunden hatten. . ’ 
7* 
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Da nun (nad) 8. 54.. ©) 
(D-- fh = +7 LEEUR a + 
ift, fo kennen wir von ber Entwilung von &.,n, d. h. von der Entwids 


Iung des Produkts [2—3(x--h)-+(z-+h)2]-[3(x -+b)*—4z-+h)°], ber 
reits bie zwei erfien len nämlich das allererfie £, welches gegeben ik, 


und das erfie f,- a „ welches fo eben, dadurch dag man of, boeleiter 


hat, gefunden worden if. — Um nun das zweite Glieb 9°f,-— * —* nech 


iu haben, mag aus of, in 5.) noch def, gefunden werden. 

Man hat aber in 5.) zur Rechten bie Summe zweier Produkte. 
Ninmt man damit das durch 9 angezeigte Gefchäft des Ableitens vor, fo 
mug man (nach I.) die Ableitungen der beiden Summanden der Summe 
fuchen und addiren, während bie Ableitung eines jeden ber beiden Guns 
standen, in fo fern er eim Produkt if, gefunden wird (nach IL), wenn 
man die Ableitung eines jeden der beiden Faktoren mit dem anderen Fak⸗ 
tor multiplieirt und die Produkte addirt. Dies giebt 

8) 9°& = (—3-+ 2%) (12x? — 202x*)--2(3x* —4x°) 
+(122°—20x*)(—3-H22)-H2-3x4+2°)(36x°— 802°); 
oder, wenn man dies nach x ordnet, 
9) 92, = 722? —340x? -+450x* — 168x°. 

Daffelbe Hätte man aber auch erhalten, wenn man of, aus 6.) ges 
nommen, und daraus 0°, Direkt Dadurch gefunden hätte, daß jedes Glied 
mit feinem Erponenten von x multiplieirt, der Erponent ſelbſt aber dann 
um 1 vermindert worden märe. 


- Man hätte auch I°K wie folgt finden Fönnen. Aus 
— 9%, folge zuerft 


F = %y- Ip%+9° Aber 
Die Sormel I.) angewandt, giebt nun 
b) . 9°, = Ilıy- Op). 9p Or )x- 
Die Formel IL. giebt dagegen 
co) | Apr -IPpx), = Op Ay -Edy- -4?9, 
d) O(Px* Or). = Oıly —B -4?4%. 


H Dies iſt eigentlich das dritte Glied der Entwicklung son Ky,. — 


Es ift aber in mancher Beziehung — die Glieder nach dem Expo⸗ 
nenten von h zu benennen, und f, ſelbſt für das nullte, oder wenn 


man Fieber will, für dns allererke Stied anzufehen, 


' 
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Diefe Werthe aus c) und d) in die b) fubtitwirt, geben aber 
e) 0, = 2 p. dꝰ.. 
Weil aber in unferem Beifpiele 


a Organ wow. 


9, =2—3x-+x? und np, = Ix* — 4x” 
ik, fo erhält man hieraus zunächſt 
0p, = —3-+2x und op, 12 — 20x; . 
dann aber noch 
9%, = 2 und 92), = 36x? — 80x. 


Diefe Werthe in die obige e) fubfituirt, geben num 
9%, = 2(3x* —4x°) +2 (—3-+%x) (12x? —20x*) 
-+(2— 3x + x?) (36x?—80x°), 
weiches genau die Gleichung 8.) ift, aus der Dann die 9.J -ohne Reiter 
res hervorgeht. 
Sat man aber of, und 9°F, gefunden, fo kennt man drei Glieder 
der Entwiclung von —* (nach C(Coder nach 6. 54. ©. 
Byſſpiel 2. Es ſey gegeben 
f, = 72° - 2? 
und 2 2, = 1 ur, 
(0 daß alio ; 
0 =7A—a+52°)?— (i— —x-45x2)° 
iſt; und man ſoll das, was aus wird, wenn man xPh ſtatt x ſetzt, 
alſe den Ausdruck 
fa+h) oder 71 Ax-+h) +5<+h)2]? — M—Ax-+Hh) +5c+b)°)> | 
in eine nach ganzen Poteusen von h fortlaufende Keihe verwandeln, und 
zunächſt wenigftens die zwei erfien Glieder diefer Reihe herſtellen. 
Man findet aber hier aus V.) 
of.) = 98, -dz,, 
während 
of, = 142z—3z? und 92, = —2-10x 
gefunden wird. Alfo if 
a6 = (142— 32°) (—2-+ 10x) 
— —— SdIc-HErr] 2-2 100; | 
oder, wenn man dieſes nach = ordnet, 
= — 22-+142x —216x? 41602? -}-750x* —750x°. 
Stellt man f.,, nach x geordnet her, fo erhält man 
f.., = 6—22x-+ 71x? — 72x? 4-40x*-4-150x°—125x° 
und daraus würde of,,, direkt Cindem man jebes Glied mit dem Expo⸗ 
nenten von x multiplicirt und dann den Erponenten um 1 sermindert) 
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gerade fo gefunden werden, mie wir ſolches mittelſt unſerer Formel ge⸗ 
funden haben. 
$. 58. | 
Um von biefem allgemeineren‘ binomifchen Lehrfage auch 
"eine Anwendung zu geben, fyn x—h, x und x-—-h drei 
nächft auf einander folgende Werthe von x, und wir wollen 
die drei zugehörigen Werthe von f,, nämlich 
| FRE ER 5 und Kan 
mit einander, vergleichen, unter der Vorausfegung, daß fie mit 
x zugleich reell find. 
Es iſt aber nach dem allgemeineren binomifchen Lehrfage 
($. 54.0) 
j 3 
I, un —h = oh. + x" 9! BL os x” he - 
und, wenn man bier überall —h ſtatt hfeßt: 
n. a a she 
Iſt nun o% für den in Rede ſtehenden Werth von x nid € 
der Null gleich, fo haben (nach $. 50. N. 7.), weil hier im 
unendlich-Elein gedacht ift, die beiden Differenzen 1.) u. IL) var 
fchiedene (4 oder —) Vorzeichen. Deshalb ‘ 
‚wachfen alle drei Werthe von f, mit denen von x zuglidi>: 
fo lange af, pofitiv if; dagegen nehmen alle drei WertE>t 
von f fortwährend ab, während die Werthe von x wachſene⸗ 
fo lange If, negativ iſt. 
Iſt aber für den in Rede ftchenden Werth von x, der Koff 
cint IK —=0, und nicht 9°E, der Null gleich, fo find beiDe 
Differenzen I.) und IT.) zugleich pofitio, wenn 9°f, pofitiv wird; 
dagegen zugleich negativ, wenn 22f. negativ wird. Alſo 
findet gerade ein Uebergang vom Abnehmen der Werthe von 
f, zum Wachfen flatt, wenn IK —= 0 und °F, pofitiv if; 
dagegen“ findet ein Uebergang vom Wachfen zum Abnehmen 
der Werthe von £ flatt, wenn dof. —O und. 9° negat i v 
fepn ſollte. Im erſtern Fall heißt der Werth von £& ſelbſt⸗ 
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der Eleiner ift als feine beiden nächften Nachbar- Werthe &_n 

und Gyr, ein Minimum oder ein Rleinftes. Am andern 

Falle Dagegen, mo der Werth von f größer ift als feine bei: 

den nächften Nachbar: MWerthe &—. und Farn, wird derfelbe 

ein Marimum oder ein Größtes genannt. 
Sollte der Werth von x nicht bloß of, — 0 fondern auch noch 
H—=0 machen, fo würde 0°, pofitiv oder. negativ, ein fteti- 
ges Wachfen oder ein in dieſem Augenblicke flattfindendes fteti- 
ges Abnehmen der Werthe von F anzeigen. Würde aber der 
felbe Werth von x, welcher = 0 und 9°, = 0 macht, auch 
noch 0’ N machen, fo würde ein pofitiver Werth von 0° 
ein Minimum, ein negativer Werth von 0°, dagegen ein Mari: 
mum des Werthes von F anzeigen. — U. ſ. w. f. 

Sucht man 4. B. die Werthe von x, welche 
 7—12x-+x°? 
iu einem Marimum machen, fo bat man 
eat; alſo = —1243?. 

Die Öleihung of, = 0 d.h. —12-+3x? = 0, giebt nun für x zwei Wer 
the, nämlich <= +2 und <= — 2. — Man findet ferner 

of, —=6x 
und.da diefer Ausdruck 6x pofitiv wird für x—= +2, fo hat fd. h. 
71x +x für x = +2 einen Fleinften Werth d. h. der Werth von 
f, wird größer, man mag x um unendlic) wenig größer ober Feiner als 
+2 nehmen. — In der That wird fürx— +2, = —9; dagegen 
wird für x —= 2-+h, der zugehörige Werth von f, = —9+6h? +6h?; 
alfo jedesmal größer als —9, wenn h unendlich Fein gedacht wird. . 

Weil aber ferner 9°f, = 6x, für den andern, aus 9f, = 0 hervor: 
gehenden Wert) —2 von x, negativ wird, ſo hat £& d. h. 7—12x--x? 
für x —2 einen größten Werth. Und in der That ift firx = — 2 
der Werth von f, = 33; und für «= —2-+h, wird dann der Werth 
vn, =23—6h?+6h?, folglich jedesmal Heiner als 23, fo Tange h 
unendlich Elein gedacht wird, 

Der Werth von £ ober 7—12x-+x? if negativ für x=—@ 
und wächft mit x zugleich fo lange af, d. h. —12-43x? pofitio ift, alfo 
bis man x —= —2 kommt. — In diefem Augenblicke iſt f, ein Mari 
mum und bat den pofitiven Werth 23. — Hier ift alfo der Nebergang 
vom Wachfen des £, sum Abnehmen. — So wie daher x größer ald — 2, 
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aber Heiner als --2 genommen wird, fo if f, im Abnehmen begriffen, 
während x wächſt, weil für alle dieſe Werthe von x (zwiſchen —2 und 
-F2) der Werth von of, negativ wird. — Go wie aber x bis zu +2 
herangewachſen ift, fo tritt wiederum der Uebergang vom Abnehmen zum 
Wachſen der Funktion f, ein. Der Werth 5 = —9 iſt der Heinfte, den L, 
‚annimmt (und zwar für x —= +2); von da ab wächft f, wiederum mit 
x zugleich, und zwar ohne Ende fort, weil für ale Werthe von x, welche 
>2 find, of, d. h. — 13 3 immerfort pofitio bleibt *). 


$. 59. 

Wir fehen zu gleicher Zeit aus der Form der Differenz I.) 
daß, wenn f, eine endliche oder unendliche Reihe nach x vor 
ſtellt, dann die gu unmerklich. verfchiedenen Werthen von x geh 
rigen Werthe von & ebenfalls nur unmerklic von einander ver; 
fchieden find, wenn fie nur wirklich exiſtiren, und reell find, 


‘% 


d. 5. wenn nur, im Falle Die Reihe fz eine unendliche ſeyn | 


ſollte, folche für die im Rede fichenden Werthe von x wirklich 
allemal convergent ift, und einen reellen Werth hat. 

Wird daher F, für irgend einen reellen Werth a von x 
pofitio, für irgend einen andern reellen Werth b von x aber 


negativ, fo muß zwiſchen a und b ein Werth von x liegen (der | 


>a und <b, oder der >b und <a ift), für welhen & = 0 


*) Man Tann den Gang der Werthe einer folchen Reihe f, dur‘ 
eine Sigur Cf. Sig. 40) verfinnlihen. Man denkt fich zwei auf einander 
fenkrechte Gerade X/OX und Y’OY; trägt son O aus auf OX alle ne 
gativen Werthe von x (nad) einem beliebigen Manpftabe) ab, fo wie anf 
OX alle pofitiven Werthe von x. In den Endpunften diefer (Abfeiffen:) 
Werthe von x, errichtet man Parallelen mit Y’OX, und trägt von biefen 
Endpunkten aus auf diefen Parallelen. die zugehörigen Werthe von L ab, 
nach oben, wenn fie pofitiv, nach unten aber, wenn fie negativ find. Diefe 
werden dann DrdinatensWerthe genannt. Die Endpunkte diefer Ordina⸗ 
tens Werthe bilden nun in der Regel eine krumme (und Ausnahmsweiſe 
eine gerade) Linie; und dieſe verfinnlicht den Gang der Werthe von f,, 
wie fie au den von „Oo an durch O hindurch bis zu oo hin Retig 
wachfend gedachten Werthen von x gehören. — Wo diefe Kurve der Abr 
feiffen:Are X’OX begegnet, da fchneidet fie die (Abfeiffen-) Werthe 
son x ab, für welche der Werth von £, weder pofitiv, noch negatis, ſon⸗ 
dern der Null gleich wird. 





a A N nn >>>. 
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wird, wenn nur ſ. für alle Werthe von x zwiſchen a und b 
wirklich lauter reelle Werthe hat. 

Auf dieſen Sag gründet fi) die Auflöfung alter höheren 
algebraifchen Gleichungen vom beliebigen Grade mit reellen 
Koefficienten, auch der Gleichungen, welche die Form der höhern 
haben, nämlich die Form 

a--bx-+-cx?-+dx?-Lex?--&°—---- in infinit. = (0), 
dabei aber, um fo zu fagen, von unendlichem Grade find (in 
weichem Falle die Gleichungen zu den tranfcendenten gezählt 
werden), fobald nur die Koefficienten ber Gleichung reell und 
„Ein Biffern- Ausdrücken gegeben find und wenn ein reeller Werth 
"1 des Unbekannten wirklich exiſtirt. 

Es ſey 3. B. en Aueh von x zu finden, melcher der Gleichung 


6 
A... 5 Be m 77 + 517 in infinit. = 0 
genligt. 

Da diefe Reihe zur Linken (nach $. 51.) für jeden reellen Werth 
von x eonvergent if, fo kann man biefen befimmten Werth von x zwi⸗ 
den Fo und —o fuchen. Da ferner diefe Gleichung blog gerade 
Potenzen von x enthält, fo genügt ihr allemal auch der Werth —a flatt 
x, wenn der Werth Po flatt x genügt hat. — Schreibt man ferner die 
Bleihung 1.) noch n 


. > x 

1 li) en)- 0 
und wird der Yusdrud zur Linken N — geichens (in A. oder in B.) 
durch £, bezeichnet, fo überzeugt man ſich bald, daß £, negativ wird für 
x==2, dagegen pofitiv wird für x = 0; folglich liegt zwiſchen O und 2 
ein Werth von x, welcher £,= 0 macht. — Man berechnet nun £, für 
den dazwiſchen liegenden Werth 1 von x. Auch bier findet man bald, 
daß £, noch poſitiv wird; alfo Tiegt zwiſchen 1 und 2 ein Werth von x, 
welcher f, = 0 macht. — Man fegt nun 1,5 (welches zwiſchen 1 und 2 
liegt) ſtatt x, berechnet dazu f, und findet £, noch immer pofitin *); 
alfo liegt zwiſchen 1,5 und 2 ein Werth von x, welcher f,.=0 macht. — 





*) Um f, zu berechnen für irgend einen Werth von x, wird man fo 
viele lieder deffelben f, berechnen, bis die Nenner der folgenden Glieder 
fo groß werden, daß die folgenden Glieder auf die Anzahl der Decimal⸗ 
fielen, welche man herſtellen will, keinen Einfluß mehr haben. 


\ 
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Man verſucht es nun mit 1,6, und für dieſen Werth non x rechnet ſich 
bald f, negativ aus. Folglich liegt zwiſchen 1,5 und 1,6 ein Werth 
von x, welder , = 0 macht. — Man fegt nun 1,555 1,56; 1,575 1,58 
nach und nach flatt x, berechnet jedesmal f, dazu, und findet den Wert - 
von F, bie drei erſten Male immer wieder pofitin, dagegen das vierte 
‚Mal negativ; alfo Liegt wwiſchen 1,57 und 1,58 ein Werth von x, wel⸗ 
der f,—= 0 macht. 

Man begreift, wie man fo fort fahren Tann, um immer nähere und 
nähere Grenzen iu erhalten, zwiſchen denen ber gefuchte reelle Wer F 
von x liegt. 

Hat man aber einen Werth 1,57 von x gefunden, welche fr 
dem gefuchten fehr nahe Fommt, fo Fann man felbigen durd 
x,— das noch fehlende durch h, alfo den gefuchten Werth | 
von x durch x—-h bezeichnen, und hat nun zur Beſtimmung 
von h die Gleichung 


f,.+h = 0, d. h. roh hꝓoꝛt + 0, 


J 

* 

wo 
x? 

} 

T 

Y 






x‘ 6 
J 
alſo (nach $. 54.) 
x3 
= — 1 5— rt 


u. f. mw. f. ift, während flatt x der Näherungs⸗Werth 1,57 96 
fest werden muß. Läßt man aber aus dieſer Gleichung, welche 
h beftimmen foll, alle höhern Potenzen von h, als fehr klein, | 
weg, fo befommt man bloß 

£ 


+0, alſo ea, 


für diefen Näherungs: Werth von x (1,57) ausgerechnet. Auf 
dieſem Wege befommt man h pofitio, wenn 1,57 ftatt x gefeßt 
wird, dagegen h negativ, wenn etwa 1,58 flaft x gefeßt werben 
ſollte. Welcher der beiden Grenz: Werthe aber bei dieſem letz⸗ 
teen Verfahren genommen werden müfle, wenn x--h wirklich 
dem gefuchten Werthe von x näher liegen fol als der in die 


n 
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er Berechnung von h, zu Grunde gelegte Grenz⸗Werth von 
— hat Sourier zuerſt gegeigt, während die Auflöfungs:- Mes 
hode felbft die Nemton’fche heißt. Hierauf müflen mir fpä- 
ter bei Gelegenheit der Lehre von den höhern Gleichungen noch 
inmal zurückkommen. 
Man findet aber auf diefem Wege, wenn 1,57 fiatt x geſetzt wird, 
SF , foglei) h— 0,0008; dagegen wenn 1,58 ftatt x ſubſti⸗ 
x . 
uirt wird, h=—0,0092. In beiden Sälleu findet fich der -mehr ger 
äherte Werth x-H-h, = 1,5708. 


f, 
Wird dann diefer Werth 1,5708 flatt x gefegt, n h=— -—- IL’ fo 


ndet ſich h abermals negativ dazu, nämlich h= —0,00000368; und man 
ndet nun den gefuchten Werth von x ſchon bis auf 7 Decimalſtellen 
enau, nämlich x = 1,5707963. ' 

Auf diefelbe Weife findet man einen zweiten Werth von x zwiſchen 
und 5, welcher abermals f, zu Null macht, weil f, für 54 negas 
iv, für x—=5 aber pofitin wird (vol. die zweite Abthlg. be nächſt⸗ 
olgenden Kapitels). 

Als neues Beiſpiel kann man die Funktion $L—=7—12x-+-x? bes 
rachten, welche wir ſchon im Beiſpiel zu S. 58.) hinſichtlich des Ganges 
hrer reellen Werthe näher unterſucht haben. — Weil fie für x — wo 
elbſt den Werth — — annimmt, für =—2 aber poſitiv (= +33) 
sird, fo liegt zwiſchen — I und —2 ein (negativer) Werth von x, der 
ie zu Null macht. — Weil fie ferner für = —2 poſitiv (= +23), für 
:— +92 aber negativ wird (nämlid = —9), fo liegt zwiſchen —2 und 
+2 abermals ein (pofitiver oder negativer) Werth von x, ber ſolche Funk⸗ 
ion 7—12x-+-x? der Null gleich macht. 

Und weil endlich diefe Funktion £, d. h. 7—12x-+-x?, für x=-+2 


tegativ, für x + w aber poſitiv nämlich ebenfalls +) wird fo liegt 
wifhen +2 und Fo noch ein Cpofitiver) Werth von x, welcher ber 
zleichung 








7—1%&x--x’=0 
jenügt. 

Der Anfänger mag nun verfuchen, diefe drei reellen Werthe der 
estern Gleichung auf den fo eben befchriebenen Wege näher su be- 
timmen. .Derfelbe kann noch bemerken, baß für x=9, die Funktion 
„7 d. h. noch pofitiv wird, fo daß der zweite Werth von x zwi⸗ 
hen O und +2 liegt, alfo ebenfalls pofltio fich zeigt. Und da für 


r 
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z=-+1, ,=—A alfo ſchon negativ wird, fo liest biefer zweite 
Werth von x swifhen O und 1. — WM. f. m. f. 

In ber bald folgenden „Lehre der höhern Gleichungen” if hierüber 
in der dritten Abtheilung das Weitere zu fuchen. — Hier wollten wie 
nur einſtweilen ben Nugen des allgemeineren binomifchen, (d. h. des Tad⸗ 
Ior’fchen) Lehrfages in einem nahe liegenden Falle der Anmenduns ans 
ſchaulich machen. | 









$. 60. 
‚Man Eanın auch den allgemeinern binomifchen Lehrfag aus⸗ 
dehnen auf den Fall, wo man eine Doppel⸗Reihe bat z. 3. 
Aoo —A:o0X +A,0'Xx? Te 
+Aoı2 +Aı1 a2 FA, 22 + 
TA a'2 2A, ai 2A, — —* 
+ 


4 

welche durch f. Neicnet fon mag, wo nun nicht bloß 3230 
ſtatt x, fondern auch z--k ſtatt z geſetzt wird, und wo man. 
das Reſultat f.phaar abermals in eine Doppel⸗Reihe entwickeln 
will, welche ſowohl nach Potenzen von h als auch nach vorm | 
gen von k fortlauft. 

Man hat nämlich zunächſt, wenn man bloß x+h fatt x ' | 
ſetzt (nach $. 54. ©). J 

Ferne = eh he +02 Poet. Beben, 1 
wo die Koefficienten O6, 9°6,, def,, etc. etc. ale noch 
z enthalten. Setzt man dann in diefer Gleichung links und 
rechts noch z-+-k ſtatt z, fo erhält man auf der rechten Seite 
nach demſelben ($. 54. ©) | 


ſtatt 5, jet rt Mrk- he 
fort dt. jest Abt AN et 


ſtatt 328, jet 3°, 40026,)..k40°00: eat 


u. ſ. mw. f., fo daß die vorftehende Gleichung, fi ſobab z-+-k 
ſtatt z geſetzt wird, übergeht in 


| 
1 
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h2 oo. hs 
et ich 4 I Ei u 


If, -k-1-a(df, MEET — — 5 
+ 09°£. 3 Hat 


k® 
4 95f,. 3T — 
d dies iſt die geſuchte Entwicklung von Frank IN eine Dop⸗ 
⸗Reihe nach hund K. 
Hätte man in f.,zuerſt z+k ſtatt z geſcht und dann erſt 
ch x—+-h ſtatt x, fo hätte man anal 


. 83 
eh det + Bi 
2 
ER ASECHN 4 a rue 
+ 9°f,. a1 : RO 
on: k: 

| Tr 9’. at 

rgleicht man aber diefe beiden Nefultate für Krrneyn mit 
ander, fo findet man noch) 

95). (IE); 9°) = 90) u. ſ. f. 

b. es ift einerlei, ob man jedes Glied von &., zuerft mit 

n Erponenten von x multiplicirt und 1 vom Erponenten fub- 

birt, und dann. erft mit dem Erponenten von z multiplicire 

d 1 an diefem Erponenten fubtrahirt, oder ob man baffelbe in 

ıgekehrter Ordnung thut; — was fich freilich bei der bloßen 

iſicht eines folchen Gliedes 5. ©. A, „2“z” von felbft ver- 

ht. — Deshalb könnte man auch tif, ſtatt O(dfx), oder 

tt (Of). fehreiben, desgleichen d°'f,. flatt 0°(Of,). oder 

ft 0(9*6,).; ferner — ſtatt 22(0f.), oder ſtatt OCA?E.)x5 

ſ. w. f. 
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Sollen nun aber die Werthe von x und z gefunden me 
den, welche f. größer machen, als alle durch Furphuran All 
gebrückten, für ein unendlich⸗kleines hund für alle denkbar 
Werthe von p und q fich ergebenden nächften Nachbars Wert 
von fa., fo darf man nur in dem vorfichenden Ausdruck fi 
fornırk flatt h jest ph, und qh ftatt k fchreiben, und m 
erhält fogleich —R nach Polemzen von- h ‚geordnet, | 
dag man 
1) 8 —— | oo. gr 

f, „ta pr do, —* Be pt, Pt 
erhält Dann darf man nur.die Schlüfle des $. 58.) wie 
holen, und man findet fogleich wieder, daß fr. nicht ein ſolch 
Marimum werden Eann, wenn nicht der Koefficient von h’ ff 
alle denkbaren Werthe von p und q der Null gleich wird, al 
wenn nicht für alle. Werthe von p und q 


2) of,-p+o-q=0 
wird, welches nur Dann der Fall feyn Tann, wenn einzeln 
3) of, = 0 und of, =), 


ift, weil außerdem die Gleichung 2.) nicht eriftiren würbe, wa 
gq=0 und p beliebig, und auch nicht, wenn p—=0 und q!| 
liebig genommen wird. 

Ganz daffelbe muß aber gefagt werden, wenn f,, Klein 
werben fol, als Krrpb,rrgn für alle denkbaren Werthe von 
und q und für einen unendlich-Eleinen Werth von h gebad 
Immer müffen bie beiden Gleichungen 2.) zu gleicher 3 
ſtatt finden. 

Es machen aber die Werthe von x und 2, welche ang d 
Gleichungen 2.) für x und z fich ergeben, den Werth f,. zu eine 
Größten (Marimum), wenn der Koefficient von h? in k.)f 
alle denkdaren reellen Werthe von p und q negativ wii 
Wird dagegen derfelbe Koefficient unter denfelben Vorausſetzi 
gen immer fort poſitiv, fo hat &. (gegen alle nächften Na 
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ar: Werthe Erpt.zrgu) einen Eleinften Werth Minimum). — 
bezeichnet man aber durch 
A, B 6 

üglich die Werthe von | | 

02, a, De, | 
yelche dieſe Ausdrücke für diejenigen Werthe von x und z an⸗ 
ehmen, die den‘ Gleichungen 9,0 und of, = 0 genligen, 
> ift der Koefficient von h? dieſer: \ 


Ap?-+2Bpgq-+Cg?, 
der, wenn man = ſetzt, dieſer 


AH Be Ho) ot — =] 


olglich ift, da die Duadrate allemal pofitiv find, fo lange - 
ur A, B,C fo wie p und q reell gedacht werben, biefer 
eoefficient von h? offenbar immerfort negativ, wenn C &— 
‚egativ ift und AC>B?; dagegen ift derſelbe Koefficient 
Demal und immerfort poſitiv, wenn c pofitiv und 
viederum AC>B? if. 

Iſt daher nicht AC>B?, und find auch nicht zugleich 
\, B,-C alle drei der Null gleich, fo machen die Werthe von 
und z, welche Of, — O und 9%, = 0 machen, den Ausdruck 
ix Weder gu einem Marimum noch zu einem Minimum (in 
Bezug auf alle durch Ferpı,argn ausgedrückten näch ſten Nach 
har: Werthe). — Wird aber AC>B? gefunden (und in die 
fm Falle find A und C beide zugleich pofitio, oder beide zu: 
gleich negativ), fo ift f. ein Marimum, wenn A oder C 
negativ gefunden wird; und ein Minimum, wenn A oder 
C pofitio if. | 

Nehmen wir als Beifpiel 

fx — %? — Axz +3? — 72--4x-+1, 
ſo finder ſich | | 
f,—=—Azt6xti und 9, =4—4x—7. 


Die Gleichungen f/=0 und 9,=0 werden daher jet 
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-42 6420 md 4 - 4 -72 0, 
und geben, wenn man ſolche nach x und nach = auflöſt 
x=;3 md z=%). 
Ferner wird 
of, =6=A, uf , =——4=B um 9, —=4=C. 
Folglich id AC>B? und A und C pofitiv. Demnach nimmt f,,, für 
x=3 md z=% einen Tleinken Werth an, welcher = — 75 if. 
Wie man auch x oder z oder beide, um unendlich wenig vergrößern ober 
verfleinern möge, — immer wird der sugehörige Werth von f, , größer ad 
— 73 werben. 
Nimmt man als zweites Beifpiel 


‚=1—-1%x—277:--x’+2°, 
fo findet ſich ' 
a, = —123-F3x°; a, =—27-}32?; 


02f, = 6x5 9, ,=0; 92, = 62. ' 
Die Gleichungen 9,0 und 9,0 geben jest 
x=+2 md zı=43 

fürx=+2 und z=-+3, wird AC>B? und A (oder C) poſitiv; felgs 
lich hat &, für dieſe Werthe von x und z einen Fleinfken Werth. — 
Für = —2 und z=—3 wird AC>B? und A (oder C) negativ; alfe 
hat für diefes Paar Werthe von x und z, die Funktion f, „ einen größs 
ten Werth. — Sürx= +2 ud z=—3, der z=—2 und z=-+3 
endlich, wird AC<B?; alfo hat dasmal Cin beiden legten Zälen) 

2. weder einen größeſten noch einen kleinſten Werth. — 


Sie 


— — 


Siebentes Kapitel, 





Bon den natürlichen Potensen und Logarithnten. Von den 
künſtlichen Potenzen und Logarithmen. Don den natürt— 
lichen Sinus und Koſinus. 


Einleitung. | 
$. 62. 


In der gefammten Analyfis fpielen die Sinus und Ko— 
ſinus, d. h. sinx und cosx; eine wichtige Rolle. Man kann 
aber zu ihnen auf zweifache Weife gelangen. Der eine (ge 
fchichtliche) Weg zeigt Die Sinus und Koſinus in der Geometrie 
zuerft vor, als Linien in dem Kreife, deffen Radius 1 if, und 
welche von dein Bogen x diefes Kreifes auf die (geometrifch 
fichtbare) Weife abhängen, daß anfänglich sınx mit x zugleich 
aber nicht propsrtional mächft, während cosx gleichzeitig ab: 
nimmt. Beobachtet man aber diefe Abhängigkeit det (Kreig-) 
Sinus und Kofinus von dem (Kreis⸗) Bogen, fo muß man 
ſich bald fagen, daß alle diefe Linien nebft den zugehörigen Bo: 
gen beftimmte Ziffern-Werthe find. oder vorftellen, daß dagegen 
ein allgemeiner Augdrud, der x enthält, exiſtiren muß, 
welcher für die verfchiebenen Werthe, die der Bogen x anneh⸗ 
men kann, die verfchiedenen (Ziffern) Werthe liefert, welche 
sinx hat; und daß ein zweiter allgemeiner Ausdruck exiftiren 
müffe, welcher auf Diefelbe Weife für alle Werthe des Bogens x 
die zugehörigen Werthe derjenigen andern Linien liefert, welche 
im Kreife unter dem Namen cosx vorkommen. 

Betritt man diefen (gefchichtlichen) Weg, fo fucht und fir 
det man (nach $. 47. TIL u. IV.) die Reiben 

Bd. 1. 8 


N 


114 Algebra u. Analufis des Endlicyen. Kap.’ VD. 6.62: . 


c?x? c*x* csx® j x 
1 te ober s[-1. e 


und 


322 828 727 — 244 
x: + ZT en ob. s[-N- Deren, =] 
“welche für jedes c bezüglich eine der Haupt: Eigenfchaften der 
Kofinus und Sinus im Kreife haben. Dann fucht man den 
Werth von c, für welchen in einem einzigen Falle, z. B. wein 
x unendlich⸗klein gedacht wird, Die zweite diefer Reihen wirklich 
den Werth des sinx im Kreife liefert. Man findet (weil sinz 
dem Bogen x deſto näher rückt, je Eleiner x gedacht wird, die 
obige zweite Neihe aber dem cx deſto näher rliekt, je Eleiner x 
gedacht wird) c=1. Man hofft dann, daß für c=1 die 
erfiere Reihe | 





4 6 
+7 + — c0SX, 
und die andere Reihe Zr | 

3 5 7 
tt — sinx 
ſeyn werde, d. 5. Daß dieſe Reihen, wenn man in fie ſtatt x 
die verfchiedenen Bogen-Längen fubftituire, genau die Längen : 
der geraden Linien geben werden, welche im Kreife den Namen 
der Sinus und Kofinus führen. — Diefe beiden Reihen find 
dann, wenn die Hoffnung nicht trügt, die eigentlichen. und | 
wahren Kofinus und Sinus, und was in der Elementar⸗ ⸗Tri⸗ 
gonometrie unter denſelben Namen vorkam, das waren nur die, 
als Linien ſichtbar gemachten, zu den verſchiedenen Werthen des 
Bogens x gehörigen Ziffern-Werthe dieſer allgemeinen 
Ausdrücke. 

In ſo fern aber cosx und sinz nun ſo allgemein aufge 
faßt werden, ſo hat man außer den Sinus⸗ und Koſinus⸗ 
Werthen in der Elementar⸗Trigonometrie, auch noch andere; in 
ſo fern man nach den Werthen fragen kann, welche dieſe Rei⸗ 
hen annehmen, nicht bloß wenn man ſtatt x negative Zahlen 
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ober Null ſetzt, ſondern auch, wenn ſtatt x etwa q+i oder 
p-+q-i geſetzt wird; unter i die V—1 verſtanden. Dies giebt 
cos(qi), Sin (qi), Auch coscp-+g-1) und sin(p--q-i), und 
man findet fogar nach diefer Subftitution, daß cos(gi) einen 
BF reellen Werth annimmt und. sin(gqi) die Form Q-1 erhält, wäh⸗ 
rend, weil 
sin(p-+-qi) = sinp-cosqi$+cosp*singi 





cos(p--4i) = cosp · cos qi — sin p · sin qi . 
gefunden wird, fowohl sirCp-F-qi) al auch coscp+-qi) Werthe 
von der Form P-I-Qi annehmen. | 
So einfach diefer Gang ift, um fich von den ſpeciellen 
Sinus und Kofinus der Elementar-Trigonometrie zu den all 
gemeinen Ausdrücken zu erheben, deren Ziffern: Werthe jene 
nur find, und deren Eigenfchaften im Allgemeinen zugleich bie 
meientlichften Eigenfchaften jener Ziffern-Werthe enthalten, — 
fo wird der geneigte Lefer doch fühlen, daß er auch feine ſchwache 
Seite hat. Es ift namentlich gewagt anzunehmen, dag went 
in dee Reihe | | 
Ä c’x? c5x® 
sat. 
e für irgend einen Werth von x fo beftimmt worden ift, daß 
die Reihe felbft für Biefen Werth von x mit dem elementaren 
einx zufammenfällt — daß diefer Werth von c für alle übri⸗ 
F gen Werthe von x benfelben Werth behalte, — wenn wir auch 
| annehmen. Finnen, daß derfelbe Werth von c für eine unendlich 
} 





*) Da dies die Formeln find | 

sin(<4-z) = sinx-cos2z-F osx: sinz 

und @08(x-+-2) = cosx-cosz— sinx-sinz, 
-  folche aber in den Elementen nur für reelle (eigentlich nur für poſitive) 
Werthe von x und z erwiefen werden, fo kann man diefe Formeln eigent- 
lich nicht fo allgemein gelten Iaffen, als dies oben gefchehen if; und es 
müſſen daher diefelben Zormeln eigentlich vorher noch einmal bemiefen 

werben, daß fie nämlich für jedes allgemeine x und z gelten. 
g* 
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große Anzahl von Werthen von x berfelbe bleibe, die dem er 
fteren näher anliegen. — Auch fragt es fich, ob überhaupt eine 
nach x fortlaufende Neihe eriftirt, welche alle Werthe des Ele 
mentar- Sinus von x auszudrücken im Stande iſt; Denn darang, 
dag die im $. 47. IL) und IV.) gefundenen Reihen eine Ei 
genfchaft der Kofinus und Sinus enthalten, folgt noch nicht 
nothwendig, daß fie nun alle Eigenfchaften von Koſinus und 
Sims, d. h. daß fie jene Kofinus und Sinus felbft alle nt 
. halten werden. 

In diefer letztern Beziehung ift Der andere Weg vorsuge 
hen, der nun näher begeichnet werden mag. Man braucht näm 
lich Elementars Trigonomefrie gar nicht vor der Analyfis zu 
betreiben, und wenn man fie fchon getrieben hat, fo kann man 
ſie doch ignoriren, und kann bier (in der Analyfis), mo ohne 
dieg von den unendlichen Reihen gefprochen wird, dieſe bei 
den Reihen 

x 
tat 

und 

x3 x? 7 

3 ! sta Ti +" j 
unter irgend einem Namen, wozu man die Namen und Zeichen 
cosx und sinx' wählen kann, einer näheren Betrachtung unter: 
ziehen, ihre Eigenfchaften näher Eennen lernen, und es fpäte 
rem Unterrichte in der Geometrie überlaffen, nachzumeifen, daß 
die Ziffern: Werthe, welche fie für die pofitiven Werthe von x 
annehmen, allemal die Längen gemiffer Linien im Kreife au: 
drücken, wenn x die Länge eined Kreisbogens vorſtellt. 

Diefer Weg, der vom Allgemeinen ausgeht und zu den bes 
fonderen Fällen erſt fpäter gelangt, ift ganz gründlich, läßt nir⸗ 
gends etwas zu wünſchen übrig, und kann in den Augen des 
Anfängers nur das Unangenehme haben, daß ihm diefe Reihen 
tie vom Himmel gefallen erfcheinen, während fie auf dem er- 
ftern (gefchichtlichen) Wege aus dem Bebürfniffe hervorgegangen 


Eramer FIRE N 
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CB find, Die geometriich anfchaulichen Geſetze des Fortſchreitens der 
Berthe von sinx und cosx, in allgemeinen Cnalytiſchen Aus 


| drücken nachzumeifen. Allein dieſe beiden Meihen 1a at 
> 3 
und s—H ... erfcheinen ja nicht bloß in Der — 


(im Kreiſe), ſondern in analytiſchen Unterſuchungen ſelbſt, wie 
af wir bald zeigen werden. Go wie fie aber erſcheinen, kann man 
folche fogleich einer nähern Betrachtung unterziehen, und zwar 
ri zeige Die Art der Erfcheinung fogleich garız einfach auch die Art 
u der Behandlung, der fie unterworfen werden müflen, um ihre 
allgemeinen Eigenfchaften auszumitteln. 

Sp viel vorläufig über Sinus und Koſinus. Wir bemer⸗ 
fen bier nur noch daß, nachdem in dem vorftehenden der ge 
fhichtliche Gang hinreichend anfchaulich gemacht worden iſt, wir 
in dem gegenwärtigen Kapitel abfichtlich den zweiten Gang ein- 
fchlagen, alfo Elementar:-Trigonometrie gar nicht vor: 
ausſetzen, fondern fpäter erft die Anwendung unferer 
Reihen auf Geometrie und auf ben Kreis ung vor: 
behalten. 


$. 63. 

Ganz anders ift e8 mit den Potenzen. — Gegt man 
b=a—1, ſo daß a=1-+-b ift, fo ift nach dem binomifchen 
Lehrſatze 
* (1* 1-Lxb-Lx(&—1)-D 3 1 2(1)x2) te. 


Multiplicirt man nun hier x(x—1), x«(&x—1)(x&— 2), u. ſ. f. d. h. 
verwandelt man dieſe Produkte bezüglich in die algebraifchen Sum⸗ 
men —xtx?, 2x—I3x?4x?, u. ſ. f., fo befommt man. fogleich, 
5 wenn diefe Werthe in obige Neihe fubftituirt werden, und wenn. 
4 man die Glieder ordnet, eine Doppel:Neihe, welche entweder _ 
| nach Potenzen von. b fortlaufend geordnet werben Fann, fo daß 
die Koefficienten (endliche oder unendliche). Reihen. nach x find, — 
1 welche aber auch nach Potenzen von x geordnet werben Fan, 


/ 
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fü daß die Koefficienten Reihen nach b find. Hier weiß man 
alfo, dag die Elementar-Potengen, Die man früher kennen ge 
lernt bat, fich wirklich durch eine, nach ganzen Potenzen vonx 
- fortlaufende Neihe ausdrücken laſſen. Wenn man daher im 
$. 47. I) alle nach ganzen Potenzen von x fortlaufende Re 
ben gefunden hat, welche mit der Potenz a* die Eigenfchaft ge 
mein haben, nach welcher a'-a' —a't” if, und wenn dieſe 
alle in der einzigen 
2.2 3.3 4, % 

Hate 

ſtecken und aus biefer einzigen für die verfchledenen Wathe de 
man ſtatt A feßen mag, hervorgehen, fo muß die obige, mittelf. 
des binomiſchen Lehrſatzes für a* erhaltene, nach ganzen Poten⸗ 
zen von x fortlaufende Neihe, ebenfalls darunter mit begeifen- 
ſeyn, und man kann füch daher die Srage fielen: „Welchen 
„Werth muß A annehmen, damit’ die Reihe R, den Werth 
„der elementaren Potenz a" (mo a beliebig, aber x poſitiv ober 
„negativ ganz, oder wo x beliebig reell, aber a pofitin gan 
„ober gebrochen ift) erhalte, welchen der Werthe von x man auch 
„immer flatt x feen möge! — Zür jedes andere a wird and) 
A anders werden müflen, und nimmt man A zuerft an, fo wird 
ſich a dazu finden laflen, und fo, daß der, Werth der Reihe R. 
mit dem Werthe der elementaren Potenz a" zufammenfält, fo 
oft flaft x einer der Werthe geſetzt wird, für welchen a! einen 

Werth hat. 


Es geht aber die Glechung zwiſchen A und a, aus der 
Gleichung 


A?x2 A3x? A%x a 
y de tant in 
hervor, wenn man 1 flatt x fegt, Sie wird daher Sie: 


ga, _ Ar? _ As [A 
a Hg sl 
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Beeichnen wir nun den zu A=1 hieraus ſich ergebenden 
Werth von a durch ce, ſo geht die Gleichung 1.) über in 


yet =s[5] 
während e felbft vun it vu die Gleichung 
4) \ e=1+7 I4ata+ =s[ı | 


" Berechnet man fich dieſen Werth von e in Form eines Decis 
malbruches, fo erhält man niberungöiweie 
5) e277182818 --- 

Hat man aber den werh A zu einem gegebenen Werthe 
von a dergeſtalt beſtimmt, daß die Reihe R, mit dem Werthe 
der elementaren Potenz a" für alle die Werthe von x zufam- 
menfällt, für welche a" in den Elementen eine Bedeutung: erhal 
ten hat, — fo ift die Reihe R. allgemeiner als a’, weil R, 
der wirkliche Ausdruck, d. 5. die wirkliche Folge der ange 
zeigten Operationen iſt, welche mit x im Allgemeinen vorgenom- 
men find, — weil daher R, für jeden, alfo auch für jeden 


imaginären Werth von x, feine beftimmte Bedeutung hat, wäh " 


rend dag, was man in den Elementen unter a” verfiand, bloß 
einige der Werthe dieſer Neihe find, für einige (nämlich höch⸗ 
fing für alle reellen) Werthe von x. Wir erblicken alſo in 
der Reihe R, in Bezug auf die Potenz dag, wonach wir im 
$. 11.) firebten und können vielleicht die Reihe R, als die ale 
gemeine Potenz binftelen, d. 5. wir Eönnen vielleicht unter 
dem Namen ber allgemeinen Potenz biefe Reihe R, einer 
nähert Betrachtung unterziehen, während ale frühern in den 
Elementen bekannt gewordenen Potenzen in bieſer allgemeinen 
enthalten ſind. 

Verfolgt man dieſen Weg, fo findet man eine kleine Schwie⸗ 
tigkeit, welche fich der Ausführung dieſer Idee hemmend entge⸗ 
gen zu ſetzen fcheint, und welche darin befteht, daß man nicht 
weiß, ob und wie zu jedem a auch allemal dag zugehörige A 
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wirklich gefunden werden könne. Dies ift der Grund, warum 
wir in dem Solgenden die Neihe R, einftweilen bloß in dem 
alle einer nähern Betrachtung unterziehen, in welchem A—1 
genommen wird. 

Diefe in dem vorhergehenden und dem gegenwärtigen I 
ragtaphen eingeleiteten Unterfuchungen mögen nun felbft folgen. 






Erfte Abtheilung. 
Bon den natürlichen und künſtlichen Potenzen und Logarithinen. 
$. 64, 


Bon den natürlichen Potenzen. 


Die obige Neihe R, für den Fall, daß A—1 iſt, allo 

die Neibe | 
14437 tat te Sl) 

mag durch e” bezeichnet und natürliche Potenz genannt wers : 
den, während e die Bedeutung des $. 63. N. 4) hat. | 

Hieraus folgt fogleich: | 

1) Die natürliche Potenz e* fält mit der in den Ele⸗ 
menten definirten reellen Potenz a’ für a — e zuſammen, iſt 
aber allgemeiner als letztere, weil in der gedachten Reihe dns x 
auch einen imaginären Werth haben kann, oder beſſer, weil eben 
jetzt erſt unter eñ ein allgemeiner Ausdruck, d. h. eine Reihe 
angezeigter Operationen verſtanden wird. | 

2) Da die Reihe Rx (nad) $. 47. 1.) für jeden Werth 
von A die Eigenfchaft hat, daß 

R,.- R, — R,+: 

ift, fo bat fie diefelbe auch für A=1. — Alfo ift für jedes 
reelle oder imaginäre, nämlich für jedes allgemeine x und z, 


J. de I er 
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woraus fogfeich auch noch folge 


II. ee! et"), 


Serner folgt noch aus L): 


ce ei. e*. e*. . — 


oder 






Mm. (Ye, 
wenn nur m eine pofitive ganze Zahl vorſtellt. — Zulegt 
ift aber auch noch 


= — = (nad) L)e”""; 
em 


alſo gilt die Formel IM.) auch noch, wenn m eine negative 
ganze Zahl vorftelk. 


$. 69. 

Bon den natürlichen Logarithmen im Aligemeinen. 

Jeder reelle oder imaginäre Ausdruck x, welcher Die Eigen 

| ſchaft hat, daß er e';—=a macht, mag bier und in der Folge 

immer durch loga bezeichnet und. dieſes Zeichen Zoga der na: 

türliche Eogarithme von a genannt werden *). 

1. Da bie Gleichung ea, aus welcher biefer, durch 

loga oder x bezeichnete Ausdruck gefunden werden fol (nach 
$. 64.), Eeine andere als dieſe ift: 


a4 tar tar tat 0 


folglich Die Form einer höhern Gleichung hat, die gleichfam 
vom unendlichen Grade ift, fo Eönnen (und werden) mehrere, 


*) Multiplieirt man nämlich ex mit e*, fo erhält man (nach 1.) 
fogleich e*””T oder e* 


xx) In andern Schriften ſieht man denfelben auch durch Zog.nat.a 
oder doch durch Zogn.a bezeichnet, was natürlich eben fo gut iſt. Da man 
in der ganzen Analufis faft nie andere als natürliche Logarithmen gebraucht, 
fo if es am bequemſten gerade diefe durch das einfachfte Zeichen aus: 


—f 


zudrücken. 
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ja unendlich viele Werthe von x erifliren, die alle einander nicht 
gleich find, welche aber die Eigenfchaft mit einander gemein ha⸗ 
ben, daß fie e,—=a machen. 

I. Giebt man dem x nad) und nad) alle fietig wachen 
den pofitiven Werthe, von O an bis. in’ Unendliche, fo 
wächft e* von 1 an fletig bis in's Unendliche, und ift und 
bleibt immer pofitin, weil alle Glieder der Neihe e* pofitis 


find, und für jedes größere x felbft größer werden. — Gidt : 


man nachher dem x alle durch —y vorgeftellten negativen 


Werthe von O bis in's (negative) Unendliche, fo erhält man | 


(megen e=e’= 5) für e* abermals lauter poſitive 


Werthe, welche von 1 an bis zu Null bin ohne Ende fort ab 
nehmen. — Hieraus folgt: 

1) Eine negative Zahl —a hat keinen reellen Werth 
des natürlichen Logarithmen, weil, wenn x berfelbe wäre, dam 
e —=—.a feyn müßte, während e” für jeden reellen Werth von 
x immer pofitio wird.” Jeder natürliche Logarithme einer ne 
gativen Zahl ift alfo immer imaginär. 

2) Eine pofitive Zahl a hat immer einen, aber auch 
nur einen einzigen reellen Werth ihres natürlichen Logarith⸗ 
men, welcher O iſt für a1, welcher pofitin iſt für a>1, 
dagegen negativ für a<I. — Hat daher ein natürlicher Lo⸗ 
garithme einer pofitiven Zahl mehr als einen einzigen Werth, 
fo find die übrigen alle imaginär. 


. 66. 
Bon den reellen naturlichen Logarithmen (der poſitiven Zahlen). 

Wird a poſitiv vorausgeſetzt und bezeichnet man durch Za 
den, allemal exiſtirenden und einzigen reellen Werth des natür⸗ 
lichen Logarithmen von a, fo fällt Za mit dem in den Elemen⸗ 
ten betrachteten reellen Logarithmen, für den Ball sufammen, 
daß bei Ießterem die Zahl e ($. 69.) zur Bafis genommen wird. 
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Für diefe reellen natlirlichen Logarithmen gelten daher Die aus 
den Elementen bekannten Säge der Logarithmen, nämlich 


1) L(ab) = Za-+-Lb; 
9 —*3 —La—Ib; 
9) | La) = —b. da; 
und 4) Liya)— — 
Sie Eönnen bier auch augenbliki, fo wie dort, erwieſen werden. 
— §. 67. 


Berechnung der reellen natürlichen Logarithmen. 
Sucht man ach $. 63.) den Werth von A, damit die 


Reihe 


A?x? A?x? A:x* 
a m er 
der reellen * a" gleich werde (mo a pofuio gedacht iſt), 
ſo findet man für x1, 
A, A? 
17 +7r 57 Ar 31 te =a, 


ober. | on d, h. ‚A= La, 


6b “ für jedes pofitioe a und reelle x allemal 


x GEREET La | wat 1a" +2 (La)? Leu. 


wird. — Subtrahirt man von jeder Seite * Gleichung 1.) 
die Einheit, dividirt man durch x und wird zuletzt O ſtatt x 
geſetzt, ſo erhält man 


I. - La 21 (für x=0) 


Setzt man nun 14-b=a, alf b= at fo wird noch nach 
dem binomifchen kehrſatze 


—EE—— + + n — u bt. 
Diefe Reihe zur Rechten muß alfo der J.) zur Rechten gleich 
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ſeyn. Zieht man die Einheit von beiden ab, dividirt man beide 
durch x, und feßt man dann in beiden Null ſtatt x, fo müflen 
‚ die Refultate, die aus beiden hervorgehen, noch einander gleich 
ſeyn. Dies giebt aber (wenn man noch ftatt b feinen Werth 
—1 fest) augenblicklich die. Gleichung 

La= (@—1)— a1)? +4@ 1? — Ka—1)t+--, 
oder, wenn flatt a fein Werth 1--b gefeßt wird, 

WM. ZA+b=b—%b?-+3b®’—1b°--... 
Sest man hier —b. flatt b und fubtrahirt man beide Reſul⸗ 
tate, ſo findet man noch 


iv. ES SEEN ——————— 


— — 


Nach dieſen Formeln könnte man zur Noth den reellen 





natürlichen Logarithmen von 1--b und von m Näherungs⸗ 
Weiſe berechnen, wenn b<<1 iſt. Wollte man aber von einer 
beliebigen pofitiven Zahl p den reellen natürlichen Logarithmen 


berechnen, und Eönnte man fich die abfolute Wurzel Yp=w 
verfchaffen, für den Fall, daß die Zahl m beliebig und ziemlich 
groß genommen wird, fo ift w allemal von der 1 fehr wenig 
verfchieden. Setzt man dann 

1+-b=w, di bew—l 
oder 

Dow ale’ b= wo, 
fo wird m Seiten Fällen b fehr Elein, und man bekomme dann 
aus III.) oder IV.) den Werth von Zw jedesmal mittelft eines 
fehr ſchnell convergivenden Reihe. Weil aber | 


vp—wiſt, ſo iſt ach pPp=w", 
alſo (nach $. 66. N. 4.) | 
Lp=m-Lw; 
und fo hat man auch Zp gefunden. Dabei könnte man m fü 





nehmen, daß man Yp durch auf einander folgendes Quaͤdrat⸗ 
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Wurzel: Ausziehen erhalten Fan, 5. B. wenn m==4, oder 
m==8, oder m = 16, oder überhaupt m — 2” genommen wird. 


Set man Z fiatt b in II), fo erhält man links 


142) 85. ET! 55. Datl)—Lx. Die Ole 
chung felbft wird dann | | 
1 1 1 1 
V. LAI) — Lıt+ etz at ... 
Diefe Reihe ift fehr bequem, um, wenn man bereits Die 
Logarithmen größerer Zahlen z gefunden hat, die, der nächft grö- 
Beren Zahlen 241 zu berechnen. Iſt 5. B. 210000, fo 


haben die Glieder mit 22, z? etc. etc. im Nenner keinen Ein: 
ug mehr auf die 7te Decimalftelle, fo daß man dann. bloß 

L@+)=Lr+l ode La+— = 
nehmen kann. 

Man Eann viele folche Gleichungen conftruiren, durch welche 
die Logarithmen der folgenden Zahlen in die Logarithmen der 
vorhergehenden ausgedrückt werden. Um nur noch ein Beiſpiel 
u geben, feßen wir in der Gleichung IV.) 





1+b nz 0% 
1—-b nn’ alfo b= In—z 
Dann erhält man 
VI. L(n--2) = 


zZ 2 v ,, z \5 
tt) rel) +] 
Dies ift eine Formel, durch welche man, wenn n-fchon recht 
groß und Zn fchon berechnet ift, fogleich den Logarichmen 
L(a-+z) *) einer jeden von n um z entfernten Zahl bequem 





*) Wir brauchen kaum befonders darauf aufmerkfam zu machen, daß. 
man bloß die Logarithmen der Primzahlen zu haben braucht; da der Lo⸗ 
garithme jeder zuſammengeſetzten Zahl a-b gefunden wird, wenn man Za 
nd Zb zu einander addirt. 
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berechnen kann, wenn nur z viel Eleiner als n if, damit —— * er - . 


ſehr Elein werde. 
Da d= (2° ift, letztere Potenz u wenn man ihr 


die Form (1--y)* giebt, wo „2-1 = iſt, nach 


dem binomiſchen Lehrſatze ebenfalls in eine Reihe nach y ver⸗ 
wandelt werden kann, fo kann man auch 1 von diefer nam 


Form für c* ſubtrahiren, durch x dividiren und zuletzt Null 
flott x fchreiben. Man erhält dann (aus IL.) 


VI. Le= * 14 —) +) 44 —) += 
mo man wieder Ya ſtatt c fchreiben kann, um L(Ya) d. A 


Z.La, alfo La auch in dem alle, wo a etwas groß ſeyn 
follte, bequemer zu erhalten, weil dann m immer groß geung 








genommen werden kann, daß Ya—1 fehr Elein wird. . 

Anmerkung. In der neueren Zeit hat man zur Bere» 
nung von Logarithimen- Tafeln noch viel bequemere Sormeln com 
firuirt, worüber man La croix Trait€ du calcul diff. et intögr. 
T. Ill. Chap. I., fo wie noch den 2ten Band dieſes gegenwãar⸗ 
tigen Werkes Kap. 13. nachlefen kann. 


$. 68. 
Don der Tünftlihen Potenz. 


Da u ss 67. I.) die Reihe 
La 2 3 (La)? 
1 > ——— (La) ++. 
für jedes pofitive a und fir jedes reelle x allemal der reel⸗ 
len Potenz a” (wie folche in den Elementen definirt worden if) 
gleich ift, fo wollen wir Eünftighin dieſe Neihe für jedes reelle 
oder imaginäre x d. h. für jedes allgemeine x, aber ‚für ein 
pofitives a, durch a” 
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bejeichnen, und dies num allgemeiner aufgefaßte Zeichen eine 
künftliche Potenz nennen. — Danach ift bie reelle Yotenz 
in der Eünftlichen, als ein befonderer Fall enthalten, nämlich 
wenn x reell ift. 

Wei „ober die gedachte Reihe (nach $. 64.) nichts weiter 
iR als e* fo ſieht fich die Einftliche Potenz fogleich auf 
die —* zurückgebracht und zwar mittelſt der Gleichung 

(G) ... a* — e* 
Daraus folgt fogleich 


2) Mama 

3) a*.b* — (ab)" 

4) a':b"—= (a:b)), 
wenn nur die Dignanden a, b pofitiv find, während x und 
z gang allgemein gedacht werben und daher auch reell oder ima- 
ginär feyn Fönnen. 


Die Formel 1.), alſo auch die 2.) folgt auch u aus 6. 47. 
1). — Die 3) beweiſt fih fe: Es if met, Wed; om 
| at.bt — erZatZb) _ ex. Zalb) _ (ad, — Die 4 folgt Ban wieder. 
aus der 3.), indem man beide Seiten ber Gleichung mit b* multiplieirt. 


%. 69. 
Bon dem Tünftliden Logarichmen. 


Mit der Fünftlichen Potenz iſt der Fünftliche Logarithme 


logb zugleich gegeben, wenn man darunter jeben reellen oder 
imaginären Ausdruck x verfteht, welcher a’, = b macht, unter 
der Voransfegung, daß a und b zugleich pofitiv 
find, und a nicht —=1 iſt. 

Um x zu finden a aus a” —=b, darf man nur flat aX den 
gleichen Ausdruck e ”* fchreiben. Dann bat man 


er b, alſo xZa=bgb md x— en 
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Man hat alfo 
(©). logb— 48” — — logb; | 
d. h. man findet alle Werthe des Eünftlichen Logarithmen 
von b für die Bafis a, wenn man alle Werthe des natür⸗ 
lichen Logarithmen von b durch den reellen Werth des natür 
lichen Logarithmen der Baſis a dividirt, oder mit dem Faktor 





1 re 1 . . 
I multiplicirt. — Diefer Faktor 7 wird dabei der Mo⸗ 


dul des künſtlichen Logarithmen genannt. 

Aus der Formel ©.) in Verbindung mit $. 67. N. N. 1.) 
und 2.) geht aber ſogleich noch hervor: 

1) Eine negative Zahl —b hat keinen reellen Werth 
des künſtlichen Logarithmen; alle feine Werthe „find daher in 
diefem Falle imaginär. 

2) Eine pofitive Zahl —b Hat allemal einen und nur 
einen einzigen reellen Werth ihres Eiinftlichen Logarithmen, und 
Diefer ift der in den Elementen unter dem Namen des reellen 
(und in anderen Schriften unter dem Namen des Eünftlichen) 
vorkommende Logarithme. — Hat daher der Hier definirte 


Fünftliche Logarithme einer pofifiven Zahl mehr als einen Werth, 


ſo ſind die übrigen alle imaginär. — Dieſen einzigen reellen 
Werth des künſtlichen Logarithmen einer (poſitiven) Zahl b mir 


die Baſis a, Fönnte man durch Lb begeichnen. 


| 


3) Zür die Fünftlichen reellen Logarithmen gelten dieſelben 


Sormeln, welche $. 66. N. N. 1—4.) für die natürlichen reel 


Ion Logarithmen gegeben worden find, wenn nur die Logarith⸗ 


men ale für eine und dieſelbe (verftcht fich allemal poſitive, 
übrigens beliebige) Bafis genommen find. Außerdem findet man 
auch leicht noch) 

—— —— d.h. ia=La. Lb. 


Ale 


| 


| , 
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Ale dieſe Formeln find aber auch fchon in den Elementen ($. 12.) 
für diefelben (reellen) Logarithmen entwickelt. 


4) Multiplicirt man die Neihen rechts in den Gleichungen 


$. 67. III. IV: und VII.) mit dem Modul Z— , fo bat man 
Reihen, welche bezüglich die reellen Werthe pi Fünftlichen 
1-+b 





Logarithmen von 1--b, 1-5 und c, für die Baſis 
a, geben. — Die Gleichungen V.) und VL) des $. 67.) gehen 
aber, wenn man fie mit in multiplicirt und wenn wir flatt L 


lieder Zog [chreiben, für bie reellen Eünftlichen Logaritimen in- 
folgende fiber: 


Log) = Logıt 7, Ti ic art act ] 
und | 
Log (n--z)= | 
1 _E 11, 2 ⸗ 7 5 
Logn-+? La Er ++ (gr) Hg +] 
ſo dag man mittelft dieſer Reihen auch Die reellen Werthe ber 


künſtlichen, durch Log bezeichneten Logarithmen auseinander 
berechnen kann. 


5) Set man in der Formel $. 67. N. IL) — ſtatt b, 
und multiplicirt man ſolche noch mit ——, fo erhält man, 


weil 14, = Tr iſt, 





Log(n-+z)— Logn = —— * 14 +44+-) 


Nimmt man nun n fo groß, bag = — und = ſo klein werden, 


aß für den Zweck der Rechnung ie een u höhern Po⸗ 
Bd. L. 
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-, | 
tenzen von — und — außer Acht gelaffen werden Eönnen, fo 
hat man, aus vorfichender Gleichung, genähert 
1 2 
Log(n+z)— Zogn = Ta 
und | 
1 2 
Log (a2) — L,gn=-.-' ; 
folglich ift, wenn man diefe beiden Gleichungen durch einnnder 
dividirt, (genähert) _ 00 
LDog(n+-) —Logn _z, Y Ä 
Loga--zN) —Iogn Ol? 
d. h. „die Differenzen der reellen Logarithmen fehr großer aber 
nmicht zu viel von einander verfchiedener Zahlen verhalten ſich 
RN einander, wie die Differenzen biefer Zahlen ſelbſt.“ — 
Denkt man ſich 2 10, und z=1, 2, 9, 4, 5, 6, 7, 8 oder ” 
fo giebt die letztere Gleichung (genäbert) 
Log (a-}2)=Eogu-tz- use Hi —Zogn, 
Darauf gründet ſich aber die Einrichtung der Difereng»Cheile in den ges 
wöhnlichen Logarithmen⸗ Tafeln. Kennt man nämlich die reellen Logarith⸗ 
men zweier nächſt auf einander folgenden fünfsifferigen Sahlen, 4. ©. ber 
Zahlen 34296 und 34297, fo Tennt man auch, wenn a—=10 if (bie te 
garithmen alfe Brigg'ſche find), die Logarithmen der beiden fechssifer- 
gen Zahlen 842960 und 342970, welche Iesteren Zahlen um 10 von ein⸗ 
ander verfchieben find, fo daß man 
n = 342960 und n-H10 = 342970 


nehmen Tann. Sieht man daher dieſe beiden Logarithmen von einander 
ab, ımd dividirt man den Meberfchuß des einen über den andern, barch 10, 


fo hat man den Werth von Zee tin in, wenn wir für den 
Augenblick unter Zog die Brigg’fchen Bogarithunen veriehen; und multi 
plieirt man diefes Reſultat nach und nach mit 4, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8 
und 9, fo hat man den Werth von z- Le erde 2 fürz=i, 
2, 3, &, 5, 6, 7, 8 oder 9, und diefe Nefultate — in den Tafeln ei 
die Differengs Theile ausgerechnet, welche man zu Zognd. h. zu Zog342964 


nach und nad) abdiren muß, um nach und nach Zog(n+z) d. h. die %e 
garithmen von 342961, 342962, 342963, 342964, 342965, 342966, 342967, 


A 
F 


J 
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343968 und 342069 ziemlich ſchnell und bis auf 7 Deeimalfellen richtig 
zu haben, letzteres weil — dasmal höchftens 3 — iR, die weggelaſſe⸗ 
nen 2 und höhern Potenzen diefes Bruches alfo auf die 7te Decimals 
felle noch Feinen merklichen Einfluß äußern. 

Anmerkung. Es ift nun Zeit, daß wir daran benfen, 
alle Werthe des natürlichen (und daher auch nach $. 69. ©.) 
die des Fünftlichen) Logarithmen jeder reellen und jeder imagi- 
nären Zahl von ber Form p-+q-i zu finden. 

Sollen aber alle Werthe von der Form at-B-i gefunden 
werden, welche flatt x geſetzt e = p-Lq:i machen, fo muß 

etri_nhgi d.h ee —prgi 
werden. — Nun wird aber (nach $. 64.), wenn man p-ı ſtatt 
x ſetzt, weil 
?=—1, i —i, t=+1, i⸗ =+i, = —1, 


"= -i, 1’ =-H1, 





etc. etc. ift, fogleich 


u —— 
+i (5 ®B_ +) 
Die obere Reihe mit e — ng Saber —=p, die untere 
mit e* multiplicirt muß dagegen S q werden, und aus biefen 
beiden Gleichungen muß man nun die Werthe von a und PB 
finden, und bie reellen. Darunter ſtatt der gefuchten nehmen. Go 
kommen wir zu biefen beiden neuen Reihen 
- 2 4 
ta 


und 


welche wir zuvor und zunächſt ausflipelicher betrachten: wollen. — 
Die gegenwärtige Aufgabe wird dann im $. 82.) ihre Löſung 


finden. | 
N % 
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Zweite .Abtheilung. 
Bon den natürlichen Sinus und Kofinus. 


| \ $. 70. 

Die beiden unendlichen Reihen, welche fich in der Potenz 
Reihe e dadurch abfondern Iaffen, dag man alle Glieder ohnei 
zufammenfaßt, und dann auch alle mit i behafteten Glieder zw 
fanmennimmt, bezeichnen wir von nun an bezüglich durch cosx 
und sinx*), und fprechen diefe Zeichen aus: „Koſinus von zit 
und „Sinus von xU. 

Nach diefer Definition hat man alfo 


x? xt x$6 x8 
J. cosxs æz Ss t7r gr ter" 





x® x9 
I. sinK=X—ar +37-7rt77- 
und auch | | 
IM. E! — cosx-Hi-sinx, 
woraus noch, wenn man —ı ſtatt ı ſetzt, 


IV. ei 005x—i-sinx u 
hervorgeht. — Löft man‘ aber die II.) und IV.) nach cosx 
und sınx algebraiſch auf, d. h. addirt oder fubtrahirt man fie, 
um abmwechfelnd sinx oder cosx zu eliminiren, und divibdirt 
man einmal durch 2, das anderemal durch 2i, — fo erhält 
man noch: | 


6 —xi si —-xi 
—— md VL sine, | 


| V. cosx= OR 


*) Wir befolgen hier den zweiten der im $. 62.) bezeichneten Wege, 
ignoriren die Elementar- Trigonometrie gänzlich, verfichen 
unter cosx und sinx diefe beiden unendlichen Reihen nach x, und zei⸗ 
gen dann ſpäter (in der Geometrie), wie die Werthe dieſer Reihen jene 
Linien im Kreiſe ſind, in Zahlen ausgedrückt. 
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$. 71. 
Will man Eigenſchaften dieſer Kofinus- und Sinus⸗Rei⸗ 
hen ausmitteln, ſo darf man nur von den Eigenſchaften der 
Potenzen ausgehen, nach welchen 


NMei-e=1. 
und 
er _e ſo wie Ä-EAE“ 


if, — und in dieſe Gleichungen ftatt der Potenzen bie ihnen 
(nach IIL und IV.) gleichen Koſinus⸗ und Sinus: + Ausdrücke 
fubftituiren. Dann erhält man fogleich 

(O)-*- sinx? -Hoosx? —=1; 

vu. sin(x-+Z) = sinx-Cc0sz-1-cosx-sinz; 
VII.  cos(x-+z) =c00sx-cosz— sinx- sinz; 
RX. sin (X — 2) = sinxX-C0SZ— cosx· Sin 23 

X. C0S(K— 2) =C085X 0082 sinx - sinz. 

Diefe 11 Sormeln enthalten die Grundlage aller Eigen: 
fchaften der Sinus: und Kofinug-Neihen, alfo der fogenannten 
analytifchen Trigonometrie. Man kann aber noch damit 
in Verbindung bringen’ 

XL. sr0=0; Xu. c050=1; 

XM. sn—x)=—sinx; XIV. cos(—x)=cosx, 
welche vier Gleichungen aus der bloßen Anficht der Sinus: 
und Kofinus- Reiben ohne weitere Rechnung hervorgehen, fobald 
man nur unter sin O, sin(—x) das verficht, was aus sinx 
hervorgeht, wenn O oder —x flatt x geſetzt wird; u. f. w. 

Außerdem findet fi) noch aus VIL) und :VIIL), wenn 
< fiatt 2 geſetzt wird, 


XV. sin 2x — 2sınx-Cosx; 
XVI. c0s2x = c0osx? — Sin x? 
—1—2sinx? 
= %c0sx? —1. 
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$. 72. 

Sol die Summe oder die Differenz zweier Sinus ober 
zweier Koſinus in ein Produkt verwandelt tuerden, fo Darf mm 
nur die Sormeln VII. — X.) paarweiſe abbiren und ſubtrahire 
babei aber noch a ſtatt x-+-z und b flatt x—z ſetzen, und 
man erhält fogleich 

1) sina-]- sinb— 2sın Ma-tb). cos {a—b); 
2)  sina— sinb = 2cos z(a-+-b)- sn 4a—b); 
3)  cosatcosb = 2cos #b-+a):cos 4(b—a); 
4)  cosa—cosb — 2sin 4(B-+a)- sin #(b—a). 

Und weil man flat 1 auch cosO feßen kann, fe erhält 

man (aus 3. und 4.) auch noch 


5) 14+-cosb= 2(cos zb)” und 6) 1—cosb— sin +b)*. 





q 


Diefe Iettern beiden Bormein find übrigens von der XVL) nicht 


verichieden. 
$. 73. 


Winl man die Werthe der Sinus» und Koflnuds eigen 
für die auf einander folgenden pofitiven Werthe von x, von 


x=0 an bis zu irgend einem Werthe von x hin berechnen, 


fo braucht man die Glieder biefer Reihen nur für einen ſehr 
Eleinen Werth z von x wirklich zu berechnen (in welchem Falle 
Die Reihen äußerſt ſchnell convergiren, fo daß zumeilen ein eins 
ziges Glied ausreicht, um sinz und cosz bis anf 7 Decimal⸗ 
fielen gerian zu haben). — Dann aber kann man die Formeln 
VI.—X.) des $. 71.) zu Hilfe nehmen, um mittelft eines re 
currenten Geſetzes die folgenden Werthe der Sinus und Ko 
ſinus aus den vorhergehenden abzuleiten. — Addirt man 
z. 3. die Sormeln VI) und IX.), desgleichen die Formeln 
VII) und X.) zu einander, fo erhält man fogleich 

1) sin(x-+2) = 2cosz- sinx—sinx—z); 

2)  cos(x-+2z) = %cosz-cosx—cos(x—2) *). 


*) Dei wirklichen Berechnungen von Sinuss und Kofinuss Tafeln, 
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$. 74. 

Seht man von den Betrachtungen der Elementar- Trigono⸗ 
metrie aus, fo weiß man, daß die dortigen sinx mit dem Bo⸗ 
gen x zugleich wachſen bis x dem Quabranten gleich wird, 
während unterdeflen die Kofinufle abnehmen. Weil wir aber 
bier Die ElementarsTrigonometrie gänzlich ignoriren, fo müflen 
wir die analptifchen Hilfsmittel anwenden, um den Gang ber 
Werthe von sinx und cosx für alle, nach und nach von O 
bis in's poſitive Unendliche Hin wachſeuden Werthe von x, 
auszumitteln. 

Zu dem Ende ſeyen x und x-h zwei nächſt auf einan⸗ 
der folgende Werthe von x, deren zugehörigen Werthe von sinx 
und cosx, nämlich sinx und sin(x-+-h), desgleichen cosx und 
cos(x-H-h), wir nun mit einander vergleichen wollen. 

Zuvörderft geht aus der Definition des $. 94.) unmittel- 
bar und ohne Weiteres hervor: 


I. d(sinx), = cosx; I. &Xcosx), = — sınz. 
Daran folgert fogleich 
d? sınx = — sinx; 8’ sınx = —cosx, B*sinx = sinx; etc. 


d?cosx - cosx; Boos —--sinx; Btoosx —=cosx; etc. 
Rithin iſt nach dem allgemeinern binomifchen Lehrfage ($. 54. ©.) 
M. sin&k-th)= 
h? h® 
sinx-H-cosx- «h—sinx-—— gr cosx- zart" 
IV. cosx+-h) = 


c0sx— sinx-h—cosx- ‚art sinxr —.. *). 


bedient man ſich noch viel ſchneller zum Ziele führender und bequemerer 
Kittel. ©. Lacroix Trait6 du caleul diff. et du calcul int, T. III. Chap. J. 
*) Dan kann diefe Formeln auch erhalten, wenn man von den Sosieln 
sin(x-+-h) = sinx-cosh-+cosx-sinh 
cos(x-FHh) =cosx-cosh+ sinx-sinh 
zusgeht, flatt sinh und cosh aber bie Reihen fest, die dieſe Zeichen vor⸗ 
tellen, und zulegt dad Ganze nach horbue. . 
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Weil nun h unendlich-Elein gedacht ift, fo laſſen diefe Ent 
widlungen (II. und IV.) fehen (nach $. 58.): 

1) Die Werthe von sinx wachfen mit x zugleich unmeb 
lich, fo lange cosx pofitiv ift; fie nehmen dagegen ab, während 
x wächſt, fo wie cosx negativ wird; und es findet ber Ueber 
gang der Werthe sinx vom Wachfen zum Abnehmen ftatt, ſo 
wie Gum erfien Male) cos —=0 wird. 

2) Die Werthe von cosx dagegen nehmen ab, während x 
wächft, fo lange sinx pofitiv iſt; fie wachſen dagegen mit x 
zugleich, fo lange sinx-negativ iſt; es findet endlich der Weber 
sang vom Abnehmen Biefer Werthe zum Wachfen derſelben ftatt, 
in dem Augenblicke, wo sinx —=0 feyn follte. 

De nun sinx für x—=0, felbft der Null gleich wird, und 
für fehr Eleine (poſitive) Werthe von x pofitiv wird, und da 
cosx für x=0, der 1 gleich wird, fo folgt noch: 

3) Wenn x von 0 an big in's poſitive Unendliche hinein 
ſtetig wachſend gedacht wird, fo find die sinx und cosx eine 

Zeitlang beide pofitio; endlich aber hat nach und nach cosx 
fo lange abgenommen, daß cosx—=0 wirb (daß dies letztere 
möglich fey, ift aus $. 59. zu entnehmen, wo der Werth von x 
bereit8 näherungsmweife in die Form eines Decimalbruches aus⸗ 
gedrückt worden ift, für welchen cos — 0 wird, und wo man 
x = 1,5707963--+- gefunden bat), — Für cosx=0 wird 
sinx—= +1; (nad) VI. des $. 63.) — Bon da ab findet 
(nach 1.) ein Uebergang vom Wachfen der Sinus zum Abneh- 
men derfelben ftatt, während, da fie noch immer pofitiv bleiben 
und nur Eleiner als 1 werden, cosx noch immer (nach 2.) im 
Abnehmen bleibe, daher negativ wird. Dies dauert fo lange, 
bis endlich sinx, immer fort abnehmend, zuletzt zum erften Male 
der Null gleich wird, in welchem Falle cosx — — 1 werden 
mug (nad) $. 71. ©.) Nun tritt die dritte Periode ein. Die 
Kofinuffe fangen nun wieder an zu wachfen, wachfen von —1 
bis zu Null bin, mährend unterdefien (nach 1.) die Sinuffe 
noch immer fort abnehmen, alfo negativ werden. — U. f. w. f. 


— 


⸗ 
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4)-Diefe Betrachtungen laſſen fehen, daß cosx von —1 
ab durch O hindurch bis zu —1 hin fiefig abnimmt, um nach 
gehende von —1 an durch O Bindurch bis zu 4-1 hin wie 
Serum ftetig gu wachſen; daß dabei sinx von 0 an. big zu —1 
bin wächft, um von da an durch O hindurch bis zu —1 hin 
ſtetig abzunehmen, worauf wiederum von —1 an ein Wachen 
durch O hindurch bis zu +1 bin eintritt; u. f. w. f.; und 
daß alles diefes in (gleichen oder ungleichen) Perioden wieder⸗ 
Kehren wird. 


$. 75. 


um fich nun über die Dauer diefer Perioden und‘ über 
deren Gleichheit oder. Ungleichheit noch näheres Licht gu ver- 
ſchaffen, begeichne man. den Eleinften der Werthe von x, für 
welche cos — O wird, und welcher im $. 58.) 
= 1,9707963-+- gefunden ward, durch Im, 


fo daß x die Zahl 3,1415926--- 
bedeutet. Dann hat man | 
1) snie—= +1; 9 sim —0. 


! 

| Hieraus berechnet man_fich nun mittelft der recurrenten Geſetze 

| $. 73. N. N. 1. und 2.) indem man flatt z jetzt im, flatt x 
aber nach und nach 4x, =, gr etc. etc. feßt, ohne meiteres 


3) sını 0; 4) cos =—1; 
5) sind —1; 6) cös!ir=0; 
7) inı—=0; 9) 0osıı=1; 
und allgemein, wenn n irgend eine pofitive ganze Zahl ift, 
9) sinn ©  =0; -» 10) cos%nx —=1; 


11) sr@n-Hr=1; 12) cos(AaA+Hr=0; 
13) sinne =0; 19) cosni1m—=—1; 
15) sin@n+3> = —1; 16) cos(2n +3) — 0. 

Und da (nach) $. 71. XI. und XIV.) die Formeln 9.) und 
10.) auch noch gelten, wenn n negativ ganz iſt, ſo gelten auch 
die daraus gefolgerten 11. 16), e8 mag n poſitiv oder nes 

gativ ganz ſeyn. 
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Um ſich zu Übergeugen, wie es innerhalb biefer gleichen 
Perioden (von x = nz bis zu x—=%Un-1)x, 5. h. von 
x—=0 bi x— 2x, dann von x = 2x big zu x 4x, bau 
wieder von x = Ax bis zu x = 6m, u. ſ. w. f.) ausſieht, ſuche 
man noch mittelft dee Gleichungen VII. und VIII. des $. 71.) ' 
indem man 2nx flatt x, und p flaft z ſetzt, 

17) sin(2nx--p)= sinp und 18) cos(?n<-4-p) = cosq, 

‚wo n jede poſitive oder negative ganze Zahl vorſtellt; wor 
aus hervorgeht, daß für alle Wertbe von x, welche um 2x, 
Ax, 6x etc. etc., alfo allgemein um eine gerade Anzahl von x 
von einander verfchieden find, ſowohl sinz ald auch cosx (jeher 
für ſich) einen und denfelben Werth annimmt, während unter x 
das Doppelte des Kleinften der pofitiven Werthe von x ver⸗ 
ſtanden worden if, für welche cosx,—= 0 wird. 

Die Sinus⸗ und Kofinus-Werthe kehren alfo in ben ein⸗ 
zelnen Perioden, deren Weite 2x if, genau immer in berfelben 
Drbnung wieder. 


$. 76. 


Um dieſe Refultate in denfelben Worten ausbriichen zu 
Fönnen, deren man fich in der Elementar-Trigonometrie bedient 
(die wir bier gänzlich ignoriren), fo Fann man die Werthe von 
x, BogensWerthe nennen, und Die ganze ſtetige Reihe derſel⸗ 
ben von O bis in's pofitioe Unendliche hinein in lauter gleiche 
Abtheilungen zertheilt fich denken, deren Grenzen um die Zahl 
dx von einander verfchieden find, und jede folche Abtheilung 
einen Duadranten nennen. Dann Fann man fagen: ber 
Bogens Werth x Liege z. B. im 11 Dugdranten, wenn er 
> Pa, aber DYx ik. 

"Nach $. 75.) Eehren nun die Werthe von sinx und cosx 
im Sten, gie, 13ten und allgemein im (An1)ten Duabranten 
ganz genau in derfelben Ordnung wieder, wie fie im 11 Due 
Dranten find. Deögleichen kehren diefelben im 6ten, 10m, 141m 
(An-+2)er Quadranten genau ſo wieder, wie fie im Zen Qua⸗ 
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dranten fich zeigen. Desgleichen ift im (in-4- 3) Quadranten 
alles genau fo wie im Zien, und im (An-}-4)ter oder Anftt Qua⸗ 
dranten alles genau fo, wie im AU, wenn nur bier n eine 
F gange poſitive Zahl vorſtellt. 
F Jetzt dürfen wir nur noch unterfuchen, wie e8 innerhalb 
ı der 4 erftien Duadranten ausſieht. — Zu dem Ende file z 
jede (pofittve) Zahl im 1fen Quadranten vor; dann drückt x — 2 
jebe Zahl im 2er Duadranten, fo wie nz jede Zahl im Zten 
AQuadranten aus, während 2z—z jede Zahl im Atem Duadran- 
> ten begeichnet. — Wird nun in den Formeln VIL—X.) flatt 
: x bald x bald 2x gefegt, und berückfichtigt man bie Nefultate 
3. 4. 7. u. 8. des $. 75.), fo erhält man fogleich außer 


1) sinz —=-+sinz und 2) osz - =-+-.o00s:; 
noch 
3) sin(a—z) = -Fsınz; 4) cos(<—2) =—c0s2; 
5) sin(atz) = —sinz; 6) cos(a +2) =—cos2; 
7) sin(?2—z) = —sinz; 8) cos(2z—z) = -}-cosz. 
Es find danach 


im der Quadranten sinx und cosx zugleich pofitiv; 
| im 20 ⸗ sinx poſttiv, cosx negativ; | 
m im 3m 6 sinx und cosx zugleich negativ; 
im Am .»  sinxmgatinundcosx pefitiv. u 
Liege daher p innerhalb der 4 erfien Duadranten und iſt nicht . 
bloß sinp fondern zu gleicher Zeit auch cosp gegeben, fo weiß 
man ſogleich — daran, daß beide pofitio oder beide negativ find, 
oder daß ber eine pofitio, der andere negatio if, — in welchem 
ber A erfim Duadranten der Bogen» Werth p felbft liegt. 
Außerdem zeigen die Formeln (3.—8.) wie sinx und cosx 
zurückgeführt werden auf sinz und cosz, fobald x im Zen, 
Zten oder Aten Quadranten liegt, ſo daß bloß bie Sinus und 
Kofinus aller BogensWerthe z die im 1" Quadranten liegen, 
tabellarifch ausgewerthet zu werden brauchen, um alle Werthe 
von sinx und cosx ſogleich berechnet zu haben, ſo lauge x 
poſitiv iſt. 
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Weil aber, wenn x negativ wird, =—y, (nad) $. 71. 
XI. u. IV.) allemal 
sin(—y)=—siny und cos(—y)= cosy 
ift, fo find mit den Werthen von sinx und cosx für jebes 
pofitive x, zugleicher Zeit auch die Werthe von inx und cosx 
für jedes negative x ausgerechnet *). 


$. 77. 

Münfcht man jedoch die Werthe von sinx und cosx aus⸗ 
zurechnen, wenn qi ſtatt x geſetzt wird, mo q beliebig poſitiv 
oder negativ iſt, während i die V—1 vorſtellt, fo geben die 
Definitionen I. und IL. des $. 70.) ſo wie die Formeln V.) und 
VI.) daſelbſt ſogleich 


„Zr TıTÜL.— 





e!-—e”! 
2 


’ 
3 5 42719 
1. sndeigtatirt N) Sr, 
fo daß man nur die Werthe der Potenz-Neihen e! und e”” 
(nach $. 64) zu berechnen braucht, um fogleich cos (qi) und 
sin(qi) zu haben; wobei man fieht, daß cos(qi) allemal einen 
reellen und pofitiven Werth, sin(qi) aber allemal einen Werth 





*) In einem fpäteren Kapitel, welches die Elemente der Geometrie 
fortfeist, werden wir zeigen: 1) daß die hier betrachteten sinx und cosx, 
d. h. diefe Reihen, allemal jene in der Elementar-Zrigonometrie unter 
demfelben Namen betrachteten Linien im SKreife liefern, fo oft ſtatt x der 
Bogen des Kreifes gefent wird, wenn nur der Radius des. Kreifes —1 
ift; 2) daß die Zahl x, welche wir hier als die Heinfte gefunden haben, 
bie, flatt x gefegt, cosx, SO macht, allemal die Länge des Atem Theil; 
derfelben Kreislinie ausdrückt; 9) daß man daher für jeden Elementar⸗ 
Sinus oder Elementar⸗Koſinus eines in Graden, Minuten und Sekunden 
ausgedrückten Winkels oder Bogens, aus den hieſigen sinx und cosx 
d h. aus den unendlichen Reiben feinen Werth erhält, wenn man das 
Rängen Man des Bogens findet und folches ſtatt x in bie Reihen 
sinx und cosx ſubſtituirt. 
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von der Form Q-i bat, wo Q mit q zugleich pofitio oder zu⸗ 
gleich negativ ſich ausrechnet. 
Set man aber in den Formeln 1. und 2. des 6. 73.) 
flott x und z bezüglich xi und zi, fo befommt man 

IM.  sin(x-tz)i = 2cos{zi). sin (xi) — Sin (<—z)i; 
‚IV. _ cos(x-F-z)ı = 2cos (zi).cos(xi)— cos(x— z)i. 
Danach Fönnte man wieder, wenn für ein fehr Eleines z bie 
Werthe von sin(zi) und cos(zi) direkt aus den Neihen berech- 
mt find, auch nach und nad) die Werthe von sin(gi) und 
cos(qi) für die größer werdenden Werthe von q, aus einander, 
und fomit bequemer berechnen. | 

Am beften ift eg, wenn man Tabellen berechnet, aus wel. 
hen Die Werthe von sin(qi) und cos(qi) für jedes pofltive q, 
fo weit als man’ folches braucht, ohne weiteres entnommen wer⸗ 
den Eönnen. Die Tafeln von Gudermann leiſten dies und 
es find durch fie erft die fogenannten trigonometrifchen Tafeln 
gehörig vervollſtändigt. 

Hat man aber sin (p4qi) und cos(p-+-qi) zu berechnen, 
fo entnimmt man die Werthe bderfelben aus den Gleichungen 
VIL) und VIII) des $. 71.), nach welchen man hat: 

1) sin(p-+qi) = sinp-cos(qi)-+cosp-sin (qi), 
2) cos(p-+qi)— cosp-cos(gqi)— sinp- sin(qi). 


$. 78. 


Zu jedem (reellen oder imaginären) Bogen Werth x, ge 
hört allemal nur ein einziger Werth von sinx, und auch nur 
ein einziger Wertb von cosz. — Umgekehrt aber: zu einem 
gegebenen Werth p von sinx gehören unendlich viele 
Werthe Des Bogens x. — 

1. Iſt nämlih p pofitiv, fo findet ſich zunächſt ein 
Werth z<4r von x; dann iſt (nach $. 76. N. 3.) x —2 
wiederum ein Werth von x, fo daß inx p Wird, und dann 
find Zn tz und 2nxr--(T—z), 
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wo n jede poſitive und jede negative ganze Zahl ober Null vor 
fieht, unendlich viele Werthe von x, alle fo, daß sinx —=p wirt. 

H. Iſt aber p negativ, fo giebt ed einen Werth p<im, 
fo, daß anp=—p if, wo —p das pofitive GSlied de 
negativen Zahl p vorftelt. Dann find (nach 6. 76. N. 5.0.7) 

az und 2Ix—z - 
zwei Werthe von x fo, daß inx — p wird, und 
2nx-+-(x-+-z) fo wie 2nx--(22—z) 
d.h. n-+i)c+z und On —z 
find dann die unendlich vielen Werthe von x, alle fo, dag sinx =p 
wird, wenn mur m jede pofitive und jede negative ganze Zahl ' 
oder Null vorftellt. 

Kat man eben fo cosx q gegeben, fo gehören abermals 
unendlich viele Werthe von x dazu. 

IM. Iſt nämlich cosx = qund it q poſitiv, fo bekommt 
man zuerft einen Werth z< 4x von x, dann den Werth 2x —z 
(nach $. 76. NR. 8.); zulegt aber die unendlich vielen Werthe 

Zn tz und .2nx+2r—z 
d. h. 2n2 und 2nx—z 
von x, alle ſo, daß cosx — q wild, wenn nurn jede pofttio⸗ und 
auch jede negative ganze Zahl oder Null vorſtellt. — Und iſt zuletzt 

IV. noch o8x q, aber q negativ, fo ſucht man zu⸗ 
erſt z<4n fo, daß cos? — — q wird, wo —q da poſitive 
Glied der negativen Zahl q vorſtellt. Hernach ſind 

x—2 und zz 
die zwei nächfien Werthe von x, und 
Znr--(r— 2) mb 2nx--(x-I-2) 
5 (ni —z und (2a-+1)e-+-z 
find daun alle Werthe von x, ſo daß eosx—=q wird. 

V. Wie zu imaginären Werthen P4-OQi von sin x ‚oder 
cosx, die zugehörigen, ebenfalls imaginären Werthe des Bogens 
x von der Form p-+-qi, gefunden werden können, geht zulegt 
noch aus den Formeln 1. und 2. des $. 77.) hervor. 
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79. 


Iſt aber nicht bloß sinx, fondern zugleich auch cosx ge 
geben, fo erhält man für x, fo zu fagen, nur halb fo viele 
(wenn auch immer noch unendlich viele) Werthe des Bogens x. 
€8 findet fih nämlich dann innerhalb der vier erfien Quadran⸗ 
: tem, wenn Wir inx —=p und cosx — q, alſo p?-Fq? = 

und p und q reell vorausfegen, nur ein einziger Werth 
von x, ber beiden Bedingungen genügt, der nämlich nicht blog 
diefen gegebenen Sinus, fondern zugleich auch ben gegebenen 
Koſinus hat. Wird dieſer einzige Werth p genannt, fo ent 
- hält die Formel 
202-9, 


in welcher n beliebig pofitio oder negativ ganz gedacht wird, 
alle übrigen Wertbe von x, für welhe inx — p und 
csx—q Wir. 


— — — 


— —— — — 


$. 80. 
Man bezeichnet die A Duotienten 
siınx COSX 1 1 














cos’ SInX’ cosx und Sinx 
beliglich durch die Zeichen 
x,  colgx, secx und cosecz 
und nennt diefe letzteren bezüglich die Tangente, Kotangente, 
Sefante und Koſekante von x. 
Aus dieſen Definitionen, welche dieſen Ausdrücken eine 
Bedeutung zufichern für jedes reelle, wie auch für jedes imagis 
näre x, geht fogleich, mit Zuziehung des $. 71.) noch hervor: 


1) It) er, 
2) t5k-D)= — — 27 


igu —— 
3) cotgkx 9) = ——— 
cotgx-cotgı+1 , 


4) cotg K-1) = colgu—colgx ° 
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MX 
5) ig2x = — 
Bi ‚cotgx?—1 
und cotg 2x = — — 
69) ig 42 cotgg—, 


weil sin Ix = cos4x = 4Y2 ift (aus $.67. N. N. 5. 6., wenn zr 
ſtatt b gefeßt wird). 

Zu jedem gegebenen Bogen: Werth hat die Tangente oder 
Kotangente etc. etc. jedesmal nur einen einzigen Werth; Ddage 
gen gehören zu einer gegebenen Tangente, oder Kotangente etc. 
etc., wiederum unendlich viele Bogen Werthe. Namentlich ift 

7) teinr-p)=igp | 

und - 8) coig(nx-- pP) = cotgp 
eben weil, je nachdem n eine gerade oder eine ungerade, übri⸗ 
gens pofitive oder negative Zahl ift, 

sin(na+p) = tsinp und cos(na--p)=-cosp 
fich findet, mo Die beiden (P) Zeichen zugleich gelten, wenn n 
eine gerade Zahl ift, wo aber die beiden (—) Zeichen zugleid) 
gelten, wenn n eine ungerade Zahl ift 9. 


$. 81. 


Die Bogen⸗Werthe, deren Sinus, Koſinus, Tangente oder 
Kotengente gegeben und jedesmal 2 ſeyn mögen, bezeichnet 
man besüglich durch 

1 1 


sın ’ cos 


m. 


Z 





Zur I, und 7 m 

Die 

*) Der Anfänger halte fih nur bei allen folchen Sormeln, deren 

Grund und Herleitung er nicht fogleich überfehen follte, allemal zunächſt 

an die Formeln VIL.—X. des $. 71). Sowie man diefe Sormeln ange⸗ 
wandt hat, wird man dann Jeicht weiter fehen, was jegt zu thun if. 


* Gemwöhnlicher findet man das, was hier durch -. bezeichnet 


wird, durch aresinz oder auch durch aresin (—z) bezeichnet. Die Ber 
deufungen von arccos(=z), arcig(=2), arccoig(= z); fallen dabei 
von felbft in die Augen. 
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| Die beiden Gleichungen 


- x— IL, und Sinx == 1, 
| SITL 
oder x— I, md Cosk=z, 
cos 
/ | 
oder x— re und 15x =1, 
1 
oder x Zoe und colgx—z 
fd daher jedesmal gleichbedeutend. N 


1. Sf ferne snx=z, il cox—=Vil-—z%, 











2 —— 
gr — vi. Und colgx — 12 ; Daher kann man ftatt 


|sinx—z auch ſchreiben 








2 1 2 1 Z — 7 Yi—z? 
| x 2 = — Yl2° 2 — ——— —— — . 
| sın cos ig yI—ı? colg 2 
U. Sf aber cosx — 2, fo if sin = Vl—2°, 
yI—z? 2 , 3 
15x. == — | und colgx — er alſo kann man ſtatt 
cosx — 2 auch ſchreiben 
1 1 Yı—2? 1 Z 
x= —zı=—Yl 2 un —— —— — 
cos sın gg ı cotg Yi— 22° 





IN. “ Igx =7, fo iſt sSin x — 





iR 
1 
Ss = ——, cotex—=—; und man kann daher ſtatt 
yi * 77 cos zZ’ | h ſt 
x2 auch ſchreiben 
— —— — 


tg — * 2 .sinYitz?2 cos Yi-Lz22 | 
IV. Iſt endlich cotgx 2, ſo iſt 1gx — , 


1 2 
in x = —, 005% = ——3 und man kann daher ſtatt 
SIC X —F vi Tz 2) h ſt 
rotgx 2 auch ſchreiben 
Sb. 1 10 





1 711 1 1 1 


2 
—— 8 
1 t 
V. Die Gleichung t6 (0) = rar laͤßt 
ſich, wenn man Zga=x und tgß—z ſetzt, auch fo ſchreiben 
» 4-12 | 





gi 1: —— 


, 4 ‚a ß 
Eben fo ſchreibt ic) die Gleichung 1.) = San, 
noch fo: 
9) 1 1 x—ı 


Da = 1-Fx2 
cotga-coteBß—i1 5. 

Die Gleichung cotg (&-H-B) = N läßt ſich 
ferner auch noch ſo ſchreiben: 

3 —— 

colg | olg cog utx 
Und die Gleichung on J 

4) 1, _1 __I_zt1 


Col colg colg 17—X 


ſümmt mit ber Gleichung cotg (a — = ESEL | 








colgB — cogta« 
überein. 


Anmerkung. Man darf jedoch nicht überfehen, J— 


En —x, —* etc. etc. unendlich⸗vieldentige Bei Ä 
chen find, und dag die Gleichungen zwiſchen ihnen meiſt nur ' 
von einem ihrer Werthe, oder doch nur von sufammengehört 

gen ihrer Werthe gelten. — In den Anwendungen muß man 

hierauf mit großer Sorgfalt Nückficht nehmen, wenn man nicht 

unrichtige Reſultate erhalten will. 


§. 82. 
Jeden imaginären Ausdruck von der Form p-Hq-i kann 
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man allemal auf die Form r-(cosp-Fi-sinp) bringen. Man 
ſetzt zu dem Ende 
1) p+qg-i=r-(coosp-+Hi-sing) 
und erhält durch Vergleichung | 
p=rcoospg md qg=t-sinp; 
und aus dieſen Gleichungen geht 


2) r—=-+Vp 249 ? md cosp= +, sinn—{I 


hervor. — Da hieraus für p unendlich * Werthe ſich erge⸗ 
ben, die durch Znxt-p ausgedrückt find, wenn p den einzigen, 
allemal innerhalb der vier erften Quadranten liegenden Werth 
bedeutet, ſo hat man noch (aus 1.) 

3) p+tqi=tr-[cs(?2nr +gp)--i-sin(2nx-H-9)], 

‚wo n Null und jede pofitive, wie auch jede negative ganze Zahl 
bedeutet, wo x — 3,14159 +++ fl, und wo ꝙ den einzigen inner: 
halb der vier erfien Susann liegenden Bogen: Werth beden⸗ 


de, welcher aus cost und sinp = 4 hervorgehen, wäh⸗ 


rend x den poſitiven —* der Duabrat Wurzel —— 
vorſtellt. 

Cauchy nennt r den Modul des Ausdrucks Pp-q.iʒ 
den andern Faktor cos -Fi · inp oder cos(in+p)-+ 
ı.sin(Zne+-p) dagegen nennt derſelbe den reducirten imagi⸗ 
nären Ausdrud. 

Anmerkung. Diefe Reduktion der imaginären Ausdrücke 
iſt deshalb ſo äußerſt wichtig, weil man dadurch das Rechnen 
mit beliebigen imaginären Ausdrücken ſogleich auf das Rechnen 
mit Ausdrücken von der Form cosp--i-sinp zurückführen kann, 
während letztere Form (nach $. 70. III.) nicht anders als bie 
Hotenz ei iſt. — Wir werden fogleich (in der nächften. Abthei- 
lung) die hohe Wichtigkeit Diefer Betrachtungen näher erkennen. 
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Dritte Abtheilung- 


Berechnung der Werthe einer allgemeinen Wurzel und der unendlich 
Merthe eines natürlichen und künßli ichen Logarithmen. Dr 
allgemeinen Potenzen und Logarithmen. 


§. 83. 
Iſt m eine pofitive ganze Zahl; a Dagegen ganz allg 


fo verfiehen wir unter Ya jeden reellen oder imag 

Ausdruck, welcher fo ift, daß x" — a wird. — Dieſes 

gemein aufgefaßte zeichen nennen wir dann eine allger 
mie Wurzel. 

In diefer Definition ſtecken die in den Elementen ($ 

19. 21.) bereit8 definirten algemeinen Quadrat⸗, K 

und vierten Wurzeln, je nachdem m=?2, =3, ode 
gedacht wird. 


$. 84. 


I. Will man alle Werthe von 5 berechnen, 
in dieſelbe Form a-t-B-i ausdrücken), fo muß man 
beginnen, daß man ale Werthe der mien Wurzel auf 
reducirten imaginären Ausdrud cosp-Hi-sinp 
cos(nx--P)+i-sin (2nn-4-p) berechnet ($. 82.). 3 
Ende geht man von der Formel der (natürlichen) Potenzer 
nach welcher ($. 64. I) 
(e y * erxi 


BB. (nach $. 70. III) 


9 (cosx-Fi-sinx)" — cosmx-bi- sin mx 
if. Setzt man bier herein ꝙ ſtatt MX, alfo I m Part x, 
giebt ſich 

2) (cos? -Hi-sin —F cospti-sing 
oder, wenn man 2nx--p ſtatt o fest 
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In m. 
3) (cos HR} j.sn EL) = (05p-+1-sinp 
oder, wenn m eine poſitive ganze Zahl ifl, 


A) cos ER Hirsin Er = Veosp-Fi-sing. 


Diefe Formel giebt unendlich viele Werthe von Veoss-H1- -sinp, 
in fo fern ſtatt n zur Linken 0 und jede pofitive oder nega- 
five ganze Zahl gefegt werden kann und mug. Weil aber 
a a a ift, und alle Kofinus und Sinus 
diefelben Werthe behalten, fo oft der. Bogen um eine gerade 
Anzahl von = vermehrt oder vermindert wird, fo folgt, daß der 
Ausdruck Links in der Formel 4.) für n—m, 2m, Im, etc. 
etc, daffelbe giebt, wag für n—0, und daß er für n=m-4>, 
im--», 3m», etc. etc. daffelbe giebt, was für n—v. 

Um daher ale aus 4.) herborgehenden Werthe der 


'loosp+1-sinp zu erhalten, darf man in der Sormel 4.) ſtatt 
n bloß die m Werthe 0, 1, 2, 3, m—L ſetzen. WIN man 
‚8 mit den negativen Werthen von n verfuchen, fo wird man 
finden, daß der Ausdruck in 4.) zur Linken genau daſſelbe lie: 
feet, man mag n—=m—1 oder bloß = —1, oder man mag - 
n=m—» oder blog = —v nehmen, eben weil in dem legtern 
Sale der Bogen nur um eine gerabe Anzahl von x kleiner ge⸗ 
nommen iſt. 

Im Ganzen findet man alſo hieraus für Die mie Wurzel 


Vooso-Fi- -sinp genau m verfchiedene Werthe, nicht mehr und 
nicht weniger, und Diefe gehen aus der A.) hervor 
entweder wenn man flatt n die m Werthe O, 1, 2, 3, -- 
m—1 ſetzt, 
oder auch, wenn man flat n die m Werthe 0, —1, +1, 
—4, +2, —3, und fo lange fost ſetzt, bis man gerade m 
verfchiedene Werthe Hat. 
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7 7 
Will man z. B. alle 7 Werthe der Veos=-F-i-sinx d. h. von Y-1 
finden, fo it —=x, und folche find ‚Daher 


4) cos 7-Firsinz (für n—0) 

2) The  (fürn—=—1) 
3) 0: Hi. ein (für n=-+1) 
4) ne; (fün=—) 
8) cos ti. ein ürn—=+2) 
sin — (lrn=—) 


7) cos +i.ein“ d.5.—1, (fürn=-+3), 

- I.» Soßen nun die Werthe der mtr Wurzel aus p-+Hgq:i 
gefunden werden, fo befimme man r und p aus den Sleichrn— 
gen ($. 82.) 

1) r=+Vp?tq? ,‚ md cosgo=-—. £ , ing, 
fo dag man r pofi itio und ſtatt p den einigen (nach $. 79.) 
allemal eriftirenden, innerhalb der A erften Quadranten Tiegenden 
Bogen nimmt *). Dann hat man p=r-cosp und q=r-sinp 
und | . 


| Vtai=Y -(cosp-+-1- sing — Yr- Voose Tr-sme, 


wenn man flaft Yr ihren abfoluten Werth nimmt, wie folche 
in den Elementen unter dem Namen der abfoluten Wurzel vor: 


fommt, und wenn man flatt Vcospt+i.sinp ihre im vorher: 
gehenden Paragraphen gefundenen m Werthe ſetzt *). — ut 
dieſe Weiſe findet man 


9 Derſelbe liegt im 1ten Quadranten, wenn p und q beide poſitiv, 
im Zten, wenn beide letzteren negativ find; im ten, wenn p negatis- und 


q pofitiv ift, im Aten endlich, wenn p pofitiv, aber q negativ ſeyn follte. 


*) Daß der Ausdruck zur Rechten wirklich die Eigenfchaft der mien 


| 


| 
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3) 


wo ftaft m nach und nach O, 1, 9, 3, m—1 gefeßt wird, 
oder wo man auch ſtatt m nach und nach 0, —1, +1, — 2% 
+2 —3 +3, ete. etc. fo lange fegt, bis man m von ein 
“ander verfchiedene Werthe hat. 

i Anmerkung 1. In der Folge werden wir noch seigen, 


dag wenn man Va —x ſetzt, ſo daß ax" oder "—a—0 
wird, Diefer höheren Gleichung vom mit Grade nur durch m 
Merthe von x genügt werden kann. Dann folgt erfi, daß die 
m Werthe von Ypta-; welche wir hier finden, wirklich alle 
Werthe dieſer mien Wurzel ſind. | 

Anmerkung 2. Wir haben in den Elementen ($. 19.) 
gefehen, daß bie rebucirte Eubifche Gleichung 

x’ -px+q=0) 

nach x aufgelöft, giebt 


3 —— — 
——— 
daß man aber dieſe Formel nicht mehr bequem zum Berechnen 
der Werthe von x gebrauchen kann, wenn 192 pꝰ negativ, 
alſo — (49? 2pꝰ) poſitiv wird, in fo fern dann die Kubik⸗ 
wurzel aus Ausdrücken von der Form P-0.i gezogen wer⸗ 
den muß. Durch das vorſtehende iſt man aber nun in den 
Stand geſetzt, dieſe Rechnung bequem durchzuführen. Man be⸗ 

rechnet nämlich 
V-G[ fd Q?=— (ig’-+77P?) 
ift, und bat dann, wenn — 19 * P gefeßt wird 


3 3 
xs—- W 0: i4 — i. 
Wurjel hat, geht daraus hervor, daß er, wenn man ihn mit m potenirt, 


enan 
i reosg-Hi-sing) db. p-+q- 

mieber giebt, fo daß mir kein Geſetz der Buneln ae nden brauchen, 
welches ſelbſt noch nicht erwieſen wäre. 
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Hiernach berechnet man | 
HP SHE, 
und den Bogen ꝙ aus den Gleichungen 
_P_— uno? _2_R% 
cos 7 * 7 und RP r oder BIP _n 
3 
und hat dann (nach $. 84. I. N. 2.), weil Yr = Y—3p wird, 
3 - 
, yP-+Q-i — sp (00: ER Hirsin SER) 
und . 
3 2 
— Ip (oe tin SER), 
wo flaft m und n’, unabhängig von einander, die Werthe 0, 
—1 und +1 zu feßen find, während Y—zp den abfoluter 
Werth diefer Wurzel vorftellen fol. 
Da nun in dem Ausdrucke für x, Biejenigen Werthe der 
beiden Kubikwurzeln zufammengehören (nach $. 19.), deren Pro- 


duft = — 3p iſt, dies aber bier allemal der Fall ift, fo oft 
man n’=n nimmt, fo folgt 







2nx u 


und man erhält hieraus mittelft einer hen einfachen Rechnung 
ale 3 Werthe von x, wenn man nur nach und nach O0, —1 
und — 1 ſtatt n fehreibt, oder auch wenn man n—=0, n=1 
und n—=2 nimmt. **) 


x— oy—in. cos——. 


”) Diefe Gleichung folgt aus der vorhergehenden am einfachften, 
wenn man links und rechts —i flatt i fchreibt, was deshalb erlaubt if, 


weil i jede beliebige der beiden Formen von Y—1 vorſtellt. 


**) Das einzige, was noch zu beachten bleibt, iſt — daß, wenn mar 
fih der gewöhnlichen Tabellen bedient, p allemal in Bogen-Graden, Mi: 
nuten, Gefunden etc. etc, gefunden wird (aus der Tafel und daß mar 
daher folche erſt in Längen-Maaß verwandeln muß, nach der Proportioi 
180%: 2 = wie die gefundenen Grade zu dem gefuchten Bogen: Werth & 
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9. 85. oo. 
Aus der Formel $. 84. IE N. 2.) folgen nun auch alle 
- m Werthe der mien Wurzel aus einer pofitiven Zahl a, oder 
auch aus einer negativen Zahl — a. Ä 
Um die erfleren zu finden fegt man p— a, y= 0, hat 
dann r=-a, eos9=1r sinp = =0 alſo 9=0; und 
man erhält i 


1) Ya — Vera (00528 Hiesin Zur ) 


wo das Zeichen links mdentig iſt, während dag Zeichen VEa 
we Nechten den einzigen abfoluten Werth Biefer Wurzel vorſtel⸗ 
in fol, wie folcher in den Elementen unter dem Namen der 
abſoluten Wurzel gefunden wird, während flatt n zur Nechten 
nach und nach O, 1, 2, 3, + m—1, oder 0, —1, —1, —2, 
+2, etc. etc. fo fange gefegt wird, bis man m verfchiedene 
Werthe bat. 2. 


-__;_ 





n m . ⸗ 

Um die m Werthe von Y—a zu finden, fegt man p = —a, 
q=0, alſo r=-Fa, und =, = sinp=0; 
mithin p=x. Die Gleichung $. 84. I. N. 2.) giebt nun 


2) va = La ’ (cos Carte Hr +iesin IDEE br ) 


wo das Zeichen Y—a links mdeutig, das Zeichen Va da- 
gegen nur eindeutig genommen ift, während ſtatt nm nach und 
nach 0, 1, 2, 3, 8— m—1, oder 0, —1, +1, — 2, 2, 
etc. etc. geſetzt wird, bis man m verfchiedene Werthe hat. 





9.86. . 


Auch Hat man nun Die m Werthe von yi und von V—1 
gefunden. Solche find nämlich ausgedrückt in den Gleichungen 
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. . Inx 


1) = = cos er P. An 


. und 


2) vi 1 =00s — —— CrrDe +1. in —— GeTDe, 


wenn man flatt n nach und * die m Werthe 0, 1, 2,3, m—1, | 
oder. 0, —1, +1} — 2, +2, etc. etc. ſetzt. 


8. 87. 

Für dieſe mfen Wurzeln aus —1 ober —1 geben abe 
noch folgende Reſultate hervor: 

1. Einige Eigenfchaften der Yri . 

1) Jebe ganze Potenz eines Werthes von yi, und jebes 
Produkt, fo wie auch jeder Duotient zweier oder mehrerer Wer- 
the von Vi, iſt allemal wieder ein Werth derfelben VL, aber 
nicht immer ein neuer Werth dieſer Wurzel. 

2) Nimmt man in $. 86. N. 1) n—1, und bezeichnet 
man den Werth cos = Li.sin dur) «, fo find (nad 
8. 84. J. N. 1) a, ar, a, at, .. a"! und a (oder 1 
ſelbſt) alle von einander verfchieden, und alle obigen Werthe 
der y 1. 


3) Iſt m gerabe, fo ſind unter den Werthen von yi zwei 
reelle, nämlich 4-1, und —1 (der erftere für n—=0, der aw 
dere für n=+4m); die m—2 übrigen Werthe find aber ale 
imaginär. - 


4) Iſt m ungerade, fo ift nur ein einziger Werth von yi 
reell, nämlih 1 (für n=0); die übrigen m—1 Werbe 
find dann alle imaginär. 


5) Man erhält ale m Werthe von Ya, wenn man einen 


— nm. 
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sigen belichigen der Werthe diefer men Wurzel nach und 1 nach 
t den m Werthen von yi multiplicirt. | 


I. Einige Eigenfchaften der. — 1. 

1) Iſt m gerade, fo find alle Werthe von V—1 image 
r. — Iſt aber m ungerade, fo ift einer der Werthe reell und 
—1, die übrigen alle dagegen find imaginär. | 
2) ehe gerade Potenz eines der Werthe von VI if 
emal einer ber Werte der VFT. — Deögleichen iſt jedes 
odukt und jeder Quotient je zweier Werthe von — alle⸗ 


ıl einer der Werthe von € 1. 
3) Jedes Produft aus 3, 5, 7, Überhaupt einer ungeras 


n Anzahl von Werthen der v1, ift Dagegen allemal felbft 
eder einen der Werthe von V—1 *), 


6. 88. 
Suchen wir jeßt alle Werthe von der Form a-t-B-i, 
elche der natürliche Logarichme von p+-q-i ba. Sol aber \ 
1) o+-ß-i=log(p-+q:i) | 
yn, fo muß (fe Anmerkung zu $. 69.) 
2) er tgi 1, dh 93) e* eptai i 
erden. Weil aber (nach $. 70. III.) 
ei — cosß-Hi-sinß 
1, fo geht letztere Gleichung über in 
4) e*.(cosa+i-sinp) =p-+-q:i 
Yefe zerfällt dann (mach $. 18.) in Die Beiden Gleichungen 
5) e* cosß ⸗ p und e* :sinB = q. 





*) Noch mehr Eigenfchaften der mt Wurzeln findet man im „Sys 
em d. Mathem.“ Th. II. 2 Aufl. S$. 536. 597.). - 







156 Algebra u Analyſis des Endlichen. Kap. VIL. $ 


Eliminirt man bieraus B, d. h. sinB und cosß, Inden man 
die dritte Gleichung ($. 71. O.), nämlich sinß®-4-cosß? =1, 
zu Hilfe nimmt, fo erhält man | | 

6 "=p+gQ, alſo 7) e=+YPtg’; 
und, wenn man Yp 92 =r ſetzt (nach $$. 65. 66.) > 

I. Lr, wem r=-+-Vp?-+g® Be 

ift, und wo Zr den einzigen reellen Werth des natürlichen Lo⸗ 
garithmen der pofitiven Zahl r vorſtellt. Die Gleichungen 5.) 
geben nun . | 

. II. ct und snp—-, 


wo der Nenner r immer pofitio ift, fo daß cosß mit p zw 
gleich, und sinß mit q zugleich poſitiv oder negativ feyn wird. — 
Zu biefen jet bekannten Koſinus und Sinus findet fih nun 
(nach $. 79.) 

II. ßB=2nx--p, — 
wo n Null und jede poſitive und jede negative ganze Zahl vor⸗ 
ftelt, während p der einzige, innerhalb der 4 erſten Quadran⸗ 
ten liegende, durch die Gleichungen II.) gegebene Werth von PB 
ift, der nach Anleitung der $$. 78. und 79.) (mittelft einer fo- 
genannten trigonometrifchen oder Sinus-Tafel) gefunden mird. 

Man hat alfo, unter der Vorausſetzung der aus J.) und 
1.) berechneten Werthe von x und p und der im $. 75.) be 
ſtimmten Zahl x, allemal 

IV. log(p+q-D = Zr-H(2nr--o)-i. 

Hieraus finden fich aber die Werthe des künſtlichen Loge 
rithmen von p-+-q-i für die (pofitive) Baſis c (nach $. 69.) 
ohne Weiteres, nämlich 


e „_ Zr, 2natp . 
V. log(p+qgq ) = Te Le » 
wo Ze den einzigen reellen Werth des natürlichen Logarithmen 
der Bafis c vorftelt, während ze. — Lr (nach $. 69.) der 


reelle Werth des künſtlichen Logarithmen von r für die Baſis c ift. 
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$. 89. 


Sn dieſen Formeln ſtecken auch alle Werthe des natürlichen 
und künſtlichen Logarithmen irgend einer poſitiven Zahl a, 
oder irgend einer negativen Zahl — a. — Man fett, fol 


pt+g-i=a werden, q=0, p= a, hat dann —a, Ir—La, 


cosß—=1, ainß=0, alſo P=0, und die Sormel * 88. 


.K 1V.) giebt 
fo 1) - dloga—= La--?nr-i. 


Eoll aber p+g-i=—.a werden, fo bat man qg=0,p=—a, 
ra, cosp=—1, sinß=0, alfo y—r, und. die For: 
mel $. 88. IV.) giebt 
2) log (—2) — La--(On- —* i, 
mo jedesmal n jede poſitive und jede negative ganze Zahl und 
die Null vorftelt, während m == 3, 14159 --- ift. 
Setzt man in 1.) und 2.) noch a=1, fo bekommt man 
alle Werthe des natürlichen Logarithmen von 1 und von —1, 
nämlich | 
3) log1 = 2nr-i 
A) | log —1)=(in+1%:i, 
won Null und jede ganze (pofitive oder negative) Zahl vorſtellt. 
Aus diefen natlirlichen Logarithmen gehen aber bie künſt⸗ 
lichen für die Baſis c, hervor, wenn man die erfieren noch mit 


Lc diwidirt, oder mit dem Modul 7 multiplicirt. 


Anmerkung. Es hat alſo Pe natürliche kogarithme 
wirklich unendlich viele Werthe, wie wir ſolches ſchon früher 
($. 65. J.) vermuthet haben; d. h. es giebt jedesmal unendlich 
viele Ausdrücke, welche einander nicht gleich ſind, welche aber 
die Eigenſchaft mit einander gemein haben, daß wenn man e 
mit ihnen potenzirt, ‚jedesmal ein und baffelbe Nefultat heraus 
kommt. — Setzt man 5. 2. in obiger Formel 3.) flatt n zuerft 
6, dann —2, fo erhält man. 12x-i und —Ar-ı als zwei 
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der Bert von Zogl. Und in der That wird "7 —1 mb 
u ed. Dem es iſt (nach $. 70. II) 


wi ogs12x-Hi-sind 53 —1 





und 


„Er cos — Ad) --i · in — 2) = cosix—1-sinäx—1, 


in fo fern cos12x = cosAxr—=t und sin 12x — sindx = if. 


§. 90. 


Für dieſe unendlich⸗ vieldeutigen Logarithmen gelten noch 
immer die Formeln 


log (ab) = loga--logb, 
log = loga—logb, 
loga' —=b.loga, 
logya =+. -log a, 


legtere beiden in allen den Fällen, wo a” und Va eine Bedeu 
tung haben; allein fie gelten nur in dem Sinne, in welchen ' 
fie ertwiefen werden, nämlich: wenn flatt der (mehrbeutigen) Lo | 
garithmen rechts irgend beftimmte, übrigens beliebige ihrer un 
endlich vielen Werthe geſetzt werden, fo erhält man allemaf einen 
Werth des Logarithmen zur Linken, oder: die Gleichungen find 
richtig unter der Vorausſetzung, daß flatt aller vieldeutigen Lo⸗ 
garithmen zufammengehörige ihrer Werthe gefeßt werben *). 


59 Die Nichtbeachtung ber Dielbeutigkeit der Logarithmen iſt bie 
Quelle eines langen Streites geweſen, der anfänglich zwiſchen Leibnig 
and Bernoulli geführt, und fpäter swifchen d'Alembert und Euler 
fortgefegt wurde. Die eine Parthei fuchte auf verfchiedenen Wegen zu 
beweifen, daß die Logarithmen der negativen Zahlen reell und denen 
der pofitiven Zahlen gleich find; während die andere Parthei ührerfeits 
nicht unbeisiefen ließ, daß bie Logarithmen aller negativen Zahlen allemal 
imaginär find. — Die letztere Anficht behielt die Oberhand, als es 
Eulern gelang die Formeln 5. 89. N N. 1.) und 2.) feſtzuſtellen. 
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16. 91. 
ir Eönnen jegt den allgemeinften Begriff der Votenz a” 
eftfiellen, für jedes reelle und imaginäre a und für jedes reelle 
md imaginäre x. — Es iſt nämlich im $. 63.) bereits gefun- 
ven worden, “ro man A allemal fo beftimmen kann, dag 
A®x? _ Adz® _ Afx* 
°—=14+- Ar A —— +77” 31 + — — + 
ft in allen den it ‚, in welchen a" früher eine Bedeutung 
yatte, und dag man bie Gleichung 


A,Ar Ar, Ar . 
a=1+ tar tartart” 
erhält, wenn x1 gelegt: wird. — Diefe letztere Gleichung 
giebt aber (nach, $. 64.) 
a— eh, alfo "Azloga, 
wo log a unendlid viele Werthe hat. Subſtituirt man biefen 
Werth ftatt A in die erftere Gleichung, fo erhält man für jebes 


a und für ein poſitives oder negatives ganzes x, — oder für 
ein pofitives a und reelleg x, 


14,08% + Lu 2) ae 
(©). Soder 

a* — e* x⸗; 
und dieſe Gleichung kann man num als Definition der allge: 
meinften Potenz a“ gelten Iaffen, für den Fall, daß a und x 
gang allgemein gebacht find. Diefe jegige Potenz enthält näm⸗ 
ih die Differenz Potenz eben fo wie die reelle Potenz, endlich) 
uch die natürliche und Einftliche Potenz als befondere Säle 
und Werthe in fich. 


$. 92. 
Man kann ſogleich die Werthe von a* berechnen, für den 


Fall, daß a=p-tg-ı und x—=a-+B-i, alſo a und x belie⸗ 
big reell oder imaginär ſind; d. h. man kann die Werthe von 
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er ogü auf die gewöhnliche Rechnungs⸗Form P+Q i Bringen 
und zwar wie folgt: 
Es iſt 
1) Logalog(p-q · i Lr-+On<+e); u 
wenn man 


2) r=4Mm’tg, 00 =, sinp—=- 
und p,innerhalb der 4 erften Duadranten nimmt. Es iſt daher 
gi-loga _ U+B.i)-[Ze+ Axt p)-il | 
e Lr-AQ.)Pi IB. —E 
N Zr nto) Kiel IB. Lrtutnato)] 


Der erſtere dieſer beiden Faktoren ift allemal reell und wird für 
jeden Werth von n nad) $. 64.) berechnet. Der zweite Faktor 
hat die Form et, läßt. fich daher (nach $. 70. IL) auf die 
Sorm coszt1-sinz bringen; und fo ide man - 

3) ae ZrmPo to) x 


(cos[ß. Lr-+o(f2nz-+gp)]-+i- :sin[P-» rt 
d. h. man hat num a* in die gewöhnliche Rechnungsform and | 
gedrückt, wenn Pig ı md zx=atß:i iſt, 

Iſt 3S 0, d. h. iſt der Exponent x reell und —a, ſo 
hat der erſtere Faktor (in 3.) nur einen einzigen Bar) er 
oder r* (nach $. 68.) wo 7” die Eünftliche, d. h. in. fo fern « 
reell iſt, die in den Elementen ſchon betrachtete reelle Potenz 
vorſtellt; und die Potenz a“, d. 5. (p44 · ij* hat dann nur 
fo viele Werthe als der zweite Faktor, der jetzt bloß | 

4) »- = c0s anz-tg)-ti- sin a(2nx 4-p) 
wird, Werthe hat. 
Dieſer Faktor (in 4.) und folglich die Potenz (tg: 
hat aber (mach der vorſtehenden zweiten Abtheilung dieſes Kas 
pitels) nur einen einzigen Werth, fo oft « pofitiv oder negativ 
ganz iſt; fie haben beide gerade » Werthe, nicht mehr und 
nicht 
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\ 
‚nicht weniger, fo oft a= —, und zu pofitiv ober negativ ganz, 
mn 


” aber in feinen Eleinften Zahlen ausgedrückt iſt; und fie ha 
ben unendlich viele verfchiedene Werthe, fo oft & irrational if*). 


$. 93. 
Seht man Z ſtatt @, und B=0, während m eine po 


ſttive ganze Zahl ift, fo findet man (direkt nach $. 92. verfaßs 
tend, oder aus dem Refultate $. 92. N. 3.) 


4 1 
) @tal"=r" eos 2 Hin RR), 


Ivo HF , 059 = E, sing ift, und wo 


4 


x" die reelle Potenz vorficht, welche (nach den Elementen) mit 


der abfoluten Wurzel Yr übereinftimmt, auch immer nur ein 
deutig if. 
Vergleicht man aber diefes Mefultat mit der N. 2.) des 
. f 4 , 


$.84. I), fo findet man, daß (p-t-q-i)” genau eben fo viele 
und genau: biefelben Werthe bat als — — i. — Alſo iſt 


2) (e+g-)” —y PFai 


eine vollftändige Gleichung *H. — Dies gilt; e8 mag p-+q-i 


*) Diefe Unterfuchungen find zwar aus den Eigenfchaften der Sinus 
und Kofinus fehr Leicht zu führen; wir verweifen aber doch den Lefer, wel⸗ 
Ger fie nicht ſelbſt anftellen will, auf das „Syſtem der Mathem.” Bd. IL 
(2 Auflage) Kap. XXVI, | 

*) Bei den mehrbeutigen Ausdrücken iſt ein Interfchied in den Gleis . 
dungen su machen. Zumeilen flellt nämlich die eine Seite der Gleichung 
genau eben fo viele und genau biefelben Werthe vor wie die andere Seite. 
Eine pie Gleichung möchte der Dfr. eine vollkändige nennen. Zus 

Bd. 
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eine imaginäre, oder eine reelle Zahl vorfellen, und im legten 
Falle eine pofitive oder eine negative. 


$. 94. 


| Außer dieſem Geſetze $. 93. N. 2.) gelten aber noch ale 
die übrigen aus den Elementen fchon bekannten Geſete der Po⸗ 
tenzen, namentlich auch: 


1) * · a — at. 9) Mama; 
3, ah; ) ab) 
und 5) Aa, 


auch für dieſe allgemeinen Potenzen. Died geht hervor, wenn 
man flatt a”, a*, a't*, b°, (ab)* und a“, die ihnen gleichen | 
natürlichen Potenzen e*’9°, e*9*, etr-togs, erlogb erde. 


und e**79% fege, und die Geſetze der natürlichen Potenzen dei 
$. 64.), fo wie die der natürlichen Logarithmen des $. 90.) in 
Anwendung bringt. 


Man findet aber, daß im Allgemeinen in der Gleichung 1.) be 
Ausdruc zur Linken viel, viel mehr Werthe hat, als der Ausdruck m 
Mechten, und. daß das Produkt a* ˖a“ nur dann einen ber Werthe von 
aut» liefert, wenn flatt a® und a” gerade folche ihrer Werthe e*-’7* 
und e*'?°9% gefegt merden, welche zu einem und demſelben Werthe dei 
loga gehören. — Die Gleihungen 1.) und 2.) find daher (im Allgemei⸗ 
nen) unvollſtändige Oihungen, — Dagegen find die Gleichungen 
3) und 4.) vollfändige, d. h. ihre beiden Geiten enthalten genau 


meilen aber ift die Gleichung nur in fo fern gültig, als die eine Geitt 
der Gleichung weniger Werthe hat ald die andere Seite; 5. B. wenn man 
ſchreibt v9 —3, wo links zwei Werthe ſtehen, rechts aber nur ein 
einziger, und wo man zwar ſtatt des weniger umfaſſenden (—3), den uns 
faffenderen (Y9), aber nicht umgekehrt, flatt des Iestern überall den 
eriern feren Tann, weil der Iestere gerade diejenigen feiner Werthe vum 
fiellen Fönnte (4. B. +3), welche der andere nicht hat. — Solche Eli 
chungen möchte der Bft. unvollſtändige nennen. — Letztere Gleihun 
gen, find eben fo richtig als die erſtern, in fo fern beide Geiten der Blei 
hung ein und daffelbe ausdrücken. Ailein die erſteren find ohne beſen 
dere Sorgfalt zu gebrauchen. 
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gleich viele und genau dieſelben Werthe. — Die Gleichung 6.) if wieder 
eine volltändige. — (Näheres hierüber findet man im Kap. XXVI, > 


1. Th. des „Soſtems der Mathem.“ ate Auflage.). 
$. 95. 


Eben ſo gilt auch noch der binomiſche Lehrſatz, nämlich 
der Satz 


(1 x- b44& pe Hm -b°+ 


zanz allgemein, e8 mag x reell oe imaginär feyn, ieboch auch 
nit der Beſchränkung, daß zur Rechten dieſer Gleichung nur 
in eindeutiger Ausdruck ſteht, während zur Linken die allgemeine 


Potenz (1b) unendlich viele Me haben kann. Setzt man 
aber in der obigen Gleichung lieber — „ fatt b, und multiplicire 


man dann beide Seiten mit a, fo — * man links (a-4-b)*, 
sccht8 aber nun, wegen des Zaktors a’, ebenfalls genau po viele 
Werthe, als der Faktor links deren hatte. _J 


Der Grund, warum der binomifche Lehrſatz auch jest noch gilt, if 
ıber im „Syſtem d. Mathem.“ II. Ch. 2te Aufl. $. 684.) nachzulefen, in 
ſo fern uns hier die und vorgefteckte Kürze verbietet, irgend etwas mei 
Iäufiger zu behandeln, was nur theorefifches und nicht zu gleicher Seit ein, . 
praktifches Sintereffe hat. Wir begnügen uns hier damit, (im $. 48.) die 
Bültigkeit des binomifchen Lehrfages für pofltive Dignanden und reelle 
Erponenten gründlich nachgewiefen und überhaupt in Allem, wo wir 
niht befimmt das Gegentheil tagen, nach der größten Gründlich⸗ 
keit geſtrebt zu haben. 
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Den allgemeinen Potenzen fichen auch allgemeinere 
logarithmen gegenüber, die mis den Potenzen zugleich vorhanden 
md gegeben find. Weil aber folche mehr in fheoretifcher als 
1 praftifcher Beziehung von Intereſſe find, fo mag von diefen 
ke fen Logarithmen hier gar nicht meiter die Rede 

‚Die Lefer, welche Näheres darüber zu erfahren winſchen, 
11 
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werden ſolches im Kap. XXVI. des II. Th. 8. nSpfems 8. | 
Mathem.“ entwickelt finden. 

Anmerkung 1. Am Schluffe dieſes Kapitel, wo faſt 
alle mehrdeutigen und unendlich: vieldeutigen Ausdrücke einge 
führt worden find, müſſen wir aber ausdrücklich Die Warnung 
wiederholen: 1) „nie ein vwieldeutiges Zeichen, wenn es mehrere. 
nMale erfcheint, jedesmal als einen und denfelben Ausdruck 
„anzuſehen, weil es jedesmal einen andern feiner Werthe vor 
nftellen Eann!'; 2) in einer Gleichung zwifchen vieldeutigen Aus j 
drücken nur dann unbebingt die eine Seite flatt der andern pa 
fegen, wenn beide Geiten gleich viele und Diefelben Werthe ha 
ben; außerdem aber fiatt des weniger umfaffenden Ausdrucks 
zwar den umfaffenderen unbedingt zu fegen, aber nicht umgekehrt 
zu verfahren, d. h. nicht unbedingt für einen Ausdruck, de 
mehrere Werthe hat, einen andern zu feßen, der von biefen 
Werthen nur einen einzigen, oder nur einige derſelben vorſtellt, 
weil man fonft fürchten muß, daß der erftere allgemeinere Aus⸗ 
druck gerade ſolche Werthe vorftellte, welche der andere gar 
nicht enthält. 

In allgemeinen analptifchen Unterfuchungen fan man ! 
fich diefe Regeln nicht tief genug einprägen, weil ihre Vernach⸗ | 
laäſſigung (welche fich früher die größten Analyſten haben wu 
Schulden Eommen laffen) bereits zu den unrichtigften, und dabei : 
lange Zeit für wahr gehaltenen Nefultaten geführt hat. (Man 
vgl. hierüber die „Auffäge aus dem Gebiete der höhern Ma 
thematik Berlin 1823.) 

Anmerfung 2. Wir. ftehen aber jet in Bezug auf bie 
drei letztern Operationen auf derfelben Stufe, auf welcher wir 
in den $$. 9. und 10.) in Bezug auf die vier erftern Operatio⸗ 
nen ung geftellt fahen. — Wir dürfen jetzt nur noch einige 
Betrachtungen über die höheren Gleichungen hinzufügen, um 
die Lücken auszufüllen, die wir bier und da noch ſtehen laſſen 
mußten; 5. 3. 1) ob die. mie Wurzel nicht noch mehr als bie 
m Werthe hat, die wir gefunden haben, und ob alle. ihre Werthe 
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von der Form p-+-q-i find; 2) ob die Werthe des natürlichen 
Eogarithmen, die wir gefunden haben, alle feine Werthe find, 
oder ob er noch mehrere Werthe hat, die vieleicht nicht bie 
borm p-+gq-i haben; endlich 3) ob es überhaupt imaginäre 
Ausdrücke geben Eann, die fih nicht auf die Form p--qg-i 
bringen laffen. 

Wir werden aber im nächften Kapitel nachweiſen, 1) daß 
3 Feine audern imaginären Werthe giebt, als nur ſolche, die 
ih auf die Form p--q-ı bringen laffen; und 2) daß mir 
Ile Werthe der mien Wurzel und auch alle Werthe des na 
irlichen Logarithmen bereits gefunden haben. 


Achtes Kapitel. 





Bon den böhern Gleichungen. 


Einleitung. 


nuſdhlung der Wahrheiten, welche das gegenwärtige Kapitel zunächn außer Zmelied 
zu fegen hat. 

Das gegenwärtige Kapitel bat zunächk folgendes außer Zweifel 
zu fegen: | 

1) Jeder höheren Gleichung mit reellen oder imaginären Koefficienten, 
die aber von der Form p-+-q-i find, kann allemal durch einen Werth dei 
Unbekannten genügt werden, welcher felber von der Form p-+q-i iſt, alſo 
reell (wenn q—0 fich finder) oder imaginär. (Man vgl. $. 97.) 


2) Für jede folche höhere Gleichung vom meter Grade giebt es immer - 


senau m Cnicht mehr und nicht weniger) Ausdrücke von der Form pre i, 
welche, ſtatt des Unbekannten geſetzt, der höheren Gleichung genügen. — 
Diefe m Werthe nennt man die Wurzel⸗-Werthe der höhern Gleichung, 
‚und ſolche können in befonderen Fällen zum Cheil oder alle einander 
gleich fenn. (Man vgl. S. 98) | 

3) Sid a, B, Y 55a,» die m WurjelsWerthe einer höhern 
Gleichung von mten Grade, welche durch f,=0 ausgedrückt feyn mag; 
und hat man in £=0 nit dem Koefficienten der höchſten Cmten) Poren 
von x bividirt, fo dag die Gleihung £—0 die Form 


.(O) zu tA, iA, am? Le At A, 0 
angenommen hat, fo if allemal für jeden Werth von x 
= (@&—a)(x&-B)(X—y) (au) 9); 

und der Ausdrud £, läßt ſich nur auf diefe einzige Art in ſolche ein 
fache Faktoren (oder Faktoren vom erfien Grabe) zerlegen, 
(Man vgl. S. 99.) 

4) Da zu diefen Produkte jeder Faktor gerade fo viel beiträgt wie 
der andere, fo müſſen die Koeffieienten Ar, Au, A, Ay A, A, 
aus den Buchflaben a, B, y, Ss raus v auf eine völlig fpurmetzifipe 
Weiſe zufammengefest fenn; und in der That iſt Ä 
A, die Summe aller Wunels Werthe a, B, yı-- vs 





| 
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ra, die Summe ber Produkte je zweier dieſer Wurjel⸗Werthe; 
—A, bie Summe ber Produkte je dreier diefer Wurzel⸗Werthe; 
+A, die Summe der Produkte von je vier der Wurzel⸗Werthe; 
md allgemein if 
FA, die Summe der Produkte von je n ber Wurzels Werthe, wo das 
sbere (—) Zeichen gilt, wenn n ungerade iſt, das unter (+) das 
gegen, wenn n gerade. — Zulest ift 
A, das Produkt aller m WurzelsWerthe, und zwar, fo oft m ungerade 
ſeyn follte, noch mit dem (—) Zeichen verfehen. (MR. vgl. $. 100.) 
5) Ohne die Wurzel⸗Werthe a, By + u, v einer höheren 
Hleihung vom mten Grade zu Fennen, Fann man boch immer 
aus den Koefficienten ber gegebenen Gleichung eine nene . 
Bleihung bilden, 
1) deren Wurzel» Werthe bezüglich aba, Ba, ya, 5a, ua, va 
find, und jede biefer beiden neuen Gleichungen ift wieder vom min . 
Grabe; oder 
Y) deren Wurzel Werthe bezüglich 
as, Pr, Yu 652, -- Ma, va 





sder 
EB. 2 SS...» 
a’ a’ a’ a’ a’ a 
sder | 
' a 3 2. 8 a — 
a , ’ ’ ö y " 


ind; und jede diefer neuen Gleichungen if wieder vom mten Grade: 

oder 

39 deren Wurzel⸗Werthe die Summe je zweier Wurjel⸗ Werthe der ge⸗ 
gebenen Gleichung, oder die Differenz je zweier Wurzel⸗Werthe der 
gegebenen Gleichung, oder irgend eine Verbindung aus je zwei, oder 
je drei, oder je vier etc, etc. der Wurzel⸗Werthe der gegebenen Glei⸗ 
Hung finds; und die neue Gleichung if allemal von fovielten Grade, 
als fih aus den m WurjelsWerthen der gegebenen Gleichung folche 
Berbindungen gu zweien, zu dreien, gu vieren (mit oder ohne Wieder⸗ 
bolung, wie es die Aufgabe gerade verlangen follte) bilden laffen. 
(s$. 101.— 104.) 

6) Man kann die Summe der 2ten, Iten, Aten, ...nten Potenzen der 
Wurzel⸗Werthe einer jeden gegebenen höheren Gleichung mittelt eines 
ſehr einfachen (des Newton'ſchen) Lehrfages in die Koefficienten dieſer 
Gleichung ausdrüden (vgl. $. 105.). 

7) Aus einer jeden höheren Gleichung, welche gleiche Wurgel- Werthe 
hat, G. B. 00 a =ßB=y, dann wieder 5=e, u. f. f., if) Fann man 
immer eine andere höhere Gleichung vom niedrigern Grade ableiten, melche 
alle Wurzel⸗Werthe der vorigen hat, aber jeden nur einmal, wenn der: 
felbe in der vorigen Gleichung auch 2, 3, Amal u. f. w. vorgekommen 


168 Algebra u. Analyſis des Endlichen. Kap. vn. 


ſeyn foltes und das mieder, ohne daß man dis Wurjel⸗Werthe feat, 
bloß aus den Koefficienten der gegebenen Gleichung. 

Diefes alles gilt, die Koeffieienten .der Gleichung mögen reell oder 
imaginär ſeyn. Hat aber die Gleichung bloß reelle Koefficien 
ten, fo ik für felbige noch folgendes befonders zu merken: 

8) Hat eine höhere Gleihung LO mit reellen Koeffieienten den 
Wurzels Werth p-+q-i, mo q nicht Null if, fo. iſt auch p—qg-i, we p 
und q diefelben Werthe haben, ein zweiter Wurzel⸗Werth berfelben 
Gleichung C$. 107.). 

9) Eine höhere Gleihung f,—0 mit reellen Koeffieienten bat- alfe 
entweder gar Feine imaginären Wurzel-Werthe, oder fie hat folche dech 
immer paarweife. — Iſt fie daher von einem ungeraden Grade, fo hat fe 
mindeftens einen reellen Wurzel Werth. (Del. $. 108.) - 

10) Hat eine höhere Gleichung vom geraden Grabe ben legten Koef⸗ 
ficienten Cder mit x° multiplieirt erfcheint, d. h. der x gar nicht zum 
Faktor hat) negativ, fo bat biefelbe Gleichung wenigſtens zwei reele 
WurelsWerthe. (Bel. S. 108.) | 

| 11) Jede ganze Funktion von x von der Form 
Ai LAT dh A, ch A, 

läßt fich allemal in lauter reelle einfache oder doch in reelle doppelte Fak⸗ 
toren zerlegen, welche lesteren die Form x? — 2px-H-(p*--g*) d. h. 
(«—p)’+g? haben, in fo fern fie das Produkt der beiden imaginären 
Faktoren —(p-+q-i) und <—(p—g-i) find, — Giebt man aber (mad 
$. 82.) dem Ausdrude p-+g-i die Form r(cosp-ti-sinp), fo daß 
p-gqi=r(osg—i-sing) wird, fo if ber reelle doppelte Zafter 
=x?— 2rz-cosp-+Fr?. Man kann daher einen reellen doppelten Zakter, | 
deffen beide einfache Faktoren imaginär find, in diefer letztern Form eben pr 
falls hinſtellen. (Vol. $. 108.) i 

12) Diefe Zerlegung in reelle Doppelte oder einfache Faktoren, für die 
fehr einfachen Sunftionen "ta ausgeführt, giebt den Lehrfag des 
Cotes. Dehnt man aber diefe Zerlegung auch auf die Funktion 

x _Yanzt.cosp-t+a?” 
aus, fo hat man die zu dem Zehrfag des Cotes gehörige Erweiterung bes ’ 
Moivre. 

Außer d'eſen theoretiſchen Sätzen müſſen wir aber in dieſem Kapitel 
auch noch eine bequeme und ſichere praktiſche Methode zur Auffindung 
der Näherungswerthe einer höhern Gleichung mittheilen. 

Wir haben nämlich bereits im erſten Kapitel geſehen, daß man bis 
jetzt noch keine Methode aufgefunden hat, durch welche die allgemeinen 

höheren Gleichungen, d. h. diejenigen, welche nicht lauter beſtimmt gege⸗ 
bene Ziffern⸗Koefficienten haben, aufgelöft werden könnten, ſobald ſolche 
„ den vierten Grad überſteigen; und daß die allgemeine Auflöſung der 
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Gleichungen vom vierten Grade ſelbſt, die man noch nadhweifen Kann, 
durchaus nicht zur praftifchen numerifchen Auflöfung dieſer Gleichungen 


‚ wm vierten Grade benust werden Fann. 


Auf der andern Seite haben wir im $. 59.) das Newton’ {che Vers 
fhren durchblicken laſſen, nach welchem man für jede reelle numeris 


ſche Gleichung, d. b. für jede Gleichung, deren Koeffleienten reelle und 


wirklich gegebene Ziffern + Werthe find, den Wurzel⸗Werth der Gleichung 
in Srengen einfchliegen und biefe Grenzen felbft einander näher rüden 
kfien kann, Berfuchsweife; fo daß man zuletzt einen Näherungss Werth 
für den Unbekannten bat, der vielleicht dem gefuchten fo nahe gefunden 
werden Tann, ald ber Fall der Anwendung es nur immer. wünfchensmerth 


J macht. Es kommt alfo jetzt alles darauf an, dieſe Methode hier gehörig 


iu vervollfonmmen, fo daß fie mit möglichfter Schnelligkeit die möglichfte 


I Genauigkeit liefert. Zu diefer Vervolllommnung gehören folgende Punkte: 


13). Wenn die gu Iöfende numerifche Gleichung gegeben ik, mögliche 
ſchnell für jebe der reellen Wurgels Werthe zwei Grenzen zu finden, wis 
ſchen denen fie liegt, und sugleich genau angeben zu können, wieviel ima⸗ 
sinäre, alfo wie viele reelle Wurzel⸗Werthe die gegebene Gleichung hat. 

14) Wenn bies erledigt iR, bie Grenzen irgend eines ber Wurzels 
Werthe, die man ſchon hat, möglich fchnell enger und enger zu ziehen, 


ſo daß man möglihh bald zwei Grenzen dieſes Wurzel⸗Werthes habe, 


welche felbft nur noch weniger von einander verfchieben find, als ber Feh⸗ 
lee beträgt, den man in der gerade vorhabenden Anwendung machen barf. 
— Dann kann man nämlich jede diefer beiden Grenzen felbft ſtatt bes 
geſuchten Wurzel⸗Werthes nehmen. 

Aue dieſe Punkte ſollen nun durch die nächſtfolgenden Paragraphen 
vorzugsweiſe erledigt werden. 





Erfte Abtheilung. 


Augemeine Eigenfchaften der böhern Gleichungen mit beliebigen reellen 
oder imaginären Koefficienten von der Sorm p-t-yri. 


$. 97. 


Welche endliche Reihe oder ganze Funktion von x auch 
immer durch $, vorgeftellt feyn mag, d. h. wie auch ihre Kock 
ficienten, veeß oder imaginär aber von der Form p+-g-i, nur 
immer ſeyn mögen, fo giebt es doch immer einen reellen oder 
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imaginären Werth von ber Form p-Fq-i, welcher ſtatt x ge |: 


fetst die Funktion f, der Null gleich macht. 


Subfituirt man nämlich überhaupt p-+q-i flatt x, und Iaft men F' 


dabei p und q noch ganz unbefimmt, fo wird ſich £, in bie Gem 
Qua ti, verwandeln laſſen, wo 2, und ,, Cenblide) Deppel⸗ 


Reihen, d. h. ganze Funktionen von p und von q find, Es kommt nun 


darauf an nachzuweiſen, daß es reelle Werthe von p und q giebt, welt 
9=0 und 0, ober was baffelbe if, welhe 20 machen; 
denn da p und 1» für reelle Werthe von p und q, felbk nur reellt 
Werthe annehmen, fo werben 2° und p? nur pofltiv, wenn nicht Nil 


alſo kann 9 +? nicht der Null gleich feun, ohne daß ꝙ und a» eimgela | 


der Null gleich find. 
Bezeichnen wir nun 
1) o?+Y° durch Fa oder FF — 
fo Keht man wenigſtens foviel ein, daß E für alle reelen Werthe von p 
nnd q immerfort pofitis und höchſtens — 0 ik, daß daher F einen klein⸗ 
fien Werth haben wird. Es giebt alfo ganz gewig reelle Werche 
von p und q, welche F gu einem Kleinften machen. Diefe Ip 
teren werden (nach $. 61.) gefunden, wenn man bie beiden Gleichungen 
2) öF,—=0 und öF, — 0 
nach p und q auflöfl. Kun ift aber (nach SS. 55. und 56.) - 
.9) 5,=%d9,t2p- dp, und OF, = %%- A RE 
folglich gehen die Bkeichungen * über in 
) Pi, tem und go, td, 0. 





Diefe Gleichungen geben, wenn man abwechfelnd ab "oder 0) > auf dem 


gewöhnlichen algebraifchen Wege eliminitt. 


wenn nicht 
6) dp, Oh — Burda, —0. 


Würde nun die Gleichung 6.) wirklich Werthe von p und q liefern, für | 


welche F ein Minimum wird, fo würde, da biefe einzige Gleichung den 
Werth von p ganz unbeftimmt läßt und nur q zu p beftimmt, F ein Mi⸗ 
nimum fenn für eine unendliche Anzahl ftetig neben einander liegender 
Werthe von p, welche den Übrigen Bedingungen des Minimums genügen *). 


*) Dies läßt fich auch noch firenger beweifen. M. vgl. „Syſt. d. 


Math, Th. II. te Aufl. $.481.). Dan kann nämlich durch Rechnung 
nachmweifen, daß die aus der Gleichung 6.) hervorgehenden Werthe von 
p und q den Bedingungen, bag °F, und °F, -8°F, —(0*:F, poſitiv 


werden men, nicht genügen; folglich enthält diefe Gleichung 6.) bie 
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Da dies nicht ſeyn kann, fo find die allemal erikirenden reellen 
Verthe von p und son q, welche F zu einem Minimum machen, allemal 
wr aus den Gleichungen 5.) herzuholen. Weil es aber immer” reelle 
Berthe von p und q giebt, welche F zu einem Minimum machen, fo 
iebt es reelle Werthe von p und von q, welde »—=0 und 
»,==0.maden, und welche daher fo ſind, daß wenn p-+q-i flatt x 
n £, gefegt wird, dann auch f, der Null gleich werden nuß. 

Anmerfung. Der vorliegende Beweis behält feine volle 
Sültigfeit, wenn auch f, eine unendliche. Reihe nad) x feyn 
ofte, fo daß p und » unendliche Doppel⸗Reihen find, fobald 
wir nur vorausfegen dürfen, daß -p und w für alle reellen 
Werthe von p und q convergiren, d. 5. daß, obgleich Pan eben 
fo wie Yo aus unendlich vielen unendlichen Reihen beftehen, 
jede dieſer letztern convergent ift, und Die durch die Summen 
dieſer letztern Reihen gebildete Reihe abermals zu den conver⸗ 
genten gehört. 

Dies iſt aber namentlich allemal der Fall, ſobald wir uns 
unter f eine der nachſtehenden fünf unendlichen Reihen denken, 
nämlich entweder die Potenz⸗ Reihe 


xt 

HH HH tt 
oder diejenigen Neihen, welche aus diefer hervorgehen, wenn 
man die Summe der geraden, oder die Summe der ungeraden 
Glieder diefer. Reihe nimmt, und zwar mit dem eigenen (-4-) 
Zeichen, ober mit abmwechfelnden (-- und —) Zeichen. — Setzt 


man, nämlich (nach $. 82.) r-(cosp-Hi-sinp) flatt p+q-1, 
ſo geht die obige nee oermöge ber Formel bes $. 84.) über in 


1-F-cosp- 1 —-F-00s2p- Sr teosäp- at 
+i- (sine CH sine Zt sine +) 
welche beide Reihen für jeden Werth von r und p, convergent 


Werthe von p und q nicht, welche F,, wm einem Minimum machen 
(nach 6. 61.). u 
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find. — Aehnliches giebt fich für bie übrigen vier Reihen 
welche aus biefen Gliedern der Potenz: Reihe gebildet And. 
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L Jede ganze Sunftion £, von x, vom mim Grade IA 
fich allemal und nur auf eine einzige Art in ein Produkt von 
m Saktoren zerlegen von der Form (x—a)x— Bay) 
&— (x —r), wenn die Koefficienten berfelben beliebig re 
oder imaginär aber von ber Form p--q-ı find, fobald mr 
der Koefficient der höchſten mien Potenz von x, der 1 gleih 
if, — Iſt aber A, der Koefficient dieſer böchften Potenz x", 
fo läßt fich Doch f. allemal auf Die Form 

Aa) &y) Ku) 
bringen, während a, ß, y, +1, v reell oder Imaginär aber von 
der Sorm p-+q-i find. | 
IL Es giebt daher im Allgemeinen m, nicht mehr und 
nicht weniger, einander nicht gleiche Ausdrücke &, B, >, + 9, 
welche reeil oder imaginär aber von ber Form p-+-q-i find, 
und welche ſtatt des Unbekannten x der höhern Gleichung 

== 0) gefeßt, letztere identifch machen. Diefe nennt man die 
Wurzel: Werthe der höhern Gleichung. — In befondem 
Fällen können 2, 3 und mehrere, ja ale dieſer m Wurjel⸗ 
Werthe einander gleich werden. | 

Wir wollen diefe Behauptungen blog für eine ganze Funktion von 

Bten Grade nachweifen, nämlich 

B=Agz Art A, Krb, Act A, 
Es laßt fich erflih A, als ein gemeinfhaftlicher Zaktor deraueſeien, 
nämlich ſo 
1) L=A,: (riet er ax Ze Ltr 
und, waren vorher bie Koeffisienten reell oder imaginär er von der 
Form p-tq-i, fo find die jegigen Koefficienten (nach $. 18.) wiederum 
von biefer Form. Diefe neuen Koefficienten mögen ber Ordnung nady 
durch B., B., B, B, und B, beseichnet feyn. 

Dividirt man nun bie ganze Sunktion 

x"+B, x*+B,-x’+B,.x’+B, x-+B,, 
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‚weiche durch Ds begeichnet werben mag, durch z— a, me a ganz belichig 
sedacht if, fo lange fort (nach ben Kegeln der gemeinen Buchſtaben⸗ 
: Rechnung), bis man einen Reſt bekommt, welcher gar Bein x mehr bat, 
; fo findet ſich (nach dem Schema bes $. 20. IL, woſelbſt der Leſer nachzu⸗ 
feben bier ausdrücklich gebeten wird) diefer Teste Reſt ſo: 

» a +B:a*-+B,-a’-+B,-a?-FB,-a-+-B; oder 94 

d. h. Diefer Texte Reſt if das, was aus p, wird, wenn fan « flatt x 
ſetzt. Iſt daher & ber (nach $. 97.) allemal exiſtirende Ausdruck, welcher 
9, m Null macht, fo iſt diefer legte Reſt der Null gleich und », if dann 
durch x— ao ohne Reſt theilbar, und der Quotient ift vom m—1tm d. h. 
in unferen Sale, vom aten Grabe *). Wird letzterer durch p/ bereichuet, 
fi hat man 

) 9, = (z—a).p/ 
während (nach $. 18.) die Koefficienten von 2’, nothwendig wieber reell 
sder imaginär aber von der Form p--q-i find. Ganz auf diefelbe Weiſe 
filgert man aber, daß 
) 9, =a—p) 5 ” N, =aR- ots ulm f. 
if, während bie Qustienten @/,, 9%, 9, ete, etc, nach der Ordnung 
um einen Grab niedriger werben, fo dag ber Teste Quotient nur noch vom 
iten Grabe, etwa =x—s wird. Dann bat man ale 
9, -) (X -BIE-YVlR—5)(X—E) 


La, =LL-)E-PE-NVR-)KE— 5 
und fo iſt der eine Theil unferer Behauptungen außer Zweifel gefegt. 
Dag aber num jeder der fünf Werthe von x, welcher nach und nach 
einen jeden einzelnen der fünf Zaftoren von L, der Nu gleich macht, 
ug £, felbft der Null gleich machen müffe, fällt in die Augen. 
Jeder Werth 2 endlich, welcher Ratt x gefent, unfere Funktion f, ber 
Null gleich macht, muß einen der obigen fünf Zaktoren der Null gleich 
machen, muß alfo einer der vorigen fünf Werthe =, 8, y, 5 oder e fen. 


un) 





Daß o, durch x—a ohne Mei theilbar if, fo oft « derjenige 
Werth von x iſt, welcher >, der Null gleich macht, ſieht man noch 
bequemer ein, wenn man 9,0 von @, ſubtrahirt, fo daB man 
9,=9,—p, erhält. Diefe Icatere Form hat dann lauter Glieder von 
de orm B,- (dad) und Da? if allemal durch x—a ohne Kek 
theilbar. Sind aber alle Glieder von 2, —p, Cd. h. von p,, aber in dies 
fer neuen Zorn) durch z—a ohne Meß theilber, fo iR », ſelbſt durch 
za ohne Reſt theilbar. 
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Denn man dividire = 0 fo lange mit denjenigen ber fünf Gele 
x— a, x—ß, X—y, ete. ete. die für z==2 nicht Null werden, fe w 
giebt fich doch der leute der Null gleih für x—=2. 

Daraus folgt aber, daß ſich f, nur auf eine einzige Art’ im Fünf folde 
einfache Faktoren zerlegen läßt. Denn wäre x—2 irgend ein nener HET 
tor von p,, fo würde xX die Funktion p; der Null gleich machen, 
folglich mit einem der übrigen fünf Werthe zuſammenfallen. 

Was aber von einer ganzen Funktion nom Sten Grabe hier fo eben 
gezeigt ik, kann jeder Lefer auf jede game Zunktion von jedem mten Grade 
ausdehnen. 

So find die Nummern 1)—3.) der Einleitung außer Zweifel sehe 


$. 99. | i 
: Nimmt man umgefehrt ein Produkt 
(xt) (HB) a4) (#5) (x) 
von beliebig vielen folcher einfachen Faktoren, fo giebt die ge 
meine Multiplikation augenblicklich 
Ge) +) =x’+(aB) sta; 
(Ko) (&-HB) (a) = 
Hot B)xr+(apter+By) x-Foßy; 
(<+0) (+8) (<->) (x) = 
(a By +9)x’+ (eBay tad+By+B5-y8)x* 
-+(aoßy-Foßd-ayö-}-By8)x-aßys; 
@7°) K+YE+Y) (ats) ae) = 
x+ : sr Pi 3] aßyl-x?-+] aßyölx-apyst. 
0 By 


1% Be aßös 
ae wyÖ Tore 


-rE +By aye pös 
86 ade | 
ße Byö 
€ 
| I 
€ -yös 


Hat man daher 3. B. die höhere Gleichung vom Zien Grade 
—0— 

: ſo ſind aß — 9 6, — die 5 Wurzel Werthe ders 

ſelben und fo fieht man, mie die Koefficienten‘. des Prodults 
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nicht bloß ganz ſymmetriſche Zufammenfegungen aus  biefen 
Wurzel⸗Werthen find, ſondern auch gerade die mohlgeordneten 
Verbindungen (Combinationen) aus je 1, je 2, je 3, je 4, und 
alten 5 Wurzel: Werthen —a, —B, —y, —65, —e, letztere 
als Produkte angefehen, die alle zu einander addirt werden müſ⸗ 
fen, und mit dem entgegengefegten oder eigenen Vorzeichen 
(— oder +), je nachbem es der 1, It, 5 etc. etc. oder 
der Ae, Ate etc. etc. Koefficient ift, d. h. je nachbem bie ein- 
zelnen Produkte aus einer ungeraden ober aus einer geraden 
Anzahl von Faktoren beftehen. 

Daffelbe erftreckt fich offenbar auf jede beliebige Anzahl 
folcher einfachen Faktoren; und fo ſieht fich die N. 4.) der Eins 
kitung in's gehörige Licht geftellt. | 

Anmerkung. Schreibt man bie Funktion $, in umge 
kehrter Ordnuno nämlich 

—A,t+A,x+A,x’+A,x’ + 
und aid Q, B, yo. u, v die ——S * lichun 
£=0, fo iſt allemal auch | 


a ) 
Es if nämlich (nach S. 99.) + das Produkt aßy +-- av aller 


mWurzel⸗Werthe, wo das + oder (—) Seien gilt, je nachdem m 
gende oder ungerade if. Nimmt man daher Die Gleichung bes 6. 98. 
) nämlich 


L=A,x-a)x—B)I(X—y) 2») ' 
und dividirt man rechts durch das Produkt aßy +++ uw, während man zu 


sleicher Zeit mit dem, diefem Produkt gleichen Ausdruc 1 wiederum 
‚ Multiplieist, fo hat man immer noch £, unverändert, nämlich 
— XANES.. (ZA ZN: 
tr) ENIEN: 
und daraus folgt die zu erweifende Gleichung (O) augenblicklich. 
Man Hat dies auf den Fall ausgedehnt mo f, eine unend⸗ 
liche Reihe 
KrAete, x2LA, x? A, Xi. in inf. 


\ 
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vorſtellt. Man behauptet: Wenn man alle unendlich vielen We 
the a; B, y, 8, e etc. etc. hat, welche dieſe Reihe 1, wen 
fie flatt x geſetzt werden, der Null gleich macht, fo müfle Bär 
£, in ein Produkt von unendlich⸗vielen Faktoren zerlegen laſſen 

nämlich 


=, (-2/1-3)(1-2)1-3)0-2)-mi 


So plaufibel dies aber ſeyn mag, fo unwahr iſt es dei 
im Allgemeinen, und dürfte höchftens nur von ben Reiben nach 
x wahr ſeyn, welche für jeden reellen ober imaginären Werth 
von x, der die Form p--q-ı hat, convergent find. — Und in E 
den Fällen, wo der Sag wahr ſeyn mag, ift er doch nur dam 
anzuwenden, wenn man überzeugt ift, alle (unendlichswielen) 
Wurzel⸗Werthe von = 0 wirklich zu haben, welche Ueberzew 
gung nicht immer leicht zu erlangen feyn bürfte, 

Namentlich zerlegt man auf folche Weile die Sinus⸗ und 
Koſinus⸗Reihen in Produkte von unendlich: vielen Glen; | 
namlich 


2 HIHI 

de Ge Hacke 

ne A 
= (- FRI 

Alle Folgerungen, die man bis jetzt aus dieſen beiden Zerlegun⸗ 

gen gezogen bat, laſſen fich auch auf anderen Wegen erhalten, 


und dies fpricht mehr als alles Uebrige für die Richtigkeit die 
fer beiden Zerlegungen. 





$. 100. 
. Ohne die Wurzel-Werthe a, B, y, 6 +» gu, v einer höhern 
Sleihung vom mer Grade 


1) A, HART Le At An 0 
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ps Eennen, Tann man doch aus ihr leicht nene Gleichungen bil 
ben, deren Wurzel⸗Werthe das afache, ober der ate Theil der 
Wurzel: Werthe der gegebenen Gleichung 1.) find, oder deren 
Wurzel⸗Werthe alle um a größer oder Eleiner find als bezüglich 
ie Wurzel⸗Werthe der gegebenen Gleichung. 


I. Setzt man nämlih z— ax, alſo x — — und ſubſti⸗ 


virt man biefen Werth — ſtatt x in die gegebene Gleichung- 


l.); fo erhält man, wenn noch mit a” wegmultiplicirt wird, 
2) Z"-H-A az A, te Aa Aa" 0; 
mb die Wurzel⸗Werthe dieſer Gleichung 2.) find bezüglich 
ao, aß, 29, +» au und av. 


IT. Segt man aber u — =, alfo = au, und ſubſtituirt 


nan diefen Werth au ſtatt x in die gegebene Gleichung 1.), 

o erhält man 
m A, n- A n- An- . . 
2 et eo; 
md bie Wurzel⸗Werthe dieſer Gleichung find bezüglich 

| hei B I. u Li und 2. 

III. Sollte aber eine Gleichung gefunden werden, deren 

Wurzel⸗Werthe bezüglich 

‚a a a a 

7 RB’ y’ .. 7 | 

ind, fo dürfte man nur v — —, alſo x =— feßen, und bie 


a 
und — 
V 


ꝛn Werth — ftatt x in die gegebene Gleichung 1.) fubftitwiren. 


*) Diefe Gleichung 3.) gebt auch aus der 2.) hervor, wenn man 
- flatt und u Ratt = ſchreibt. 
HL 19 
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Man erhält dann 
4) A A av LA, na 2 "bee HA, at va" =0 


für die gefuchte Gleichung. 
Setzt man hier a— 1, fo erhält man 


5) A HA HA he Ar +0; 
und die Wurzel⸗Werthe diefer Gleichung find bezüglich 
ı 1 71 1 1 
7 ru 7 ... 7 und 7 

Dieſe letzteren Wurzel⸗Werthe nennt man die reciproken 
der Wurzel⸗Werthe der gegebenen Gleichung, und letztere ſind 
natürlich wieder die reciproken der erſtern. 

IV. Soll eine Gleichung gefunden werden, deren Wurjel⸗ 
Werthe von den Wurzel» Werthen der gegebenen Gleichung 1.) 
begüglich um a verfchieben find, fo fegt man 

y-=ı—a, alſo xz=y-4a, 
und (ubftituiet Biefen Werth y-+a flatt x in die gegebene Glei 
hung 1.). Man erhält Bann für die gefüchte Gleichung, wenn 
die gegebene durch ,— 0 bezeichnet wird, die neue Gleichung 
f,,.= 0 der 4,0, oder Kr, —=0, wenn zulegt a fiat 
x gefeßt wird. Dies giebt alfo die neue, nach y geordnete Glei 
chung (nach $. 54. 2. 


6) .Fof. yo se 








Fr y’t 
m—1 
Be y 4 Bl *0 

wenn nur zuletzt überall a ſtatt x geſetzt wird. 

Dabei ift aber, weil man 

[=x"+A "iA, zm2L..-A mr tA, 

bat, fogleich 

df = m" (m1)A,T Hm YA dhe A, 

0°f,—m 1—-1,m—2 +(m—1)1-1 Am... 92-1 A, 

of, =m 3I—1, n—3 (m 19-1 A, mA .. .+ zu 
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0, —n!=1, n—4 +m— — 1) 1-1 A a +. 4 —— 


= rm, — m'x+(m—1)!A, 
und 

87, —m! 
fo dag in der Gleichung 6.) der Koeffieient von y” blet 1, der von y 
aber Cin fo fern a flatt x geferst werden muß) blog ma--A, if, wie fol- 
ches auch die direkte Gubftitution lehrt. 

Die Wurzel Werthe der Gleichung 6.) find aber bezüglich 

aa, B—a, y—a, - u—a und v—a. 
V. Sollten folche bezüglich | 
ata, Pa, ya,» ta und »-ra 
werden, fo dürfte man in der Gleichung 6.) nur —a flatt 4a, 
. h. —a ſtatt x (in 6.) fchreiben. 

Anmerkung 1. Wenn in einer höhern Gleichung vom m’ 
Grabe der Koefficient von x"! der Null gleich ift, fo dag dies 
ſes Glied ganz fehlt, fo nennt man folche eine reducirte hö⸗ 
here Gleichung. Man erhält diefe reducirte aus der 6.), wenn 


man ma--A, = 0 feßt, B. 5. wenn man a = nimmt. — 
Kennt man aber die Wurzel⸗Werthe y ber reducirten Gleichung, 
ſo darf man nur zu jedem derſelben noch diefen Werth A 


von a addiren, und man hat die Wurzel⸗Werthe Der gegebenen 
vollftändigen Gleichung. Beiſpiele dazu liefern bie $$. 17.), 
19) und 21). Um nämlich die allgemeinen und vollſtändigen 
mabratifchen, Eubifchen und biquadratifchen Gleichungen aufzu⸗ 
löfen, wurden fie jedesmal (in ben angeführten Paragraphen) 
in reducirte verwandelt, und dann aus den Wurzel⸗-Werthen 
der rebueirten Gleichung erft die der vollftändigen Gleichung 
abgeleitet. 

Anmerkung 2. Man bedient fich diefer Umwandlungen 
dee Gleichungen zu verfchiedenen Zwecken, von denen wir bier 


noch einige hervorheben wollen. | 
12* 
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I. Sind nämlich die Koefficienten der Gleichung 
zZ" +B, 2"! L-B,2"?+-B,2" +... +Bu 12 +Bu=0 

ganze Zahlen, und ift der Koefficient der höchften Potenz x | 
der Einheit gleich, fo kann Feiner der reellen Wurzel» Werke 
Biefer Gleichung eine rationale gebrochene Zahl feyn, fondern 
diefe reellen Wurzel-Werthe find entweder ganze Zahlen, odtt 
irrationale. | 

Denn fest man irgend eine rationale, in ihren Heinften Zahlen aut 


gebrückte gebrochene Zahl —- Aatt z, fo erhält man, wenn mit » u 7 
mulsiplicirt wird, 


HB ya n—1 +B,u m—2 v„-+B u 2 +... 


— u"? +B 10, 
wo alle Glieder ganze Zahlen find bis auf das erſte, welches gebrochen iR, 
fo dag die ganze Summe nie der Null gleich werden Tann. 


Wählt man daher in $. 100.1.) die Zahl a fo, daß, wenn. 
auch A,, Az, Az, An gebrochene Zahlen find, doch die 
Koefficienten der neuen Gleichung ($. 100. I. 2.) nur gan 
Zahlen werden*), fo meiß man, daß die neue Gleichung nur 
ganze oder irrationale Wurzel: Werthe hat. — Man probirt mm 
die ganzen Zahlen, pofitiv und negativ genommen, durch, um 
diejenigen e, e, el, +... darunter gu finden, welche ber Glei⸗ 
hung 2.) wirklich genügen, — dividirt dann Die Gleichung durch 
(z—e)(z—E)(z— el)... weg, und erhält fo die neue Gleichung, 
welche bloß noch irrationale reelle Wurzel: Werthe, wenn nicht 
lauter imaginäre, hat. 

I. Sollten die Koefficienten A,, A, A, A,, 
und Diefelbe Wurzel z. B. Y3 als Faktor enthalten, fo —* 
man in $. 100. I.) nur a=y3 nehmen, und die neue Glei⸗ 
. dung $. 100. I. 2.) würde in ihren Koefficienten dieſe Wurzel 
nicht mehr enthalten. 


*) Zu dieſem Behufe dürfte man nur ſtatt a ben Generals Yenner 
aller Brüche A, A, A, .. 


. . . m 
nehmen. Oft thut es eine noch kleinere Zahl. . 
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II. Set man in $. 100. L) a=—1, fo ändert die 
jegebene Gleichung bloß ihre Vorzeichen in den ungeraden Glie 
ern; und die neue Gleichung hat dann die pofitiven Wurzel; 
Berthe der gegebenen Gleichung als negative, und die negati- 
en von jener als pofitive. 

IV. Bei der Umformung $. 100. V.) kann man a pofl- 
iv und fo groß nehmen, daß die neue Gleichung außer den 
maginären Wurgel-Werthen nur noch lauter pofitive Wurzel: 
Berthe hat. Ob man aber bei irgend einer angenommenen 
zahl a diefen Zweck wirklich erreicht babe, muß freilich noch 
rjonders unterſucht werden. 


K 101. 

Eucht- man, wenn die höhere Gleichung vom mien Grade 
ART ART Le A HA 0 
jtgeben ift, deren m Wurzel: Werthe a, B, y, + u und » nicht 
xkannt find, — eine neue Gleichung in z, deren Wurzel: Wer: 
he die Summe je zweier WurzelsWerthe der gegebenen Glei⸗ 
hung find, — fo bildet man fich aus den m unbekannten, aber 
uch @, B, 9, * 1, » begeichneten Wurzel⸗ Werthen, dieſe 


nZ 1) 


Summen, deren Anzahl iſt, und dann die Faktoren 


1-(056) at. . 2—-(a-3), (By), 
3—(B-+P) ++ guleßt z—(utr). — 


/ m(m — 


hiernach multiplicirt man dieſe Faktoren mit ein⸗ 


ander; und man wird, für die einzelnen Koefficienten ber ver 
hiedenen Potenzen von z, offenbar lauter fpmmetzifche Zufam: 
nenfeßungen aus den m Wurzel⸗Werthen a, B, », +-- u. und » 
rhalten. Diefe laffen fich dann allemal in A,, Az, Ass: Am 
weil letztere ale elementaren ſymmetriſchen Zufammenfegungen 
us denfelben Wurzel-:Werthen &, B, 9; u, » find) und 
var dloß mittelft der vier elementaren Operationen (darunter 
rodufte gleicher Faktoren, alfo ganze Potenzen) ausdrücken. 
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Und wird zuletzt das Pioduft der Null gleich geſetzt, fo dat le 
man Sie gefuchte höhere Gleichung, welche vom Dh 
Grade feyn wird. 

Wir wollen diefe Rechnungen bloß für m=3 durdführen. — & 
fey nämlich 
9 x’ LA x2 -A.xtA,—0 
eins gegebene kubiſche Gleichung, deren drei Wurzel⸗Werthe a, B, y m 
bekannt find. Bildet man nun die Gleichung 

2) Z—-(a+B))-I— (a-Fy)]-[z— 460, 
fo wird ſolche, wenn man wirklich multiplieirt, 

3) 2? UatBty)2’+ la +6’”+y?F43(af FaytBy))- 2 

+(a’B+aß’-ta’ytay’+B?ytby’+2apy) =& 
Nun ik aber (nach $. 99.) 

4) At3 5) aptaytefy=A, und 6) apy=—A, 
Duadrirt man die 4.) und adbirt man die 5.), fo ergiebt fich der Koeff⸗ 
sient von z in 3.), =A+A,. — Wultiplieirt man aber die 4.) mit 
der 5.), fo erhält man den legtern Koefficienten in 3.), fobald man ned 
die Gleichung 6.) fuhtrahirt; daher wird folder =—A,-A,+A, — 
Die Gleichung 3.) wird daher jent F 

2>+2A, 2° +(AP As) 3A, —A,-A,)=0, 
und diefe hat die drei Wurzels Werthe 
a+Bß;, +9 B+y *). 

Anmerkung. Sollte eine Gleichung zu —— 
bie Differenz je zweier der m Wurzel⸗Werthe a, 8, y, » 
der gegebenen Gleichung 

LA RT LA NT. LA + An —=0 

erhalten, fo befommt fie m(m—1) Faktoren, alfo doppelt fo 
viele al8 in der vorhergehenden Aufgabe, nämlich neben Bi 
Faktor z(a—P) auch noch den Faktor z—(B—a). — Weil 
aber dieſe beiden Faktoren, mit einander multipliciet, 2 (aß)? 
oder u—(o—B)? geben, wenn man 2? durch u begeichnet, fo 
wird die neue Gleichung in u doch wiederum nur vom 

*) Diefe gefuchte Gleichung wurde wieder vom 3ten Grade. Wäre 
aber die gegebene Bleichung Cin x) vom Atem Grade gewefen, fo wäre die 
neue Gleichung (in z) vom * d. h. vom 6ten Grade geworden. — 


Yind wäre die gegebene Gleichung Cin x) vom 7ten Grade geweſen, fo wäre 
die neue Gleichung (in =) vom Zften Grade geworden. 
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Yan Grade, obgleich die in z vom doppelt fo hohen 


Srade iſt, aber nur gerade Potenzen von z enthält. — Das 
weitere Verfahren ift wie in der vorhergehenden Aufgabe. 

Und es If nun nicht ſchwer zu erkennen, wie man verfaßs 
ren müfle, um eine neue Gleichung in z zu finden, welche eine 
ganz beliebige Zufammenfegung aus je zwei, je drei, je vier 
etc. etc. der Wurzel⸗Werthe der gegebenen Gleichung zu Wurs 
zel⸗Werthen hat. — Man bildet fich die Faktoren; man mul 
fiplicirt, d. h. man verwandelt dag Produkt in eine ganze Funk 
ion von 2; bie Koefficienten Biefer ganzen Funktion find ſym⸗ 
metrifche Zufammenfegungen aus den m Wurzel-Werthen a, ß, 
yo. gu, v und laffen fich daher allemal in die Koefficienten 
der gegebenen Gleichung A,, A, * A. (weil letztere die ele⸗ 
mentaren fpmmetrifchen Zufammenfegungen aus benfelben Wur⸗ 
zel⸗Werthen find) ausdrücken, ohne daß man die Wurzel⸗Wer⸗ 
the felbft zu Eennen braucht. | 

Das fchtwierigfte Gefchäft dabei iſt das letztere; deshalb 
hat man fich mit den ſymmetriſchen Sunftionen (db. h. 
ſymmetriſchen Zufammenfegungen) vielfach befchäftige und Lehr: - 
füge feftgeftellt, aus denen die Möglichkeit und die Art der Aus: 
führung dieſer Umformungen zugleich hervorgeht. Wir verwei⸗ 
fen den geneigten Lefer auf den IL. TH. d. „Syſtems d. Mathem.“ 
wo diefen Funktionen ein eigenes Kapitel gewidmet iſt, unters 
laſſen aber Hier jede weitere Betrachtung bderfelben, weil das 
Ganze mehr Gegenftand theoretifcher Spekulationen als der eines 
praktiſchen Nutzens if. Wir begnügen ung einen einzigen Lehr: 
ag herauszuheben, welcher der Newton'ſche genanut wird, und 
welcher bier unmittelbar folgt. 





$. 102. 
Der Newtonſche Lehrfag von den Potenz Summen der Wurzel⸗Werthe. 
Sind a, R, y ++, u, » die m Wurzel» Werthe einer gegebe: 
nen Gleichung vom mien Grade 
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x" +A,x zei LA," tA,. 4A, =0, 

| und —** man, mern r irgend eine poſitive ganze Soll, 

vorſtellt, Die Potenz: Summe | 
2) 2 d+pty tete durch S, | 

ß daß S, die bloße Summe der m Wurzel: Werthe, S, biel- 
Summe ihrer Duadrafe u. f. m, f. vorftellt, fo finden folgende 

Gleichungen flatt: 

S, FA, =0 

S,+A,S, +24, =0 “ 

S,+A,S,+A,S, +34, = 0 
S,+A,S,+A,S,+A,- Ss t4,=0 

und allgemein, wenn n pofltio ganz und entweber gleich ober 
fleiner ald m ift 


1 SHA, Sat Ar Sat As Sat 


A, ° .S ‚tnA, —=(, 

Und die folgende Gleichung oo 
II. SA, So tA:S-2 + A; S-3+ 664 
—+A,-1S2-m +1 An Sn = 0 
gilt, man mag n gleich, Eleiner oder größer ald m nehmen, 
wenn nur ganz. Es enthält aber dieſe Gleichung II.), fo oft 
n<m gedacht wird, auch Summen negativer Potenzen der 

Wurzel⸗Werthe *). 

Und zieht man in dem Falle, wo n<'m, etwa n+-u=m 
ift, die Gleichung I.) von der Gleichung IL.) ab, fo bleibt, weil 
So = aß’ +y°+ + --u49° 8.5. weil S,=m if, 

IN. u · Ant Any -S-1+An42°S-2+ + An S-u —=(. 

Mittelft dieſer Sätze kann man nun fehr Teicht die Sums 
men Ber Potenzen der Wurzel⸗Werthe in bie Koefficienten der 
höhern Gleichung ausdrücken. 





3) 





Ey Bei der Anwendung diefer Formel IL) muß man ferner nicht 
überfehen, dag S. die Summe der nullten Potenzen der m Wurzel⸗ Werthe 
aß, ya, vorſtellt, daß alfo 

S,=m 
if, 
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Beweiſen wir den Sat für den Fall mo m=5 if. Man hat dann 
L =a@— a) «BI y)R—8)(X— 2); 
folglich (nach Anmerkung wu 6. 55.) 
{, f, 
ı) 0 d=:T tt * Hr 


Yun ift aber Ctwenn man das Verfahren $. 18. oder das der Note 
an 6. 98. anmendet) 
2 2 
7 ran 


* **4 x 
Setzt man in dieſer Gleichung nach und nach ß, 5, * hatt a, und 
arbirt man alle fünf Gleichungen, ſo erhält man zur Linken Cach 1°.) 


„, alfo r 
ur = ns i Pr x’. —A 
1 2 








— —0 
3 











zs, 
5A, 








“ “ 


Nimmt man aber aus 
EUREN OEFHI ERN WEN VEN VE 
of, direckt Cnach $. 54.), fo. erhäft man 
3% of, —=5x*-FAA,x’+3A,x? -F2A,x--A,. 
Subtrahirt man diefe beiden Gleichungen 2°.) und 3°.) von einan- 


der, fo ergiebt fich 
+ 
A, S, 
Hs >] + 2 
A, A,Sı 
Fee 





——— 


Und da dieſe Gleichung für jeden Werth von x flatt finden muß, fo müf: 
fen rechts die einzelnen Koefficienten der Null gleich ſeyn; und fo fehen 
fih die Nummern 3.) und dann allgemein auch die I.) erwiefen, weil es 
leicht if, diefen Beweis für jede ganze Zahl m geltend su machen, - 
Multiplieirt man aber die Gleichung 1.) mit x", fo erhält man 
zer LA zmtri. LA amtr2. +A ar HAN =0, 
Getzt man dann bier flatt x nach und nach alle m Wurzel⸗Werthe a, ß, 
Yo, 9, und addirt man die m entfiehenden Gleichungen, fo erhält 


kan, wenn m--r—n gefest und dabei r pofitiv, negativ ober der Null 
Kleich gedacht wird, fogleich die Gleichung II.). 
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Anmerkung I Da man bie m Wurzele Werthe ber 
Gleichung "—1=0, In tvelcher alle Koefficienten, mit Aus 
nahme des erften und legten, ber Null gleich find, ale kennt, fo 
findet man aus der Gleichung $. 103. L) fogleich 


1) S=0, oft n<m 
und 
2) Sm. 


Nun find aber Die m Wurzel⸗Werthe von <"—1=0 
(nad) $. 8 bezüglich 


2 ix ,. . An 
1, 006 +. ‚sin, 00 Hin 





26x 
m 14 





zJund Die nen Potenzen hiervon find dann (nach $. 84. I.) 
Inx Liesi 2nx Anx irsin Anx 
* i · Sin — S * 











1, cos 3 ..o 





2b .. % 
i. i — u 


Solglich bat man, fo oft n<m if 





cos 














2nx Anx 6nz 

3) 1-4+-cos * -cos * 

1-00 2(m —1)nx 0 
m 
und Ä 
4) sin = +s Anz --sin onz + 
. Am—1)nx 

-—-sin — —* 0 


Dagegen wird für na—m die erfiere Summe — m, die legtere jedoch 
ebenfalld —=0. | 
Sürm=7 und n=1 findet fi alfo 
1-Fcos3x-t+cos$x-}+ cos$x-Feos$x-+ cos 2x + cos ?Fx=0, 
sin5x-} singx-+ sin$x-+ sin$x-+ sin Su + sin ?x —= 0, 
Für m=]7 und n=3 dagegen findet ih 
1-4cos$#+c0s Fx-+cos'?x-+ cos 4x-+ros Wr-t-cos 0,“ 
singx-+ sin Gx + sin x sin Yatsa Pat sine O. 
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Reduecirt man in beiden Beifpielen (für n—1 und für n==3) alles 
auf Bogen im erfien Quadranten, fo zeigt ſich die zweite Gleichung jebess 
mal identifch OS O, während die erfiere jedesmal fich auf eine und die⸗ 
felbe, nämlih uf A1—cosiz--2eos$z—2cosjxz=0 redueirt. 
Aehnliche Reduktionen finden auch in ben allgemeinen Gleichungen 3.) 
und 4.) Statt. 


Il. Begeichnet aber S, die Summe der nen Potenjen der 
Wurzel⸗Werthe der Gleichung 


x41 — 0, 
fo hat man nach demfelben Lehrfage 
1) S.=0, : wann n<m 
2) S=—m 


Die Wurzel⸗Werthe find dasmal durch 
cos 1 1 i.sin 26-1 x 
m m 


ausgedrüdt; wo b=0, 1, 4 3, ++ m—1 if; — die nt Po⸗ 
tenzen derfelben find Daher durch 
00, 2-H Unz Eo-tYne , ;.,, „2 HNnx 


vorgeftellt, wo 0, 1, 2, 3, . mL — Deshalb geht 
die Gleichung 1.) basnal über in 





3) Oo Hase os hen —+-cos Em— time _ 0 
4) sin + ode +sin >= or My Le —0, 


wo n<{m vorausgeſetzt ift, " älsend m jede beliebige ganze 


Zahl feyn Fann. 


DIL. Da man von der Gleichung 
Kr 2px”+q =(, 
aus welcher zunächft 
x" —p+Yp—q 
hervorgeht, ebenfall® alle 2m Baryel Werthe wirklich und feiche 
finden Eann, fo kann man den Newtonſchen Lehrfag auch leicht 
noch bier anwenden, und man findet, namentlich für manche 
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Werthe von p und q, ebenfalls intereffante Nefultate, welche 
wir jeboch hier der Kürze megen nicht weiter verfolgen wollen. 


$. 108. 
Eine ganze Funktion p, beißt ein Theiler von einer ar 
dern £, wenn der Duotient * ſelbſt wieder in eine game 


Sunftion von x verwandelt werden kann (fo daß Fein Reſt 
bleibe); fie heißt ein gemeinfchaftlicher Theiler zweier am 
dern ganzen Funktionen 6 und fi,, wenn man mit ihr in jede 
diefer beiden zugleich ohne Reſt dividiren kann, ſo dag die Aus | 
tienten in ganze Funktionen von x wieder übergehen; fie heißt : 
endlich der. größefte gemeinfchaftliche Theiler von & und | 
f,, wenn e8 Eeine ganze Funktion eines höhern Grades giebt, ' 
welche biefelbe Eigenfchaft Hat, d. 5. welche f, und P, zugleich 
ohne Neft theilt. 

Der größefte gemeinfchaftliche Theiler zweier ganzen Funk: 
tionen 5 und f, wird aber genau nach benfelben Prinzipien 
gefunden, wie man in den Elementen (Echrbuch für d. gefamms 
ten mathem. Elem.- Unterricht 2te Aufl. $. 49.) den größten ge 
meinfchaftlichen Theilee zweier ganzen Zahlen ſucht. Man divi⸗ 
Dirt nämlich mit der einen in die andere (nachdem man fie vor: 
ber beide nach fallenden Potenzen von x geordnet hat), bis man 
im Duotienten eine ganze Funktion von x und dazu einen Neft 
erhalten hat, der wiederum eine ganze Zunftion von x ifl, aber 
von einem niedrigern Grade als der Divifor. — Dann dividirt 
man mit diefem Reſte in den Divifor; mit dem neuen Reſte in 
den neuen Divifor, u. f. w. f., bis zuleßt die Divifion aufgeht. 
— Der Iehte Divifor ift dann der gefuchte größte gemeinfchaft: 
liche Theiler. 

Es tritt aber bier gegen jenes Verfahren noch der Unter 
fchieb ein, daß wenn p, ein Theiler von f if, dann diefe Funk⸗ 
tion p, noch mit jeder belichigen conſtanten (von x unabhäns 





wi 
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eigen) Zahl multiplicirt (oder dividirt) werden Tann, ohne bie 
Eigenfchaft des Theilers, und daher auch ohne bie Eigenfchaft 
des größten gemeinfchaftlichen Theilers zu verlieren. Deshalb 
Tann man bei diefem Auffinden bes größten gemeinfchaftlichen 
Theilers, jeden ber eingelnen Diviforen (die unmittelbar vorher 
Hefte geweſen find) als auch jeden der einzelnen Dividenden 
(die unmittelbar vorher Diviforen geweſen find) mit einer con« 
fanten Zahl multipliciren (oder dividiren), und dieſe felbft ge 
wiffen Zwecken gemäß nehmen, etwa fo daß Feine gebrochenen, 
fondern nur ganze Zahlen als Koefficienten in Rechnung kom⸗ 
mer. — So fönnte man alfo auch 5. B. jeden einzelnen der 
Diviforen, unmittelbar vorher, ehe man mit ihm dividirt, mit 
—1 multipliciren, d. h. alle feine Glieder mit dem entgegenge 
ſetzten Vorzeichen nehmen, und dadurch würde das Gefchäft dee 
Auffinden des größten gemeinfchaftlichen Theilers nicht gehin⸗ 
dert, fondern der letzte Diviſor, bei welchem die Divifion auf- 
geht, fo daß kein Reſt mehr bleibt, wäre ein folcher. - 

Und bleibt immer noch ein Neft, fo dag der letzte Net 
conftant und von x unabhängig wird, fo iſt dieſes ein Beweis, 
daß dasmal die beiden ganzen Funktionen 5 und ſi, Feinen 
folchen gemeinfchaftlichen Theiler haben. 


$. 104. 
1) Hat F, den Faktor (x — ca)", fo hat OF, allemal den 
Faktor (<— a)". — Und umgekehrt bat OF, den haltor 


(x«—P)", fo bat F, den Faktor x — ). 
Iſt nämlich 


ſe ik (nach $. 55. II.) 
öF, = (x— a)" .dp, +9, dl(x—a)"),. 
€ iſt aber (nach F. 56. V.). wenn —a=—z gefett wird, 
dL(x— o)"), = mx—a)" 1; 
folglich iR, wenn man dies in die vorhergehende Gleichung fubfituirt, 
dF, = (x — a)". dp, +m(r— a)" i.o,; 
und fo ſieht fich unfere Behauptung außer Zweifel gefegt. 


F = x—-0)".9,; 
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2) Hat daher F. ben Baktor — a)" («— BY — pP, 
fo hat SF, den Faktor («— a)" "(x — PB" yP1 eu 


und aus demſelben Grunde bat. dann 8?F, den Kafte 
Ka)" &— BR yPre, und B°F, den Kalter 
KR Reif 

3) Und haben F, und ÖF, Eeinen gemeinfchaftlichen The 
ler, fo bat die Gleichung FR—=0 lauter ungleiche Wang⸗ 
Werthe. 

4) Haben aber F, und OF, einen gemeinfchaftlichen Theile 
ꝓ, fo läßt ſich dieſer duch («—a)*-(«—M’-(a—p° 
ausdrücken, wo a, v, q, etc. etc. poſitive ganze Zahlen ober 
die Einheit oder die. Null vorftellen; und dann hat F,=0 
gleiche (vielfache) Wurzel⸗Werthe und zwar (u-I-1) mal den 
Wurzel: Werth «, und (v4-1) mal ben Wurzel: Werth PB; und 
(e-+1) mal den Wurzels Werth 95 m. ſ. fe — Und bivibir 
man mit , in F, und wird der Quotient burch F', bezeichnet, 
fo bag man F, = a, Fi, hat, fo enthalten die beiden Gleichungen 

' ,=0 md F,=0 
senan alle Wurzel-Werthe von F, — 0; bie zweite biefer Glei⸗ 
chungen F', = 0 hat aber lauter ungleiche Wurzel: Werthe, und 
außer biefen, welche der F, — 0 genügen, giebt es Feinen an⸗ 
dern, welcher der gegebenen F.—0 genügte, nur daß letztere 
Bleichung mehrere gleiche Wurzel⸗Werthe enthält. 

Auf dieſe Weile fondert man alfo bequem alle Wurzel: 
Merthe ab, deren Berechnung wünſchenswerth bleibt), fo daß 
man sulegt nur noch die Wurzel-Werthe der Gleichung F', — 0 
zu fuchen braucht. 


) Es giebt auch ein Verfahren, wodurch man- alle einfachen, alle 
doppelten, alle dreifachen u. f. w. Wurzel Werthe einzeln und jedesmal 
ald einfache Wurzel-Werthe einer neuen Gleichung abfondert, welches fich 
ganz auf die oben ſtehenden Säge fügt. Man fehe deshalb das „Syſt. 
d. Mathem.“ 2ter Theil, 2te Aufl. pag. 132. 
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Zweite Abtheilung. 
Eisenfaften der hößern Gleichungen mit reellen Seffeienten. 


$. 105. 


Hat eine höhere Gleichung mit reellen Koefficienten den 
imaginären Wurzel: Werth p4 ˖ i, fo hat fie auch allemal ben 
. tmaginären Wurzel⸗Werth p—q-i, wo p und q biefelben reellen 

. Werthe haben. 
Denn findet man r und », ff daß preq-i=mr-(osy-i-sinp) 
wird, und fubkituirt man diefen Werth fatt x in 
rt A iA Rep A 4x hA,, 
fo erhält man, wegen der reellen Koefficienten, 
= r®.cosmp-+A,-r" "l.cos(m—Ip-L« +A„rrcosetA, 
+i-("sinmp+A;- Mulsnm-1o+ FA, tin). 
Weil aber alle Glieder Cin beiden endlichen Reihen nach r) reell find, fo 
wirb dieſer Ausdruck zur Mechten (nach $. 18.) nicht der Null gleich, 
na nicht jede geile für fih der Null gleich iR. Folglich wird L nothr 
wendig der Null gleich, wenn p—gq-i flatt x gefegt wird, fo oft f, ber 
Null gleich geworden if, wenn p-Fq-i ſtatt x geſetzt wurbe. 
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Hieraus folgt: 
1) Hat eine höhere Gleichung mit Tauter reellen Koefficien, 
ten imaginäre Wurzel-Werthe, fo hat fie folche immer paarweiſe. 
2) Eine Gleichung vom ungeraden Grabe mit lauter reel⸗ 
len Koefficienten bat daher immer wenigſtens einen reellen Wur⸗ 
sel» Werth. 
Solches folgt unmittelbar aus N. 1). — Man kann aber auch fo 
fchließen: Für = Fo wird ſ. pofitiv; für = —w wird f negatis 


(weil die höchke Potenz son x eine ungerade if); folglich muß swifchen 
Fo und — oo ein (reellen) Werth von x liegen, der £, zu Ruf macht 


(Bel. 5$. 58. 59,2). 


*) Iſt die Gleichung von einem geraden Grade, während fie Iauter 
reelle Koefficienten hat, und ik ihr legtes Glied A, (ohne x) negativ, 
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3) Läßt fih eine ganze Bunktion ſ. mit lauter reden 
Koefficienten nicht in lauter reelle einfache Faktoren zerlegen 
(d. 5. nicht in lauter Faktoren von der Form x—a, x—$, 
x—y, etc. etc. io a, ß, 9, etc. etc. reell find) — fo Ki 
fie fich doch in lauter reelle doppelte Zaktoren zerlegen, weil, 
wenn x—(p-+-q-i) mit —(p—q-i) multiplicirt wird, ale 
mal der reelle Doppel-Zaktor x? —2pz--(p*-4-q?°) hervor⸗ 
geht. — Giebt man den Wurzel⸗Werthen p&q-i die Form 
r-(cospt1-singp) fo nimmt der Doppel⸗ Faktor noch die Form 
x? — 2rx-cosp-tr? at. 





| | $. 107. 
I. Soll x"— a”, wo a poſitiv gedacht ift, in feine reellen 
einfachen oder doppelten Faktoren zerlegt werben, fo ſucht man 


zuerft alle m Werthe x a- yı, welche ſolche der Null gleich 
machen, und nimmt Dann (nach $. 98.) die m einfachen reellen 
oder imaginären daktoren 


x—2 yi 
d. h. x—a(cos—= Ei sin er), 











wo ſtatt b nach und nad) 0, N 2, 3, ++ big ni oder big 


— gefegt wird, während man für jedes b einmal das +, 


dann auch das — Zeichen nimmt. 
Für 


fo bat £, mindeftens zwei reelle Wurzel» Werthe, von denen einer pofitiv, 
ber 'andere negativ if. | 
Denn ed wird £, pofitiv für x—=-oo und negativ für x='0; alſo 
liegt zwifhen 40 und O ein Cpofitiver) Werch von x, der £ =0 | 
macht. — Ferner wird f, negativ für x5x0 und pofitis für x —3 


folglich liegt swifchen O und — wo ein (negativer) Werth von x, weicher 
f, = 0 madıt. 
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Für 6— 0 erhält man den reellen einfachen Sektor 

1) x—a. 
Für 61 erhält man die beiden einfachen und imaginären 
Saftoren Ä 
x-a(o0s Lirsin ==) und x—a(cos sin), 
Diefe beiden mit einander mulipliit geben aber den reellen 
doppelten Faktor 


2) | x: as uhat. 
Für b = *2 erhält man den doppelten Saktor 
3) xt 2a har, 
So ergeben fih nach und nach die reellen doppelten Saftoren 
) | x: -2u · cos Etat, | 
6) Ä xt 2.00 Etat; — u. ſ. w. “ 


Iſt nun m ungerade, fo erhält man für b= Ai den 
legten doppelten Faktor 


6) a x? a. c0— (m— 1) 


+. 


Iſt aber m gerabe, fo erhält man nf = Zr weil dann 





vos = —=cosr=—1 und sin IE = sin a =0 wird, eis 
nen legten reellen einfachen Faktor, nämlich) 
6) xt 


Alle diefe zaktoren 1.), 2), 3.),4.), B) etc.ete. u. 6.) ober 
54) mit einander multiplicirt, geben dann x" —a". 

II. Sol aber .x"--a” in feine reellen einfachen oder 
soppelten Faktoren zerlegt werben, fo fische man wieder zuerſt 
die m Werthe, welche "a" zu Null machen, und welche 

Bd. 1. | 13 
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2 
geſetzt wird; und man bat dann die m reellen oder imagi⸗ 
nären Faktoren von x 2 Lg® ausgedrückt durch 
x—aloos TUE +. EDEN), Ä 
m m 


Sür 6=0 erhält man hieraus den doppelten reellen Faktor 


en b nach und nach O, 1,.2, 3, +-- bis m—i oder bis 
N 





1) x? —2a.00s —a?. 
Für b=1, 2, 3, etc.ete. erhält man ferner die doppelten Faktoren 
2) x? — 9a-c0s Eis; 
3) xt das Etat; | 
4) 22 2a tar; — u. ſ. w. f. 


Iſt nun m ungerade, ſo nimmt man zuletzt noch b =", 


9 
Dann wird aber San Ir _ x; alfo ergiebt fi) dann noch 
zulegt der ‚reelle einfache Faktor 
9) x-a. 
Iſt aber m gerade, fo wird zuletzt b— m —2 und | 


2 
+1 —1): 
C SIE Ir IT — ee und man erhält den legten Boppel: 





ten after 
5N x? — 22.005 m m— le ——3a%, 


ANe diefe Faktoren 1.), 2.), 3.), 4. ), etc. etc. und 5.) oder 


9.) mit einander multiplicirt, geben nun dag Produft x" ta". 
IM. Sol der Ausbrud 


ar 2a",x"cosp-ta?" 
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in feine einfachen oder doppelten reellen Faktoren zerlegt Werben, 
fo beginnt man wieder damit, Daß man die Im Wurzel⸗Werthe 
Der Gleichung 
x" 2at.x".cosp ta” — 0 

aufſucht. Man erhält 

x" =a+(c0spi-sing), 
alſo — x— a-Ylcosp+i-sizg), 
dh x= a (os T® +i.sin Te); 


und die gefuchten reellen doppelten Faktoren des obigen Aus 
| drucks find daher 





x? — 2a:cos = Tr ta? *), 


"wo man nur flatt » nach und nach O, 1, 2, 3, bis m—1 
zu feßen braucht, um alle m reellen doppelten Faktoren zu das 
ben, die dann mit einander multiplicirt, ben obigen Ausdruck 


x 9a" .x".cosp-Fa”” 





‚Wieder geben. 

Anmerkung Die Nummern I.) und IE) bilden das fo 
gmannte „Theorem des Eotes!; die Nummer TIL) enthält dar 
gegen bie von Moivre dazu gegebene Erweiterung. 


Dritte Abtheilung. 
Numeriſche Berechnung der Wurjel⸗Werthe einer numeriſchen Gleichung. 


Borerinnerung. 


Wir denken und nun eine Gleichung, welche nicht bloß reelle, fondern 
auch wirklich gegebene und in Ziffern ausgebrückte Koeffieienten hat. Eine 


°) Die einfachen imaginären Saktoren find nämlich ausgedrüdt durch 
x—(cos —— i · ein tr), Nimmt man aber biefe beiden 


imaginären einfachen Zaktoren für irgend einen beflimmten Werth von » 
und multiplieirt man folche mit einander, fo erhält man den gedachten 
reellen Doppel⸗Faktor. 

13* 
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folche Gleichung nennt man eine numerifche, und wir fielen nun Säge 
hin, welche zur ſoſtematiſchen Auffindung ihrer Wurzel Werthe dienen. 


$. 108. . 


Sturm’s Verfahren zur Auffindung der Anzahl der reellen Wurzeln, welche eine gegebene 
numerifhe Gleichung 1,0 bat, und der Grenzen, zwiſchen denen eine jede einzen 
liegen muß. 


Um su finden, wie viel reelle und wie viel imaginäre Wur⸗ 
zel⸗Werthe eine gegebene numeriiche Gleichung = 0 vom 
men Grade hat, verfährt man nah Sturm?) auf folgende 
Meife, wobei wir vorausfegen, dag = 0 lauter ungleiche 
Wurzel⸗Werthe habe: 

1) Man bildet aus £, zunächſt Of, welches wir bier durch 
£, bezeichnen wollen, fo wie fx felbft fchlechtiveg durch fbezeich⸗ 
net werden mag. | 

2) Man verfährt genau fo, wie wenn man zwiſchen f und 
f, den größten gemeinfchaftlichen Theiler fischen wollte ($. 103.), 
jedoch mit der Vorficht, dag man jeden einzelnen der Reſte 
. Cd. 5. jedes Glied deffelben) vorher mit dem entgegengefeßtens 
Zeichen nimmt, ehe man ihn. als neuen Divifor verwendet. 
Wir wollen alle Diefe, mit dem entgegengefegten Vorzeichen ge: 
nommenen Reſte bezüglich durch £,, £,, fa, »-- fin bezeichnen, fo 
ift, wenn f vom mien Grade vorauggefegt wird, f, vom (m—1)ft, 
f, vom (m —2)ten, ... f vom (m— r)ten, .. f,_ı vom 1 
Grade und f., felbit conftant (nach x) oder vom Oft Grade. 

3) Man fchreibt nun diefe Funktionen der Ordnung nad 
- fo neben einander hin, wie das nachfiehende Schema zeigt: 

- (©) . f, f, f, , f, f, ; .. n—1; fu; 

fegt in jde = — a, x=0 md s=+o, und 
ſtimmt die Vorzeichen (-- oder —), welche die Werthe die 
fe m-+-1. Sunftionen für jeden Diefer drei Werthe von x am 


5 Bulletin des sciences math., phys. et chim. T. IL. pag. 419. 
Die Abhandlung Sturn's ſelbſt, wovon das Bulletin einen Ausiug liefert, 
wurde ber Akademie d. Wiſſ. zu Paris im Jahre 1829 vorgelegt. 


$ 108. Bon den Köhern Gleichungen. 197 


nehmen H. Dieſe Vorzeichen ſchreibt man unter die Funktlonen 
hin, etwa ſo 
5 fi, ſ., fFꝛ, F, fo, t 2,6 WW 
für md, » D —⸗ * 1,7 uw — —16- 
fir. x=0, . -,h->% + — + +15 
frx=+2, .- ILL LH + 0 _ 
4) Hierauf zählt man, wie viel Abwechſelungen **) in jeder. 
diefer drei Reihen von Zeichen vorfommen. (In vorliegenden 
Schema Hat die erfie Reihe 6 Abwechſelungen, Die zweite Deren 
5, und die dritte gar Feine Abwechſelung, welche letztere Zahl 
durch O ausgedrückt werden muß. Diefe Zahlen ſtehen hier im 
Schema zur Rechten. unter dem Buchfiaben W.) — Der Unter 
fhied dieſer Zahlen in der erflen und dritten Reihe drückt bie 
Anzahl aller reellen Wurzel: Werthe aus, welche die Gleichung 
hat. (Dieſer iſt bier 6—0 oder 6, alſo bat dieſe Gleichung 
b reelle Wurzel⸗Werthe.) — Der Unterſchied dieſer Zahlen in 
der erſten und zweiten Reihe drückt die Anzahl der negativen 
BurzelsWerthe aus. (Nach unferm Schema hätte demnach un: 
frre Gleichung nur einen einzigen negativen Wurzel» Werth.) — 
' der Unterfchied biefer Zahlen in der zweiten und dritten Reihe 
drückt die Anzahl der pofitiven Wurzel: Werthe aus. (Nach ums 
ferem Schema hätte alfo unfere Gleichung 5 poſitive Wurzel» 
Werthe.) — Zieht man endlich die Anzahl aller reellen Wurs 
zel⸗Werthe von ber Zahl m, welche den Grad der Gleichung 
bezeichnet, ab, fo bleibe die Anzahl der imaginären Wurzels 


*) Für x=—w werden die Werthe von f, pofltiv ober negativ, 
e nachdem das Glied mit der höchften Potenz von x (in f,) pofitiv oder 
vegativ wird. — Doffelbe gilt für x— + @. — Für x = 0 dagegen vers 
chwinden alle mit x behafteten Glieder und es kommt daher alles auf das 
onftante Glied an. 

) Wenn auf — nieder +, oder auf — wieder — kommt, fo nennt 
an dies eine Folge der Zeichen, oder fchlechtweg eine Folge. Wenn. 
ber auf + ein — folgt, oder auf — ein + folgt, fo wird dies eine Ab⸗ 
sechfelung der Zeichen, oder fchlechtweg eine Abwechfelung genannt. 


— 
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Werthe, welche die Gleichung hat. (Nach unferem Schema if 
die Gleichung vom Sien Grade gemefen, weil fie bi zu dem 
- conftanten Mefte — ſ, geführt hat; alfo bat folche 2 Imaginin 
Wurzel: Werthe.) 

5) IE auf diefe Weiſe bie Anzahl der poſitiven und be 
negativen, alſo aller reellen und der imaginären Wurzel⸗Werthe 
beftimmt, fo fuhftitwirt man in Die Reihe (O) der Funktionen 
f, f,, ſ., etc. etc. flatt x irgend zwei reelle Werthe a und h, 
von denen a<b iſt, und bemerkt ſich wieder bie Vorzeichen, 
welche diefe Funktionen annehmen; | 


etwa für 8, +. + = 7777 u — 4 

für x — b, ·· 4“ ——-* 
zaͤhlt abermals die Anzahl der Abwechſelungen (welche Zahlen 
bier rechts unter W su finden find); und der Unterfchied (A—2 
oder 2) diefer Zahlen drückt die Anzahl der reellen Wurzel⸗ 
Werthe aus, welche zwiſchen a und b liegen *), 

Dabei kann man überzeugt ſeyn, daß fo lange b>a if, | 
die Reihe der Abwechfelungen für x—b nie größer werden 
wird, als für x — a. Iſt die Anzahl der Abwechfelungen in 
beiden Reihen eine und diefelbe, fo liegt zwiſchen a und b gar 
Fein reeller Wurzel: Werth. 

6) Segt man auf diefe Weife zuerſt ---- — 10000, — 1000, 
100, —10, —1;, 0, +1, 10, —-100, 1000) 
—-10000, . + etc. etc. ſtatt x in die Reihe (DO): fo wird man 
bald entferntere oder nähere Grenzen haben, zwiſchen Denen die | 
reellen Wurzeln liegen, — Findet man aber 3. B. daß zwiſchen 
100 und 1000 zwei reelle Wurzel: Werthe liegen, fo fegt man 
nach und nach flatt x, 200, 300, 400, u. ſ. f.; und zulegt 


W 


*) In unferm fingirten Beifpiele hat die Reihe CO) für x=—mn 
6 Abwechslungen, für x=a aber 45 alfo liegen zwiſchen — o und a 
zwei (6—4) reelle Wurzel Werthe. — Zwifchen 0 und a liege ein 
einziger reeller Wurxel- Werth, und zwiſchen b und Ha liegen deren 
noch zwei. 


t 
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flott x neue Zwiſchen⸗Werthe, bis man Grenzen hat, zwiſchen 
‚Denen nur ein einziger Wurzel⸗Werth liegt. 

7) Wenn aber für irgend eine ber ſtatt x ſubſtituirten 
Zahlen, eine der Funktionen f,, f,, f, + fa ber Null gleich 
wird, fo kann dies erfilich nie für zwei nächft auf einander fols 
gende dieſer Funktionen zugleich gefchehen, und zweitens iſt es 
dann allemal ganz wilführlich, ob man flatt der Null ein + 
oder ein — Zeichen fegt, während man jeboch eines ober bag 
andere ſetzen muß, bamit bie Zeichens Meihe Eeine Lücke bekomme. 

Wir wollen diefes alles durch ein Beifpiel erläutern. Es fey su dem | 
Ende gegeben die Gleichung vom dten Grade 
f -- x’ — 3x* — 24x’ -+95x? — 46x — 101 =_—, 


ſo wird 
f, oder Of, = 5x — 12x? — 72x? 4 190x— 46. 
Dividirt man nun mit diefem £, in £, fo erhält man, wenn der Dis . 
sidend vorher mit 25 multiplicirt worden if, den Quotienten 
Q,=5x—11l und den Reſt — 372x?’--633x?-+ 1170x— 3091, 


ſo daß man nun 
f, = 3792° _ 633 —1170x-+3031 


aber f, = x’—1,701-x?— 3,145-x+8,147 
bat, wenn man durch den eonflanten und pofitiven Zaktor 372 bividirt. 
(Bel. $. 103.) 


Dividirt man nun mit diefem fr in f,, fo erhält man wieder den 
Luotienten 
0Q,=—5x—20,5 und den Reſt — 122,621-x?-166,240-x-}-121,095, 
ſo daß man gefunden hat 
ı  B=13%3,621.x° — 166,240-2— 121 095 
oder f, = x? —1,356.x— 0,987, 
wenn man durch den ennfanten und pofitiven Koefficienten 122,621 
dividirt. 
Wird nun mit biefem t, wieder in f, dividirt, fo erhält man den 
Quotienten 
0, = x—0,345 und den Reſt — 2,627: x-}7,806, 
fo daß man num erhält | 
f, = 2,627:x—7,806 oder fu, = x—2,97, 
wenn man noch durch den ennfanten und pofitiven Koefficienten 
2,627 dividirt. 
Endlih muß man noch mit f, in f, dividiren, und man erhält den 
Quotienten | | 
Q,= x-+1,62 und den Reſt -F-3,81, 
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fo dag man zulest gefunden hat M 
, = 38 oder ee —, 
im Falle man noch durch den eonfanten und pofitiven SKoefficienten 
3,84 dividirt. 
Man hat alfo nun, wenn man auch noch-F, durch den conſtauten 
und poſitiven Faktor 5 dividirt 
x33* -243 952 —46x— 101; 
f, = xt — 2A: x— 14,4? +38x— 9,25 
f, = x’ — 1,701-x2 —3,145-2-+8,1473 
‚15, =x?—1,356-x— 0,987; 





, $, = — x— 2,97; 
! f, = —i35 
und man befommt nun folgendes Schema 
r ; 23 I 60 I, 
x — D,'. —  „_ —s— ——9 — 4 2 negative el⸗ 
106, * Det al Bed end Ze — Si Ä 
| +, » 1 | ginäre Bunel- ⸗Werde. 
3- 100. —, + , + un 


145 

alfo Liegt wiſchen — > un —100 fein n Mund Werth; 
x — 10, — + ‚+ > 143 

alfo liegt wiſchen — > und — 10 kein 9 Buriel- Werth: 

— 4 4 + 14 

alfo iegt wiſchen — © und —6 noch Fein Wurzel Werth; 
x —h, I+: + -; + — — 33 

folglich liegt zwiſchen — 6 und —5 ein Wurzel⸗Werth; 
xz-l,: Ib u, +, —⸗ — |3; 

alſo ie wiſchen. —5 und —i1 fein Wurzel Werth 
x=l,. |, +4 =, — 123 

mithin liegt wiſchen —i und 0 ein Rurzels Werth; 
Hl oh ht 1% 

demnach liegt zwifchen O und 4 Fein Wurzel: Werth; 
ser), | + . ba ER. „2 + — 11 

folglich liegt gwifchen 4 und 5 ein Wuriel- Werth. 

Bon den 3 reellen Wurzel⸗Werthen, welche diefe Gleichung vom 5ten 
Grade hat, liegt alfo der eine zwiſchen —6 und —5; der andere zwifchen 
1 und O5 der dritte endlich zwiſchen 4 und 5, 


$. 109, 
Um bie Nichtigkeit dieſes Verfahrens einzufehen, darf man. 
nur die Behauptung in $. 108. N. 5.) erweiſen, weil bie De: 
baupfungen des 5. 108, N. 4.) darin flecken, je nachdem man 
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ı=— 2 und b=+-o,.ode a =—o un b=0, 
sr a=0 md b=—t w nimmt — Diefer Sag $. 108. 
.„N. 5.) heißt aber fo: Wenn bie Reihe der Funktionen 
| f, i,, f, , f,, ae a 
fir x a eine Anzahl von Abwechfelungen, für <= b das 
gegen eine Anzahl » von Abwechfelungen zeigt, fo liegen (vors 
ausgeſetzt, daß a<b gedacht iſt) zwifchen a und b allemal ges 
nm a—v reelle Wurzel: Werthe der Gleichung f= 0. Dabei 
ft u nie Eleiner ald v, und wenn u» gefunden werben 
follte, fo Liegt zwifchen a und b gar Fein reeller Wurzel⸗Werth. 
Diefer Sag kann aber fo bewieſen werden: 
A. Denkt man ſich die Zunktionen f,, 8,, f4, +» £, fo gebildet, wie 


dies oben befchrieben, aber ohne daß irgend einmal mit einer conkanten 
Zahl multiplieirt oder dividirt worden wäre, fo bat man offenbar bie 


Bfeichungen 
f=0, hd —f} 
= daran 338 
Fa s—fes 
1 = 9% pi | _ 


= — mi om 

B. Daraus folgt: 

Wird irgend eine diefer Funktionen, }. © „, für irgend einen Werth 
von x 4.2. für x=e, der Null gleich, fo wird. hen db 
Die nächftsanliegenden beiden diefer Funktionen nehmen dann für den⸗ 
felben Werth von x, (= c) verfehicdene Vorzeichen an, weil keine die - 
fer beiden nächft anliegenden Funktionen mit f, augleich der Null gleich 
werden kann, in fo fern nie zwei auf einander folgende diefer Funktio⸗ 
nen £, f,, f,, etc. einen gemeinfchaftlichen Faktor (x— ec) haben können, 
weil fonft vermöge der Gleichungen in A.) derfelbe Faktor jede der vors 
bergehenden diefer Funktionen, und daher auch £ und £ı, d. h. ſ. und 
Of, zugleich theilen würde, mas deshalb nicht möglich if, weil wir in 
f. = 0 lauter verfchiedene Wurjel⸗ Werthe vorauẽgeſetzt haben, (Vgl. 
$, 104.) 

Und atles diefes gilt offenbar, wenn man auch flatt f,, fa, fa + f, 
nicht diefe Sunftionen ſelbſt, fondern das fezt, was hervorgeht, wenn: fie 
mit irgend einer conſtanten und pofi itipen Zahl multiylicit oder divi⸗ 
dirt werden. 


* 
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C. So lange in einer Funktion 5,, dem x folche ſtetig neben 
ander liegende wachſende Werthe beigelegt werden, von denen keiner 
ſelbe zu Null macht, fo lange behalten die Werthe dieſer Funktion », 
und daſſelbe Vorzeichen; denn fo wie ꝙ, vom Poſitiven zum Negati 
oder vom Negativen zum Poſitiven übergeht, fo oft iſt dazwiſchen p, = 
Dagegen ändern die Werthe von 9, für = c—h und für x=c- 
allemal ihr Vorzeichen, fo oft %, für x=c der Null gleich und h 
endlichstlein wird. — Daffelbe silt alfo von jeder der Funktio 
f. f., fon IS _ — So lange: baher Feine diefer Funktionen di 
Null hindurch geht, fo lange behalten die Werthe einer jeden dieſel 
Vorzeichen; und die Reihen diefer Vorzeichen haben alfo fortwährend 
felbe Anzahl von Folgen und diefelbe Anzahl von Abwechfelunge: 

Man darf jest nur noch die Werthe von x betrachten, für we 
‚ eine diefer Zunktionen £, f., fa, + £, _, der Null gleich wird. ( 
Funktion £, if immer vom nullten Grade, d. h. nach x confant, | 
wird alfo für keinen Werth von x der Null gleich.) 

D. Wird nun f, felbk für <= c der Nu gleich, fo wird of, ı 
f, für x= ce nit der Null gleich, weil fonft f, = 0 gleiche Wur; 
Werthe hätte ($. 104.). Und weil 


ko. —R .., 


>= — Fof. -h +. 
wird, fo haben f..n und Of, allemal einerleig Borzeichen aber ein von f 
verfchiedenes, während bie Werthe von Of, oder f, für alle drei Wei 


c—h, e und e+h von * einerlei gorzeichen behalten. Die Vorjeic 
bilden ſ ch alſo 


alſo 


entweder fo: f£, 


f oder fo: f. fi, 
für x=c—h, no +, — 


— —* 
für x >= ec, + 0, — 0, + 
frx=c+h .· —, — +, +. 


Alfo verliert die obere Zeichen» Reihe (für x= c—h), fooft f, 
einen reellen Werth von x durch Null hindurchgeht, allemal eine 
wechfelung (die in der untern Zeichen⸗Reihe, für <—= ch, nicht n 
vorkommt), wenn nur h unendlichzElein gedacht wird, 

E. Betrachten wir nım noch den legten Sal, nänlich wenn für 
nen der Werthe von x, z. B. für x= c, irgend eine der mittlern Fi 
tionen f,, {2 I, fs bie durch f, vorgefellt feyn mag, der 9 
gleich wird. 

In diefem alle wird (nad B.) weder f,_, noch f,zı der ? 
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gleich für <= c, fondern fie bekommen beide verfchiedene Vorzeichen.‘ 
Serner behalten die Werthe von £,_, für alle 3 Werthe c—h, c, c+h 
von x (nach C.) ein und daffelbe Worzeichen; und daffelbe gilt von den 
Werthen von f,,,. Daher geſtalten ſich die Zeichen der Reihe f,_,, 
5 fu Jent br 


entweder Fe 5 en ir er 
rx=c—h, -- +, + — —. — 
ro. + 0, — + 0, — 
für x— c+h, .. + =: — + + — 

dr Los Fo Kr oder ſ. 1) — 41 
fit x=e—h, ..—-—, + + —, —., + 
rx=o- —, 0., * 79 0, + 
frx = c+h,. —, —, _ +; 


+ 
md in allen diefen vier denkbaren Sällen hat augenfällig die untere Zei⸗ 
chen⸗Reihe (für x—= c+h) genau dieſelbe Anzahl von Abwechſelungen, 
wiedie obere, wenn nur hunendlich-Hlein gedacht wird. — Durch diefe letztere 
Beratung iſt zu gleicher Zeit die N. 7. des $. 108.) außer Zweifel geſett. — 
F. Alſo haben die Werthe der Funktionen 

f, f,, f,, f,, ... f f._ f 
für alle fetig wachfenden Werthe von x, welche nicht f, der Null. gleich 
machen, immerfort biefelben Folgen und diefelben Abmwechfelungen (nad C. 
und F.); — fo mie aber für <= c, bie Funktion 5, der Null gleich 
wird, d. h. fo wie c ein reeller Wurzel» Werth von — = 0 if, fo.hat die 
Beihen Reihe für <= c+h (nah D.y allemal eine Abwechſelung mer 
niget als die für x—=c—h. Und obgleich dies zunächſt nun gilt, wenn 
h unendlich»Elein gedacht ift, Yo gilt es doch für jeden größern Werth von 
h fo lange noch, als nicht zwiſchen c—h und c, oder zwifchen c und 
e+h ein zweiter Wurzels Werth von £ = 0 liegt, weil fo lange fort 

(nah C.) die Zeichen der Werthe von £, fr, fa, --- fich nicht ändern. 
Dadurch ift aber der zu erweiſende Sat vollfändig außer Zweifel ges 

fest und daher das Werfahren des 6. 108.) gerechtfertigt, 

Anmerkung. Bei Anwendung dieſes Verfahrens (bes 
§. 108.) auf eine beliebige Gleichung F.— 0 ift «8 übrigens 
nicht nöthig, daß man vorher (nach $. 103.) bie ungleichen 
Wurzel: Werthe erft abfonbert; fondern man kann das Verfah⸗ 
‚ten ſogleich auf FR — 0 ſelbſt anwenden. — Hat nämlich, was 
Man vorher nicht wiſſen kann, F, = 0 gleiche (fogenannte viel: 
fache) Wurzel-Werthe, fo wird ber legte Neft nicht conflant, 


ſondern Null; und der letzte Divifor iſt dann der größte ge: 


— 


ſo wird 6.) 


— 
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meinſchaftliche Theiler. Nun dividirt man mit ihm in F, und 
bekommt dann zum Quotienten f.; und auf die Gleichung & 0 
wendet man daſſelbe Verfahren (des $. 108.) dann aufs Neu 
an, während man zu gleicher Zeit (nach $. 103.) jetzt liberzeugt 
ift, dag KO lauter verfchiedene Wurzel: Werthe bat. 


$. 110. 
Die Newton'ſche Näherungs : Methode. 

1. Hat man zwei Grengen a und b gefunden, zwiſchen 
Denen ein eingiger Wurzel:Wertb der Gleichung &— 0 liegt, 

pofitiv negativ | 
negativ | und J poſitiv 
von x liegt im Allgemeinen näher an a als an b, wenn l. 
der Nu näher liege als &; und umgekehrt. Man nimmt 
nun einen, zwei, drei oder mehr Werthe &, B, y, fo daß 
a<a<p<y<h ift, und fubfituirt folche flatt x in F und 
berechnet $, fa, f,. Finden fih nun f, fa, Fa, f, mit eine 
lei Vorzeichen behaftet (während fi das entgegengefette hat), fü 
liegt der wahre Wurzel::Werth zwiſchen » und b. — Finden fi 
aber nur f,, f, fg mit einerlei und ſ, (nebft f.) fchon mit dem 
entgegengeießten Worzeichen behaftet, fo liegt der gefuchte Wut: 
zel-Werth zwiſchen B und 9. — Haben fchon f, und fa entge 
gengefeßte Zeichen, fo liegt der gefuchte Wurzel: Werth zwiſchen 
a und 8. — U. f. fe — Auf diefe Weife kann man alfo im- 
mer nähere und beliebig nahe Grenzen finden, zwiſchen denen 
der wahre Wurzel Werth Liegt. Alles fo wie wir dies bereite 
im $. 59.) unter dem Namen der Newton'ſchen Näherungs⸗ 
Methode befchrieben, auch durch Beifpiele erörtert haben. 

11. Hat man aber zwei Grenz: Werthbe a und b gefunden, 
wo a<b ift, welche fchon einander fehr nahe liegen, ſo daß 
b—.a fehr Elein ift (5 oder gar nur „4. oder noch Eleiner), 
fo ift der geſuchte Wurzel: Werth, von a und von b um noch 
weniger verfchiedben; und a, fo wie auch b, wird ein Nä⸗ 
berungs:Werceh der Wurzel genannt. Man kann nun 


und ber wahre Werth 
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x=a-h, oder auch zx—=b-+k fegen, und noch das feh⸗ 
Imde h oder k dazu berechnen, während fich bh nothwendig po⸗ 
fitio, und k nothtwendig negativ ausrechnen muß. | 
Man bat aber für x — a 
= 0 d. h. K+Ok-h+8°f- te 
oder, wenn man die höhern Potenzen des fehr Eleinen h ge 
Acht läßt, 
£+d6-h=0, b. h. h=— Mi) — 
Aus demſelben Grunde findet ſi ih 
— f. — — — fi 
k=— Ir (für x=—b) d. h. 1—35. 
Weder h noch k find jetzt genau berechnet; nimmt man aber 
J a-h=a ode b+-k=b, 
fo ift in der Regel a! und auch bY ein näherer Näherungs⸗ 
Werth als a oder b es geweſen iſt. Berechnet man nun noch - 


einmal h oder k aus der Formel — a ,„ indem man est al 


oder b’ ſtatt x feßt, und nennt man bie nun erhaltenen Werthe | 


von h. oder k jeßt h’ und k', fo ift in der Regel 

| a--h} wieder näher als al 
und auch b’--k! wieder näher als b/, 
während natürlich K' negativ gefunden wird, wenn b’ der zu 
große Näherungss Werth geweſen iſt. — Auch dies Verfahren 
findet man fchon im — > befchrieben und durch Beifpiele 
erörtert *). 


*) Fourier (in feiner Analyse des équations determinées. Paris, 
1831.) hat dagegen mit Recht eingemandt, daß man bei diefem letztern 
Verfahren nicht gewiß miffen könne, ob wirklich a+-h d. h. a’ ein nähes 
ser Werth iſt als a, oder ob nicht vielleicht b-+-k d. h. b der näherere 
il. Dan kann zwar f,, und fi, berechnen, fo wie man fchon vorher f, 
umd fi, berechnet hat. Findet fih dann 8, der Null näher als £,, fo if 
a’ näher als a; und findet fich f,. der Null noch näher als f,., * it b⸗ 
noch näher als a’. — Fonrier meint aber mit Recht, daß es beſſer iR, 


m: 


\ 
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It. Dabei tft zu bemerken, daß, eben weil h pofitio, k 
aber negativ werden muß, die Werthe von f, und Sf, für die : 
Eleinere Grenze x a, allemal verfchiedene, dagegen für die | 
größere Grenze x—=b allemal einerlei Vorzeichen haben 
werben. 

Zu $. 111. 

1. Iſt Op, bie Ableitung einer ganzen Funktion p, vonx, 
und ift n eine pofitive gange Zahl; ift ferner h beliebig groß 
und pofitiv; theilt man endlich Diefen Wertb hin n gleiche 
Tpeile, und nennt man jeden biefer Theile w, fo daß man alfo hat 

h 


av und h= nw, 


ſo ift die Summe | 

—* Op -wtdp, WHO ww. "8p ae W 
ber Differenz der Werthe pn — 7, 

beſto näher gleich, je größer die Zahl m ihrer Glieder iſt, und 

man Fann die Zahl n immer fo groß nehmen, daß dieſe beiden 

Ausdrücke zulegt um weniger von einander abweichen, als jet 

noch fo Elein, aber beſtimmt gedachte Zahl z. | 


Denn der allgemeine binomifche d. h. der Tapylor'ſche Lehrſatz lie 
fert und 


1) nt 1 +3: 9° 5: Tr. 


Sest man hier nach und nach x-H-w, ham . x+(n—1)w flatt x, 
fo erhält man noch 


w \ w? . 

2) Pate — Pıtw d I +5’, 4w ar + 

— w 92 w2 
3) Gr Pt et 

— WLa2 w? 
4) Pur Pr Para I OP gr 

; ; 
w w2 

B) Para = Parade Pd TO Pre gt“ 


wenn man, mit welchem ber beiden Grenz⸗Werthe man die Nechnung 
anftellen mürfe, fchon im Voraus wiſſen könne. Er ftellt zu dem Ende 
Betrachtungen an, die wir im $. 111.) durch einige Säge bevorworten 
"und dann mittheilen wollen. 
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Mdirt man aber alle diefe n Gleichungen, und hebt man dabei rechts und 
iind weg, was fich megheben läßt, fo erhält man dem vorliegenden Sag, - 
wenn man bedenkt, dag je größer nm if, deſto Heiner a d 5. w werden 


muß, wie alfo w fo Hein werden kann, daf alle mit w2 und noch höhern 
Potenzen von w multiplieirten Glieder, wie fie zur Rechten noch) zu ſtehen 
kmmen, weniger betragen ald jede noch fo Hein aber befimmt gedachte 
Hohl z. 
IT. Aus diefem Satze kann man wieder zunãchſt nachſie— 
hende Folgerungen ziehen: 
1) Setzt man x—a, x+h=b, alfo h=b-—a und 


* ‚fo ſieht derſelbe Satz ſo aus: 


—— — (dp, dp mt Pam tr a +d9,_ „W 
defio genauer, je größer die Zahl n ber Glieder zur Rechten ift, 
je Eleiner alfo w. | 
Iſt alfo 3. B. 9,=ix’+c, demnad dp, —=x?, fo iſt 
laꝰ +a@a+wW?+a@+ . bw’) w=4b’— ja’ 
deſto näher, je größer die Zahl m der Glieder, je einer alfo w # _ 
Und fegt man hier a=0, b b, fo ergiebt fi, meil nun „= if, 


[0?+w?+(2w)?+@w)’+ + +(h— w)?]- Az, 
wenn nur mn unendlich groß gedacht wird. 

2) Iſt Ip, für alle Merthe von x wiſchen a a und b po⸗ 
fitto, fo iſt auch — p, nothwendig poſitiv. — Oder (aus 
J. ©): Iſt dp, für alle Werthe von x zwiſchen x und x—-h 
pofitiv, fo ift auch P4n—9Px poſitiv, wie groß h immer ge 
dacht feyn mag. . 

3) Segt man in der Summe zur Rechten in 1.) oder in 
bee Summe I. ©.), ſtatt jedes einzelnen dee n Summanden, 
ben größten berfelben, fo hat man zu viel; ſetzt man aber flatt 
jedes einzelnen diefer n Summanden den Eleinften derfelben, fo 
hat man zu wenig. Alſo liegt pu. —y. allemal zwifchen den 
Grenzen [öpk(b—a) und [dm],-(b—a), wenn [dp 
ben Eleinften, und [öp.], den. größten der Werthe von dp, 
norftellen, welche man für alle Werthe von x zwifchen a und b 


> 


w= 
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erhält. — Oder: Die Differenz pn — px liegt immer ben 
ben Grenzen [öpluh und [öp);hb, wenn [dp un 
[89], die kleinſten und größten aller der Werthe vorfelle, 
welche dp; annimmt, im Falle flatt x alle Werthe zwiſchen x 
und x-+-h gefett werden. 

4) Män bat daher genau 

| 9 Petr 

wo dp, unter allen den letztgenannten Werthen dem rechten 
aber unbekannten Mittelwerth zwiſchen dem fo eben gebachten 
Hleinften und größten Werthe von dp, vorftelt. 


| $. 112. 
Sourier’s Verbeſſerung WM zweiten Theild der Newton’fhen Näherungs⸗Methode. 
Auf diefe Sätze fich flübend giebt nun Fo urier, in Be 


zug auf ben zweiten Theil der Newton'ſchen Näherungs⸗Me⸗ 


thode folgende Vorfichtsmaßregeln: 

- I. Man wende diefen Theil IL des $. 110.) nicht cher an, 
‘als big man fich überzeugt hat, dag zwiſchen den Grenzen a 
und b, zmwifchen denen .der geſuchte Wurzel⸗Werth von £—0 
liegt, Fein Werth von x eriftirt, welcher Oh oder 8° de 
Null gleich macht”), fo daß alfo df. und 8°5, für alle Werthe 


von x, die zwifchen a und b liegen, immerfort pofitio, ode 


immerfort negativ bleiben, während fie übrigens einerlei oder 
verfchledene Vorzeichen haben können. Geſchieht dies, fo 
gilt dann das folgende: 

"I. In dem Salle, wo f, und 3°f, für x a einerlei 


Borzeichen haben (und wo dann eben deshalb bie Vorzeichen. 


von fh und 9°f, allemal verfchieden find), wende man dieſen 


kleinern Grenzwerth a an; und der Werth a2: ift dam 


allemal 
*) Man darf zu dem Ende nur nach 6. 108.) unterſuchen, ob wi⸗ 


fhen a und b ein reeller Wurzel: Werth der Gleichung OL, == 0 ober der 


Gleichung 225. * 0 liegt. 


— — 
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allemal dem gefuchten Wurzel: Werth näher, und noch immer 
Heiner ald a. Wenn aber f, und 8°f, verſchiedene Vorzeichen 
haben (ober, was daffelbe ift, wenn. f, und d°f, einerlei Vor: 
jeichen haben), dann wende man den größern Grenz Werth b 


m, d. h. — iſt dann immer näher als b, aber immer 


noch größer als * geſuchte Wurzel⸗Werth. 
III. Im erſtern Sale (d. h. wenn f, und def, einerlei 
alſo f, und 82f, verſchiedene Vorzeichen haben) find ferner allemal 


f, 
a3 und | Br: 


zwei neue und nähere Grenzen ald a und b, zwiſchen denen 
der wahre Wurzel: Werth liegt; im andern Falle dagegen (menn 
f und def, verfchiedene, alfo wenn fi und 8°f, einerlei Vor⸗ 
jichen haben) find allemal 


f, | fi 
J— und br 


die zwei neuen und näheren Grenzen ald a und b, mwiſchen 
denen der geſuchte Wurzel⸗Werth liegt. 

IV. Dieſe Regel III.) kann man auch fo ausdrücken: 
Man findet aus der Formel z—- ai allemal zwei nähere 
Grenzen des Wurzel⸗Werthes ald a und b, zwiſchen denen ber 
gefuchte Wurzel- Werth noch Tiegt, wenn man in z und 5, ſtatt 
2 einmal die Eleinere a und das andere Mal die größere b der 
Grenzen fubfituirt, im Nenner Sf aber jebesmal die eine 
Grenze a, oder jedesmal die andere b ftatt z fegt, je nach⸗ 
dem Sf, oder df,, abgefehen vom Vorzeichen, den größten abs 
foluten Werth hat. 

V. Stimmen die beiden nach IV.) gefundenen neuen 
Grenzen in den erften m Decimalſtellen mit einander überein, fo 
bat der gefuchte Wurzel: Werth dieſelben n erftien Decimal- 
ſtellen. Setzt man dann dieſe neuen Grenzen ſtatt a und b, 

Bd. 14 
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und wiederholt man die Methode der IV.), fo erhält man in 
der Regel ſchon 2n genaue Decimalftielen de gefuchten Wur⸗ 
zel⸗Werthes. — Diefelbe Methode beliebig oft wiederholt, giebt 
alfo den gefuchten Wurgels Werth beliebig genau. 

Dieſes alles mag nun bemwiefen werben. 

1) Nah der in I.) gemachten Vorausſetzung find die Werthe von 
of, für ale Werthe von x zwiſchen a und b fortwährend machfend oder 
fortwährend abnehmend; denn fände irgendwo ein Webergang der Zunb | 
tion Of, vom Wachſen sum Abnehmen, oder vom Abnehmen sum Wach⸗ 
fen, alfo ein Maximum oder ein Minimum fatt, fo müßte nach der Lehre 
vom Größten und Kleinften ($. 58.) O(Of,), d. h. def, der Null gleich 
werben, was gegen die Vorausfegung I.) ift. 

2) Aus demfelben Grunde it aber auch f, von x=a an bi u 
x —b hin fortwährend im Wachfen oder fortwährend im Abnehmen be 
griffen, und zwar findet das erftere ſtatt, wenn f, negativ, folglich f, pe 
fitiv ift, das andere dagegen, wenn f, pofitiv, folglich f, negativ if. — 

3) Die, Werthe von OL, und 8°f, ändern für alle Werthe von x 
gmifchen a und b nie ihr Vorzeichen; weil fonft für einen Werth von x 
jmwifchen a und b, ob, oder deſ, der Null gleich würde, mas gegen bi 
Vorausſetzung 1.) if. Ä 

4) Es iſt nad) dem Taylor'fchen Lehrfage 

dſ df, -deſ · hFP. 
alſo iſt Of, fortwährend mit x zugleich wachſend, fo lange def, poſitiv 
iſt, dagegen abnehmend, während x wächſt, wenn def, negatis ſeyn ſollte. 

5) Es finden daher im Ganzen nur vier Fälle ſtatt, nämlich es werden | 
entiocher F,,01,,8°f,; oder f,, OF, def; ober £,,Of,, O°E, 5 oder £,, 86,0% | 
fürx=a 4; ; +; +; -,+; +; +-,- 
fürx=b +; =; u — +; ++; +; — —, — 

6) SR w irgend ein zu kleiner oder zu großer Näherungs⸗Werth, fo 


kann man das Cpofitiv oder negativ) fehlende durch h bezeichnen und 
man hat dann (nach dem Sage $. 111. IL 4.) genau 


ET Enz ee rl wrh h=05 


a - 


alſo genau 
no f, 

J On 

to dt wr+gn das vorſtellt, was aus Of, wird, wenn ſtatt x ein unbekam⸗ 


ter Werth geſetzt wird, der zwiſchen dem Näherungs⸗Werth w und dem 


⸗ 
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wahren und genauen Wurzel» Wertg w--h, der alfo auch allemal. 
zwifhen den beiden Grenzen a und b liest, von benen w die 
Heinere a, oder die größere b vorſtellt. Es iR alfo genau 

| f, 


[, 
h=— öF,, und wg 
ſobald man nur unter ra „.n den Werth von Of, fi rl dent, welcher für 


einen zwar unbefannten, aber allemal gwifchen a und b liegenden Werth 
von x hervorgeht. Dabei liegt diefer Werth Of,,.., felbk, da Of, zwi⸗ 


ken a und b immerfort wächſt oder immerfort abnimmt, zwiſchen Of, und 
%, und hat auch mit df, und Of, ein und daffelbe Vorzeichen. 

7) Gehen. wir nun bie vier Säle der N. 5.) einzeln durd. — Im 
erkern Gall, wo O2ſ, zwiſchen a und b immerfort negativ if, if Of,, obs 
wohl jedesmal poſitiv vorausgefent, doch immer im Abnehmen begriffen, 
ſo daß im dieſem Zalle 

Ä öf,>df,,. „>20, 


ik. Setzt man daher in obigen Ausdruck des wahren Wurzel s Werthes 








w 
‚=W 32. 


f, Ratt Of,...., fo bat man, vom geichen sachen, für d den Quotien⸗ 
ten zu wenig; zu viel dagegen, wenn Of, Ratt DI,..., geſetzt wird. — 


ra 
Nimmt man nun a flatt w, fo if =, poſitiv, und mithin iR 


f f, 
J noch zu Kein, dagegen a— ap ſchon zu groß. Bon biefem 
Of, 


8 Werthe kann man aber nicht à priori wiſſen, ob er nicht auch 
>b mird, daher müſſen wir dieſen letztern Werth ganz beſeitigen und 


| f 
und vorläufig mit dem erſtern Näherungs⸗Werthe a begnügen, 


von dem wir gewiß wiſſen, daß er größer ald a, aber doch noch Heiner 
als der gefuchte Wurzel: Werth. il. — Nimmt man aber b flatt w, fo if 


fi, 
bh . 
M Meiner, Br dagegen größer als dieſer 





pofitiv, alfo ar 
, f, : f, 
von b zu fubtrahirende Quotient ODE Folglich if an gu 





f 
zroß, aber — zu klein, während die erſtere Grenze dech noch 
x b ⸗ 


—A 
kleiner wie b ifl. Won der letztern Grenze J wiſſen wir nicht 
—NR 
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gewiß, ob fie nicht auch Heiner wie « iſt; daher muß folche befeitigt wer, 
den. Bon ber andern Grenje bh wiffen wir aber gewiß, daß ſie 


dem wahren Wurzel⸗-Werthe näher rückt als b, weil fie größer ik als der 
wahre WurzelsWerth und doch Heiner ald b. — Man findet alſo in dies ° 
ſem erfiern Salle der N. 5.) 


a am und br 


a a 
als zwei Grenzen zwiſchen denen der wahre Wurzels Werth Liegt, und 
welche zu gleicher Zeit nähere Grenzen find, ald a und b. — Dies ſtimmt 
aber genau mit der Ausfage des erfern Theils der Negel IIL). — Su 
gleicher Zeit ift dabei Of,, abgefehen vom Worzeichen, der grögere der ber 
den Werthe Of, und Of,; und dies ſtimmt mit der Ausfage der IVh). 

Geht man den zweiten, und nachher noch den dritten Fall ber W. 5.) 
gerade fo durch, fo wird man die Regeln III.), und IV.) auch für fie be⸗ 
flätige finden. — Wir wollen, um Eur; zu feyn, nur noch dem vierten 
Sal der N. 5.) betrachten. 

In diefem vierten Salle iſt Of, für alle von a nach b hin fletig wach⸗ 
fenden Werthe von x, weil 8°E, fortwährend negativ ift, immer fort im 
Hönchmen begriffen, aber fortwährend negativ, fo dag Of,>dh Ü 
wenn man die Vorzeichen berücfichtigt, dagegen abgefehen vom Bones 


f 
en, 8>df, ſeyn muß. Dasmal ift ferner .— - negatis, der 
ar’. 


l 





en I ofitiv 
e . 
geg A p 
Nimmt man nun in 6.) die kleinere Grenze a ſtatt w, fo bat man 
f, £, f, 
12-7," -; alſo if J zu groß, und a— ET zu Hain. 


Letztere Brenge f jedoch immer noch größer als a, folglich wirklid 
eine nähere Grenze, was man von der erfiern nicht mit Sicherheit 
ſagen kann, da fie felbft größer ald b ſeyn Könnte. Nimmt man aber in 
6.) die größere Grenze b ftatt w, fo erhält man 





x b— 





öl, öf, 


Letztere Grenze ift aber doch Heiner als b, folglich wirklich dem wahr 
ren Wurzels Werth näher als b, mas man von der erkern nicht 
. fagen Tann, da fie ‚vielleicht Kleiner als a felbft if. — Man hat alfo dasmal 


a 
73 und J 


f, . f, l . fi, 
; alſo it b-—- zu Hein, und bD-—- gu gef. 
Öf, ...b 
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18 zwei neue und wirklich nähere Grenzen des geſuchten Wurzel⸗Werthes 
ind dies ſtimmt nicht bloß genau mit der Ausfage der III.), fondern auch. 
viederum mit der Ausſage IV.), weil dasmal wirllich öf,, abgeſehen 
om Vorjeichen, größer if, als-öf, *). 
Wir wollen diefe Auflöfungen der numeriſchen Sleichungen 

noch mit einem Beiſpiel beſchließen. 

Beiſpiel. unterucht man die Gleichung 

L= x’—2ı—5:0, 

welche 3 öf, ⸗x -2 
und 3) det — 6x 
sieht, nach der Sturm' ſchen Regel, fo findet man, dag fie wel Imaginäre 
Wurzel⸗Werthe und einen reellen hat, und dag letzterer gwifchen 1 und 
I0 liegt. Fährt man nach derfelhen Regel weiter fort, fo findet man, 
a8 derfelbe reelle Wurzel: Werth zwiſchen 2 und 3 Tiegtz und fert man 
offelben Verfahren noch weiter fort, fo zeigen fich die Grenzen a=2,0 
nd b—= 2,1, zwifchen denen der gedachte reelle Wurzels Werth liegt. 

Nun kann das im gegenwärtigen Paragraphen befchriebene Verfah⸗ 
en eintreten, weil auch innerhalb diefer Greuzen kein Wurzel Werth von 
£=0 und auch nicht von 8,0 liegt; denn 8,0 giebt 
—2=0 ser x=+Y%, md 2L=0 giebt 650 d.h, 
=0, — Weil aber jest d. — 10 und df,— 11,23 wird, fo find 
ſ fi, 


a 


aan und br 
asmal die beiden neheren Grenzen. Nun rechnet ſich aber aus: 
H 
—13 5 =+0,061; alſo — 57 =+9,0890 und J 


olglich ſind dieſe neuen Grenzen jetzt 
2,0890 und 2,0947. 
Berfucht man aber den Werth 2,09 Cum nicht mit fo vielen Deeimal⸗ 
lellen rechnen zu müſſen), fo findet fich für «= 2,09, f, = —0,050671; 
xihalb iſt 2,09 noch zu Hein, und da 2,10 bereits zu groß gr, fo kann 
van ald Grundlage der neuen Annäherung 
"2,09 flatt a und 2,10 flatt h 


\ 





H Fourier verſinnlicht dies alles durch Kurven auf eine ſehr nette 
Reife, was jedoch unſeren Leſern ebenfalls nicht mißlingen Tann, ſobald 
ie die in ben nächſten Kapiteln ſtehende Kurvenlehre kennen gelernt ha⸗ 
en werden. — Fourier giebt ferner noch fpeciellere Regeln, die theils 
ur Beurtheilung der erlangten Genauigkeit, theild zur Abkürzung der Re 
lung dienen, die wir ‚Hier aber übergehen müſſen. 
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ſeten. Für dieſe jetzigen Werthe von a und b berechnen ſich nun 

f, =—0,050671; $,=+0%61; 8f, = 11,10435 df, = 11,8; 
nnd bie näheren Grenzen And daher jest, weil noch immer DE,>Df, i 
abermals 


f, ſi 
ur und hr 
für diefe neuen Werthe von a und b. — Nun wird aber . 
f, h, 
alfo find die neuen Srenien 
2,009451 und 2,09487, 


fo daß der Wurzel» Werth | 

x — 2,0945... 
in den erſten vier Deeimalfiellen ganz genau il. Nimmt tan mun 
neuerdings 

a3 0945 und b = 9,0946; 
und wiederholt man das Verfahren fo findet fich 
f, = = 0,0005745913755 f, = 0,000541550536 ; 
Bf, — — 11,16079075 , und Bf, = 11,16204748,- 

Da bereits 4 Deeimalen genau find, fo muß dasmal die Divifon bis zu 
Hten Deeimalſtelle fortgefent een; man findet baber 


—— = 0,00004851 
* 
alſo, weil b=2%096 iſt 
h_ . 


und dies if der gefuchte Wurzel⸗Werth x bis auf 8 Derimalftelien genau. 
Wollte man nun die neuen Grenzen 
a — 2,09455148 und b = 2,09455149 
nehmen und daffelbe Verfahren noch einmal wiederholen, fo würde mar 


fon, r genaue Decimalftellen bes gefuchten Wurzel: Werthes erhalten, 
näuili 


| x = 2,0945514815423265, 
U. ſ. f. 
Anmerkung 1. Für beſondere Gleichungen kann die Auf⸗ 
löſung oft ſehr vereinfacht werden. 
J. Iſt z. B. gegeben die Gleichung 
xt. 3x1 -7x%--8=0, 
‚fo fege man zz, hält W324 72-48 * 0, löſt diefe 


a 
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kubiſche Gleichung nad) z auf, und findet dann aus ſedem ein⸗ 
zelnen der drei Verthe von 2 noch fünf Werthe Ni x aus der 


Gleichung x = yz. | 
I. Oder find gegeben veeiprofe Gleichungen, d. 6. 


ſolche, die ſich nicht ändern, wenn — 2 fitt x geſetzt wird, .. die 
abe neben jedem Wurzel⸗Werthe & noch den Wurzel⸗ Werth 
— = Gaben, und bie man daran erfennt, daß bie Koefficienten 


von den beiden Außerften Enden nad) der Mitte zu bezüglich 
entweder genau diefelben oder doch biefelben mit verfchiedenem 
Vorzeichen- n . B. 


x5s— — 3-1 IK Lig 1 * 0, 
oder rs R za ZA ar LI x 1 0, 
oder x tt 11x — Yr?—xt1=0, 
oder ine 2 222 2 Sin 22 2 So 22 2 oc 03 


fo kann man folche fogleich auf Gleichungen von nur halb fo 
hohem oder noch niedrigerm Grade zurückführen*). Sind fie näm⸗ 
li vom ungeraden Grade, fo laſſen fie fich immer durd) x--1 
oder durch x—1 megdividiren, fo daß die neue Gleichung vdm 
geraden Grabe wird. Hat aber die reciprofe Gleichung. vom 
geraden Grade die vom Anfange und Ende gleichtweit abfiehens 
den Glieder mit dem entgegengefeßten Zeichen verfehen, fo läßt 
fie fih immer durch x?—1 d. h. durh (x«—1)(x-H1) wegdi⸗ 
vidiren, fo daß abermals eine reciprofe Gleichung von geraden 
Grade entſteht. Es bleiben daher zuleßt nur folche reciprofe 
Gleichungen übrig, welche vom geraden (2m!) Grade find, und 
welche fich (indem man durch x” dividirt) auf die Form 


*) Die Gleichungen = +1=0. find ebenfalls folche reeiprofe, und 
laffen fi) daher auf dieſem Wege auf Gleichungen vom Grade Im oder 
ı(m—1) wurüctführen, 
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( — tt) tar (® — 
HAu-ı- (+ —)+An=0 | 


bringen laſſen. Man ſetzt nun + =2 und quadrirt, 
kubirt etc. etc. diefe Gleichung, fo daß mon erhält aus 


ti = 
LET u = 23, alſo + =; 





++ (+ +) = 2°, alfo +, = 231; | 
x He@ta)t6=it, alfo tet 


u. ſ. w. f. 
Nach Subſtitution dieſer Werthe iſt dann die neue Glei 
hung (in z) von halb fo hohem Grade. Hat mar aus ihr 


z gefunden, fo liefert zu jedem einzelnen Werth von 2, Die 
Gleichung 


xt =ı mb x= 2+YVi2—1 | 
dazu, ſo daß man zuletzt doch alle Werthe von x gefunden hat. 
Anmerkung 2. Sucht man von irgend einer Gleichung 


f. O die imaginären Wurzel⸗-Werthe, welche ſie hat, fo ſetzt 


man s=p+tqi i, ſo daß K—=0 (nach dem Taylor ſchen 
Lehrſatze) in 


2 
1) +0 


2 dh, E Ban 2 are N 27200 0 


übergeht, wo f,, Of, pr f,, 8°, etc. etc. die Ausdrücke bedeu⸗ 
ten, welche bezüglich aus f,, Ok, 9°5, 9°% etc. etc, hervor⸗ 
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gehen, wenn überall p ftatt x gefegt wird *). Hernach kommt 
alle baranf an, alle zufammengehörigen Paare reeller Werthe 
von p und q zu finden, welche beiden Gleichungen 1.) und 2.) 
zugleich genügen. 

Mit diefer letztern Aufgabe nun mag fich Die nächte Ab⸗ 


| theilung befchäftigen. 


Vierte Abtheilung. 


Kon der Auflöfung smeier oder mehrerer höhern Gleichungen zwiſchen 
zwei oder mehr Unbefannten. 


18, 
Es ſeyen die beiden Gleichungen 
1) Ax?+-Bx+-C=0 
und | 
2) Dx’-HEx’-Fx-G = 0 


gegeben, in .welchen A, B, C, D, E, F, G noch einen zweiten 
Unbekannten z enthalten (io daß biefelben beiden Gleichungen 
auch noch nach Potenzen von z geordnet erfcheinen Tönnten, 
deren Koefficienten noch x erithalten). Man fol den Unbekann⸗ 
ten x aus beiden Gleichungen eliminiren ober fortichaffen, fo 
daß eine Gleichung hervorgeht, welche nur A, B, C, D, E, FE, 
G enthält, ohne x, welche folglich nur noch den andern Unbe⸗ 
Fannten z enthält. 

L Die Euler’fäe Methode. — Man multiplicirt Die 
erftere Gleichung mit Dx, bie andere mit A, und fubfrahirt 
beide Reſultate von einander. Die giebt eine Gleichung ohne 


x>®, nämlich) 


*) Man nimmt nänlich bie Gleichung 
h? h’ 
re hr8, Zt et 
und fegt hier herein p flatt x, und qi Ratt h, und erhält die neue Gleis 


hung, welche wegen des imaginären i, fich in beide ‚obige Sleichun⸗ 
gen zerlegt. 
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3) (BD— AE)x?+(CD — AF)ıx — AG =0. 
Man betrachtet nun die 1.) und die 3.) als die gegeben 
Gleichungen, aus denen x eliminirt werben fol. Aus dien 
beiden Gleichungen fchafft man, ganz auf demſelben Wege, dad 
mit x* behaftete Glied fort. Wird dann der Kürze wegen 

4) BD-AE=A,,; CD—AF=B, md —AG=C, 
gefeßt, fo daß bie 3.) die Form ’ 

3) A,x®+-B,x+C, =0 
annimmt, fo erhält man bie Gleichung 

5) (A,B—AB,)x+(A,C—AC,)=0. 

Hierauf multiplicire man die 1.) mit C,, die 3.) dagegen 
mit C und fubtrahirt wieder die Nefultate. Dadurch erhält 
man eine Gleichung, welche fi) durch x bividiren läßt, und 
welche daher wieder das mit der höchften Po > x? affiin 
Glied verliert. Solche wird 

6) (4C,—A,C)x (BC, —B,C)=0. 

Mird dann zulett aus den Gleichungen 5.) und 6.) noch 
einmal x ellminirt, fo erhält man endlich die gefuchte Elimine 
tions⸗Gleichung ohne x. 

Es ift leicht, diefe Methode auf Gleichungen eines jeden 
Grades augzubehnen. Auch bleibt fie völlig unverändert, men 
die Koefficienten A, B, C, D, E etc. etc. aufer z auch nod 
einen zweiten Unbekannten y, oder noch mehr Unbekannte mt 
halten follten, wenn nur in diefen Koefficienten, x felbft nicht 
mehr vorkommt. 

Diefer Methode wurde aber mit Necht der Vorwurf ge 
macht, daß die Eliminations⸗Gleichung von einem zu hoben 
Grade wird, fo daß fie mehrere Werthe für z liefert, welche den 
beiden gegebinen Gleichungen 1.) und 2.) ganz fremd find. 

II. Audere Methode mittelft des Aufſuchens eines gemein 
fchaftlichen Theilers. 

Wenn x—=a und z=B ein Paar Werthe von x und 2 
find, welche beiden Gleichungen 1.) und 2.) genügen, fo folge, 
dag wenn man flatt z ben Werth B fegt, oder wenn man ſich 
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unter z den Werth B denkt, die beiden Gleichungen 1.) und 2.) 
ben gemeinfchaftlichen Faktor x— u haben müſſen. Sucht man 
alſo zwiſchen den Ausdrücken | 
Ax®+BxtC und Das-LEXt-LFr-tG J 
den größten gemeinſchaftlichen Theiler (nach $. 103.), und ſetzt 
man das Verfahren fo lange fort bie der legte Reſt kein x 
mehr enthält, fo muß folcher für z2= PB der Null gleich wer: 
den. Alfo ift diefer Ießte Neft, wenn folder = 0 gefeßt wird. 
die Gfeichung, welche alle Werthe von 2 liefert, die in Verbin 
fung mit einem zugehörigen Werthe von x, ben beiden Gle- 
Hungen 1.) und 2.) genligen,: welche daher Die geſuchte Elini⸗ 
nations⸗Gleichung iſt *). 

II. Eine algebraifche höhere Gleichung stpifchen x und 2, 
welche eben fo gut nach x als nach z georbnet geſchrieben ver⸗ 
den kann, heißt von der mir Dimenfion oder von der mi 
Ordnung, wenn Die Summe ber Erponenten von x und von % 
in jedem einzelnen Gliede die Zahl m nicht ſhafſtigt⸗ und we⸗ 
nigſtens in einem Gliede erreicht. 

Sp if ay+bx+ce= 0 


eine Gleichung zwiſchen x und y von der iten Dimenfion, oder son der 
fen Ordnung. — Die Gleichung | 
ay®+baytex® Häytextf= 0 
IR dagegen von der 2ten Ordnung. Die allgemeine Gleichung der Iten 
Srdnung kann noch die 4 Glieder der Zten Dimenfion 
a'y’-+-b/x?y-He/xy 2_4-d’x? ‚ 
enthalten, und muß wenigfiens eines biefer pier Glieder in fid aufnchs 
Ren; u. ſ. mw, f. 
IV. Iſt aber die eine der Gleichungen von der mieen, die 


andere won der nien Dimenſion ‚, fo ifl, wenn man x eliminirt, 


*) Dieſes Verfahren verſagt jedoch feine Dienſte, fo oft bei irgend 
einer der Divifionen, Reſte, folglich Diviforen fich ergeben, weiche zu gleis 
her Zeit Faktoren ber gefuchten Eliminations⸗Gleichung find, d. h. welche 
unter derfelben Vorausſetzung, die zu dem erfahren felbt führt, der 
Mu gleich find, — Wir glauben dieſe Bemerkung zuerſt gemicht zu haben, 
und mir haben zu gleicher Zeit das Verfahren angezeigt (m Kap, XXI. 
des Yen Theile des „Syſt. d. Mathem.“), welches im piuiſchen befolgt 
"erden muß, um dieſem Uebelſtande autzuweichen. 
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die Eliminations⸗Gleichung, nach, z geordnet, höchſtens vom 
munten Grade. 

Und eliminirt man aus drei Gleichungen wwiſchen x, y, 2, 
welche bezüglich von der fen, nien, pin Dimenfion find, die 
beiden Unbekannten x und y, fo iſt bie Enb-Bleihung , nad 
v geordnet, böchfteng vom mnpfr Grade 


. 114. 


Hat man aber aus zwei höhern Gleichungen von der mi" 
und ner Dimenfion zwiſchen x und y, den Unbekannten x elis 
namirt, und bie Eliminationgs Gleichung in y vom minten Grabe 
erhilten, fo Eann man legtere nach y aufföfen, fo daß man mn 
verkhiedene Werte für y erhalten Kann. Zu jeden Werth PB 
sony, findet fih dann ein Werth « von x, fo daß Diefe zu 
fanmengehörigen Werthbe ꝙ und B von x und y, beiden Glei⸗ 
chungen zugleich genügen. Diefer Werth, « von x wird aber 
dadurh gefunden, daß man £ flatt y in die beiden gegebenen 
Gleichungen fubftituirt, dadurch zwei Gleichungen erhält, welche 
ben einzigen Unbekannten x enthalten, und dann zwiſchen biefen 
ganzen Zunftionen von x (welche der Null gleich find) den ge 
meinfchrftlichen Theiler ſucht, letzteren aber der Null gleich feßt. 

HE man die Elimination mittelft des gemeinfchaftlichen 
Theilers beftimmt, fo darf man nur ben legten Divifor (sugleich 
mit dem letzten Nefte) der Null gleich feßen, und man erhält fo: 
‚gleich, der zugehörigen Werth von x. 
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Zieht man in einer Ebene zwei auf einander fenkrechte 
erade OX und OY (Fig. 1.) welche auf beiden Seiten ohne 
nde fortgehen, fo ift die Lage eines Punkte M (ober M', 
vr Mu, oder NW) in biefer Ebene, gegeben, tmwe&ın man feine 
bſtände oder Koordinaten MM, und MM, von biefen ge: 
den Koorbinaten-Aren OX und OY Eennt, und noch die 
site dieſer Tegtern, nach welcher zu der Punkt M Liegt. Dielen 
stern Umſtand geben wir dadurch zu erfennen, daß wir den 
bſoluten Zahlen, melde die Abftände oͤder Koordinaten aus- 
tüfen und welche man Koordinaten: Maaße nennen kann, 
oh ein — ober ein — Zeichen vorfegen, je nachdem ber 
Junft M rechts oder links von OY, oberhalb oder unterhalb 
IX liegt. — Diefe dadurch entfichenden pofitiven oder nes 
jativen Zahlen nennen twir aber Koordinaten Werthe, 
md wir fagen noch: der Koordinaten: Werth de Punktes M 
ey Null, wenn der Punkt M in einer der Axen OX oder OY 
Aber liegt. — Endlich. unterfcheidet man beide Koordinaten da- 
uch von einander, daß man eine beliebige derfelben Abſciſſe, 
ie andere dann Ordinate nennt. — Die Are OX, mit wel: 
der die Abfeiffe parallel Täuft, oder auf welcher bie Abſciſſe ab⸗ 





) Wir fegen bier durchweg voraus, daß es weder poſitive noch ne⸗ 
jative Linien giebt, ſondern daß alle Linien durch abſolute Zahlen 
ausgedrückt werden, die weder poſitiv noch negativ find. (MWgl. $. 7.) 


+ 
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getragen iſt (in fo fern nämlich MM, = OM, iſt) Heißt dom 
die Abſciſſen⸗Axe, die andere OY die Ordinaten⸗Axe. 1 
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of (Sig. 10.) ein Punkt M gegeben durch feine Cpofitien * 
oder negativen) Koordinaten⸗Werthe x und y, fo bat ma 
allemal 

1) OM? =x?-+-y?. nr 
Bezeichnen wir nun bie fpiten, rechten ober fEumpfen ik’ 
alfo immer hohl gedachten Winfel MOX und MOY be 
züglich durch « und £, fo find (wie die Betrachtung der Figur 
in allen A Lagen, die der Punkte M haben kann, lehrt) a fpiß, 
fo oft x pofitiv, und & fiumpf, fo oft x negativ; eben fo ß 
fpig, wenn y pofitiv, dagegen 8 flumpf, wenn y negativ. — F 
Es iſt daher in allen Fällen 


:X 


wo x mit cos zugleich pofitiv oder zugleich negativ ifl, 
während auch y und cosß immer ein und Baffelbe Borg 
chen haben. 
Sindet man aus 2.) und 3.) x und y und ſubſtituirt man 
dieſe Werthe in die 1.), ſo erhält man noch | 
4) cosa? t-cosß? — 1. 
Serner ergiebe fi noch, wenn aus 2.) und 3.) OM elimis 
nirt wird, 
5) cos ß y 
x 





Endlich folgt noch 

6) ig a =+7, 
wo das + Zeichen genommen werden muß, wenn y_pofltiv, 
dag — Zeichen dagegen, wenn y negativ ift, fo daß zga mit 
x zugleich pofitio oder negativ wird. — Es ift Dagegen allemal 
und unbedingt 


7— 
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— I 
7) g0=- 


mit dem eigenen Vorzeichen, welches I in allen 4 Fällen ers 


hält, fobald man den Winkel MOX oder a, von OX Tinte 
herum nach OY hin von 0° big zu 360° zählt, fo nämlich daß 
a«>180° und <270° genommen wird, wenn M in dem 
Raume X/OY' liegt, während 45 2700 aber <360° ge 
nommen werden muß, wenn M in dem Raume XOV lie 
gen ſollte. 

Wenn wir aber nicht in's Beſondere, dieſe etziere Art bie 
Winkel zu zählen, hervorheben, fo werden wir in der Folge un 
tee MOX und MOY, ber Punkt M mag liegen, in welchen 
der 4 Näume man will, immer nur folche Winkel verfichen, 
welche <180° find. 

& 117. 


Sind zwei Punfte M und M’ (Fig. 7. und 8.) durch die 
Koordinaten: Werthe x, y und xl, y! gegeben, wo wir x<xt 
vorausfegen, während y Dy!, aber auch y>y’ (felbft y=y)) 
feyn kann (Sig. 7. und 8.); und zieht man dann durch M bie 
Parallele MD mit OX, fo erhält man ein Dreieck MDM. 

In diefem Dreiecke ift allemal die mit OX paral- 
lele Kathete MD durch die Differenz; x —x ber Abs 
feiffen:Werthe; die andere, mit OY parallele Kathete 
DM! dagegen allemal durch die Differens H(y'’—y) 
der DrdinatensWerthe ausgedrückt, wobei man hinficht: 
lich der Vorzeichen nur darauf zu fehen bat, Daß Feine Diefer 
Katheten negativ wird, weil wir bier von der Anficht 
ausgehen, Daß es durchaus Feine negativen Größen, 
alfo auch Feine negativen Linien giebt. Für die Sig. 7.) 
gilt alfo das — Zeichen; im Zalle der Fig. 8.) dagegen ift 

DM=—(y!—y) bh. =y—y. 
Bd. JI. 15 
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Die Entfernung MM’, fo wie die Winkel ao md 8, 
welche bie Richtung MM’ (nicht M/M) mit den Richtungen 0X 
und OY (nicht XO, oder YO) db. 5. mit MX, und MY, 
wenn letztere Geraden mit den Koordinaten Aren parallel ge | 
dacht find, macht, findet man nun in demfelben Dreiecke un 
mittelbar. Es ift nämlich 


1) MM’ = --VY@'— x)? +(y/—y)? 
und 
2) c08 &, = — und 3) cos ß — 1 





MM! MM! ’ - 
. wo cosa, mit x —x zugleich poſitiv ober zugleich negativ if; | 
während auch cos B, und y — y immer ein und baffelbe Vor 
zeichen baben. — Ferner ift 
—yl 
4) u, =+l!= =+! — 
wo aber ig «, immer poſitiv genommen werben muß, in fo fern, 
wir x!>x angenommen haben, und deshalb der Winkel a, 
allemal fpig feyn wird. 
Zählt man aber den Winkel «, von MX, an, nach wi 
bin bis gu 360°, fo ift allemal 
5 yo 
5) 40 =-l-1=-1% 
mit demfelben Vorzeichen, welches der Duotient zur Nechten | 
gerade hat. 
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Unter den Vorausſetzungen des $. 118.) erhält man noch, 
wenn a! und B' die Winkel find, welche OM! mit 0X und OY 
macht, nicht bloß 

1) OM! = Yx? Tyl? 


und - 
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ondern auch noch, wenn W. MOM! —6: geſetzt wird, 
4) cos 6 COS a-.cos q-Cos B. cos ß!. 
An dem Dreiecke MOM iſt nach dem allgemeinern pythagoriſchen 
dehrſatze der ebenen Trigonometrie, 
MM’: = OM?->-OM’? — 20M.-ON’. cos 5; - 
araus findet fich aber, wenn man flatt OM, OM’ und MM’ ihre in x, 
r, x’, y’ ausgedrüdten Werthe fest, cos 5 ſogleich. 
Stehen die Geraden OM und OM! auf einander ſenkrecht, 
o iſt cos o — O, alſo dann noch 
5) cos a.cos al--cos B- cos! —=0. 
Ind umgekehrt, an biefer Iegtern Gleichung * man wieder, 
ag OM und OM auf einander ſenkrecht ſtehen. 
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1. Sind von zwei Punkten A und B die Koordinaten» 
Werthe gegeben, nämlich x! und y! für A, und x“ und yı für 
3 (Fig. 2. oder 3.), fo ift dadurch die Lage der Geraden AB 
jegen die Aren völlig gegeben. Wenn man daher für einen 
veliebigen Punkt M in derfelben Geraden AB, die Koordinaten; 
Berthe durch x und y bezeichnet, fo ift y bekannt, fobald man 
ce Eennt (ober umgekehrt); alfo muß zwifchen x und y, mo 
mch der Punkt M gedacht feyn mag, eine Gleichung eriftiren, 
ınd Diefe findet fich fehr einfach wie folgt. 

Man zieht ACD und BE parallel mit der Abſciſſen⸗Axe, 
o entftehen drei rechttwinkliche Dreiecke, in, denen bie mit OX 
yarallelen Katheten AC, AD und BE bezüglich durch xU— xt, 
e—xi und x— x! ausgedrückt find, während bie mit OY pa 
allelen Katheten BC, MD und ME bezüglich durch + (y"— yN), 
+(y—y') und +(y—y!) vorgeſtellt find, wo (in der Sig. 2.) 
le obern (M) Zeichen zugleich, oder (in der Fig. 3.) ale un 
een (—) Zeichen zugleich gelten. Meil aber dieſe rechtwinkli⸗ 
hen Dreiecke ähnlich find, fo hat man fogleich | 





4 y'—y _J-Y _I-Y 
) u — x. , 


15* 


Winkels a,, welcher diefe Richtung AB (nicht BA) mit der 
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Dieſe Gleichung, wenn man 
u. 


2) — 7 durch A 
bezeichnet, geht aber ſogleich * in 

— y-y=A-&—x"), 
oder auch in 

4) y-y"=A(&—x"), 
oder endlich in 

5) y=A-x-+B, 
wenn noch 

zur —xigli 
6) IT duch B 


vorgeftellt wird. — Dabei iſt nach 2.) und nach $. 118. N. 5.) 
ber Koefficint A allemal die trigonometriſche Tangente dei 


Adfciffen: Are OX macht, : fobald nur Ießterer von OX nah I 
OY hin rings herum von 0° bis zu 360° gezählt wird. 

Daflelbe würde man auch erhalten, wenn der Punkt M 
zwifchen A und B, ober links von A gedacht worden wäre, 
weil dann in den Duotienten in 1.), Zähler und Nenner zw 
gleich ihre 4 oder — Zeichen wechſeln oder zugleich fie behal⸗ 
ten, wie die Betrachtung ber Figur in diefem Falle augenblich 
lich ſehen läßt. 

Jede dieſer Gleichungen giebt zu jedem beliebigen Cpoftisen 
oder negativen oder Nul:) Werth von x, ben zugehörigen (po- 
fitiven oder negativen oder Null⸗) Werth von y; oder umge 
£ehrt zu jedem Werth von y, den zugehörigen Werth von. x. — 
Jede diefer Gleichungen wird daher die Gleichung der Ge 
raden AB genannt, weil man aus ihr fo viel Punkte der 








- Geraden ald man nur immer will, durch ihre Koordinaten 
- Merthe ausgedrückt, finden kann. 


1. Umgekehrt: Iſt eine algebraifche Gleichung zwiſchen x 
und y von der erfien Dimenfion gegeben 3. B. 
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ay--bx+c=0 oder y= x, 


a . 
- wo _ und _— beliebige reelle Zahlen feyn mögen, und 


betrachtet man in ihr x und y als zufammengehörige Koordis 
natens Werthe eines Punktes M in der Ebene, fo giebt dieſe 
Gleichung unendlich-viele Paare reeller sufammengehöriger Werthe 
von x und y, und jedes diefer Paare giebt einen Punkt in der 
Ebene, und alle diefe Punkte liegen in einer und derſelben Ge- 
taden AB, während A und B irgend zwei dieſer Punkte find. 


1) Und ift c==0, fo geht diefelbe Gerade durch den Urs 
ſprung O der Koordinaten, weil die Gleichung dann für 
x—=0 aud y=0 liefert. . 
2) Und it b==0, alfo bloß y„-——, fo Läuft dieſelle 
Gerade mit der Abſciſſen-Axe OX parallel und iſt von ihr um 


+— entfernt, und fie liegt oberhalb OX, wenn _—— poſitiv 


iſt, und unterhalb OX, wenn _—— negativ wird. 


3) Iſt aber a=0, fo liefert die Gleichung zu jedem 
Werthe von y immer einen und Denfelben Werth von x, näm- 
lich ı=—-. Dann Täuft alfo die durch die Gleichung 
ay+bx--c= 0 gegebene Gerade mit der Ordinaten⸗Axe OY 


parallel und rechts von Iegterer, wenn _ pofitiv iſt, dage: 


gen links von letzterer, wenn J negativ wird. 


4 HMHb=0 und c=0, ſo drückt dieſelbe Gleichung 
die Abſciſſen⸗Axe ſelbſt aus. — Iſt aber a=0 und 0, 
fo drückt die gedachte Gleichung ay-bx-c=0, welche jetzt 
x 0 wird, die Ordinaten- Are OY aus, weil zu jedem Werth 
von y, der zugehörige Werth von x der Null gleich wird. 
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4. 121. 
1. Stelt ay-Hbste=0 ode y-— le 


a 
‚Gerade vor, fo iſt —*8 die Tangente des Winkels a, d 
ſolche mit der Abfeiffen- Are OX macht (nach $. 118. R. 5.). 
So lange alfo der Koefficient _. denſelben Werth behi 


\ fo bleiben doch, wie auch der Werth von c oder von — 


fih ändern mag, bie burh ay—bxtc=0 vorgeftelt 
Geraden alle mit einander parallel. 

I. Sol eine Gerade durch einen, mittelft der Koordin 
en Werthe x! und y! gegebenen Punkt gehen, und mit der dur 
bie Sleihung y—=ax-+b gegebenen Geraden parallel laufı 
ſo iſt ihre Gleichung y—y!=a-(&— x). 

Denn ihre Gleichung ift offenbar ff: y=ax-+b, mährend fie | 
xx’ ſogleich y=y’ geben muß, fo daB noch y=ar+b 
moraus b, fich beftimmt. 

So Jaufen alfo die beiden durch die Gleichungen 

y„-ı-7 md y=%ı-3 
vorgeftchiten Geraden mit einander parallel, weil in beiden Gleichun 
die Koefficienten von y und x biefelben find. — Die Differeng der bei 
y, die zu einerlei aber beliebigem x gehören, ift hier = 10; fo weit fiel 
alſo diefe beiden parallelen Geraden von einander ab, fobald man die‘ 
fände wicht fenkrecht auf diefe Geraden, fonvern parallel mit OY nimn 

III. Iſt in zweien durch die Gleichungen 

1) y=axH4b, m 2) y=a,x-4b, 
gegebenen Geraden, a, von a, verfchieden, fo ſchneiden fich d 
beiden Geraden nothwendig in einem Punkte P; und meil di 
Punkt P in beiden Geraden zugleich liegt, fo genügen fü 
Koordinaten Werthe beiden Gleichungen 1.) und 2.) zugle 
wenn folche bezüglich flatt x und y gefeßt werden. Alfo fü 
man dieſe Koordinaten: Werthe x und 9 des Durchfchnii 
Nunftes P, wenn man in beiden Gleichungen 1.) und 2.) n 
bloß die x, fondern aud) die zugehörigen y als diefelben, nı 
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lich als x und y fich denkt, und unter dieſer Vorausſetzung die 
Gleichungen nah) x und nach y algebraiſch auflöſt. Man 
findet dann 


__b-b, .3%b,—a,b, 
3) E = und 4) y — 


für die Koordinaten⸗Werthe des Durchſchnitts⸗Punkts P. 
IV. Wil man den Winkel p finden, welche die beiden 

durch die Gleichungen Ä 

1) y=ax+tb,” und 2) y=ax-+b, 
gegebenen Geraden A,B, und A,B, (öig. 4.) mit einanker 
machen, fo legt man zuerft durch O zwei andere Gerade, A,B, 
mit A,B,, und A,B, mit A,B, parallel. Dann find die 
Gleichungen diefer leßtern beiden Geraden (nach 1.) offenbar 

8) y=ax und 4) y-asx, 
während diefe Ichtern Geraden denfelben Winkel y(—= MOM,) 
mit einander bilden. Nimmt man nun <=OP=1, fo 
berechnet fih (aus 3.) PM=a,-1=a, und (aus 4.) 
—PM, =a,-1=a,dagu. Dann hat man auch MM, —=a,—a, 
ud OM—=Yi--a,? und OM, =Yi-+a,?. Gind aber die . 
drei Seiten OM, OM, und MM, des Dreiecks OMM, befannt, 
fo berechnet fich der Winkel » oder MOM, aus der, unter dem 
Namen des allgemeinern pythagorifchen Lehrfages bekannten fris 
gonomekrifchen Formel 

MM, ? = OM?--OM,? —20M-OM, cos’, 
welche fogleich finden läßt 
1-+a, 3, 


Ta Mita Vitae 


V. WIN man die Gleichung einer geraden Linie finden, 
welche mit der gegebenen Geraden 
y=a,x-+b, 
einen gegebenen Winkel y macht, und noch durch einen Punft 
D Hindurch geht, deffen Koordinaten» Werthe x! und y! gegeben 
find — fo ift diefe gefuchte Gleichung die nachftehende 
y—y!'=a,(&—x)), 
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fobald a, aus der Gleichung 
cas — 1--a,3, 
Ä Yi+a,?-Yi-fa,? 
beftimmt wird, fo daß a, zwei Werthe bekommt. — Und in 
ber That gehen durch einen gegebenen Punkt zwei Gerade, 
welche mit einer gegebenen Geraden einen und benfelben Wins 
fel v machen. 

VI. Wird aber eine Gerade gefucht, wache auf der durch 
die Gleichung 

axb 

gegebenen Geraden A,B; (Sig. 4.) ſenkrecht ſteht und noch 
burch den, mittelft feiner Koordinaten: Werthe x! und yl gege, 
benen Punft D hindurch geht, y ift ihre Gleichung 


y-y-= — ax) . 


Sucht man aber die Länge DH des Perpendikels, ſo muß 
man vor allen Dingen die Koordinaten: Werte x und y 
des Durchfchnittss: Punktes H ſuchen, welchen die durch die 
Gleichungen 


y-1ı1+ ud (y—-59* — 1:1) 





| *) Dies erhellet aus V.), wenn man dafelbf cos = 0 feßt, welches 
I1Fara-0, alſo —E— liefert. Man kann daſſelbe aber 


auch direkt aus der Figur 4.) ableiten. Iſt nämlich A,B, die erſtere 

Gerade y=ax-+-b, fo if die mit A,B, parallele Gerade A,B, gege⸗ 

ben durch die Gleichung y=ax; iſt alſo OP=x, fb it PU=a. 

Wird nun —PM, dur y‘ bezeichnet, während A,B, auf A,B, ſenkrecht 

fieben fol, fo hat man in dem rechtwinflichen Dreieck M,OM 
PM,:OP=OP:MP, d.h. —yıx=x;ax, 

d. h. y= 1, | 

Dies it alfo die Gleichung der Geraden A,B,. Geht nun A,B, mit 

- A,B, parallel und durch den Punkt D, fo ift die Gleichung diefer Gera 

den A,B, (nach IE.) 


> 
I- YFZr Ta) 
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tgebenen Geraden A,B, und A,B, mit einander gemein ba 
en. Nach II.) findet fich aber. 
— 432 
x—8 —— und —— Tat, 
yat man nun x und y gefunden, fo iR nad $. 118. N. 1.) 
| DH = Yes 9. 

Jie Rechnung führe fich jedoch noch leichter durch, wenn man 
ier herein flatt y—y! fogleich feinen Werth aus der Gleichung 
er Senkrechten fubftituirt; dies giebt 5 


— — 

| DH=(@— 29. 14 4 = EEyIFar, 
I_hy)—a2xl 
sährend xl _ Ay bar! 





1-ra? 

t, fo daß man zuletzt 
DH— 7 —ax—b. 

= Teer 


indet, wo VI-Ta? pofitiv ober negativ genommen teerben muß, 
e nachdem der Zähler poſitiv oder negativ wird, damit DH 
mmer durch eine abfolute Zahl ausgedrückt fich finde. 
Anmerkung MIN man die Länge des Perpendikels OK 
finden, von O aus auf bie durch die Gleichung y= ax-+-b 
gegebene ar A,B,, fd darf man nur in vorflehendem Aus: 





druck ey—=0 feßen. Man erhält daher 
_—b_ 
OK= 
. Vita a 2’ 


too derjenige Werth von VI-Ta? genommen wird, der für OK 
eine abfolute Zahl liefert. 
Iſt aber die Gerade A,B, (Sig. 9.) durch die Gleichung 
ay+-bx+c = =0 ode y= 7 


a 


Dr ſo muß man in dem Vorſtehenden, — < flaft b, und 
N 


— ſtatt a ſetzen, und man erhält dann die ſenkrechte Entfernung‘ 
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— — 
vaa-Fpꝛ 
Und weil bie Gleichung für x O, noch y — — — und fi 


y=0 noch x— —F liefert, fo hat man (Fig 9) 


c 


__e „ec _ n 
O0A= r und OB = BD alfo AB= Va’+b}. 


— Gind nun a, und PB, die Winkel, welche die Richtung 
A,B,, (nicht B,A,) mit den Koordinaten: Aren OX und OY 
macht, und find.a, B die Winkel, welche Die Senkrechte OK 
mit denfelben Aren macht, fo bat man 

«= 180°—R, und PB=au,, 





— _OB_ a 
0A bb 
cos a = —C0s f, = — 


AB —  Yartb: —b? 
Dividirt man daher die Gleichung der Geraden A,B,, nämlid 
ay—-bx+c=0, 


durch Ya? --b?, und bezeichnet man durch d bie Entfernung OK 


derfelben Geraden von O, fo nimmt die Gleichung der Geraden 
A,B, die Form an 

x-c0sa--y-c0sß== 
wo a und B die Winkel find, welche die Senkrechte OK mit 
den Koordinaten: Aren OX und OV machen. 

Diefelbe Gleichung giebt aber fogleich der bloße Anblick der Figur (9), 
wenn man für einen beliebigen Punkt M der Geraden A,B, die Abſeiſe 
OP=x und die Drdinate PM—=y auf die Senkrechte OK oder a 
eirt, in fo fern fogleich 

x-cosa—=0S und y-cosß=MR=SK 
wird. | 2 
So findet man alfo augenblicklich die Gleichung einer Ge⸗ 
raden, beren Entfernung OK von dem Urfprunge O der Axen 
bekannt ift, und wenn man die Winkel noch Eennt, welche dieſe 
Senfrechte OK mit den Aren OX und OY mad. 





—— — 
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$. 122. 


1. Führt man eine neue Ordinaten⸗Axe OY, (Sig. 5.) 
arallel mit OY ein, welche gegeben ift durch den Abſtciſſen⸗ 
Werth p, fo ift der neue Abfciffen- Werth eines beliebigen Punk: 
ee M, =x—p, wenn der alte Abfciffen- Werth defielben Punk: 
«8 M durch x ausgedrückt ift. — Und diefes weit fich allemal 
o aus, e8 mag p pofitio oder negatio feyn, d. h. O'Y, mag 
ꝛechts oder links von OY gedacht werben. | 

IT. Führt man eine neue Abfeiffen- Are OX, ein, pa 
rallel mit der alten OX, und durch den Drdinatens Werth q 
gegeben, fo ift der neue Drbdinaten- Werth des Punktes M, 
=y—gq, wenn der alte Orbdinatens Werth deffelben Punktes 
M durch) y ausgedrückt geweſen ift. 


II. Führt man daher zwei neue Koordinaten-Aren O,X, 
und O,Y, ein, parallel mit den alten Axen OX und OY, und 
kt man folche durch einen Punkt O,, deſſen Koordinatens 
Werthe p und q find, fo find die neuen Koordinaten» Werthe 
eines beliebigen Punktes M besüglich dur x—p und y—q 
ausgedrückt, wenn die alten Koordinaten⸗Werthe deffelben Punk 
tes M durch x und y ausgedrückt worden find. 

Dies Tann man auch dazu benugen, einige der Wahrheiten der vor: 
bergehenden Paragraphen näher zu beleuchten. — Wil man z. 2. eine 


Gerade ausdrücken, melche durch einen, mittel der Koordinaten -Werche 
p und q gegebenen Punkt A (Fig. 2. oder 3.) hindurch gebt, fo dene 


Man fih durch A neue Koordinaten Achfen AX, und AY, parallel mit 


den alten OX und OY gelegt; und es find dann die neuen Koardincten- 
Werthe AD und DM eines Punktes M bezüglih x — und y—q, wenn 
die alten, von O aus genommenen Koordinaten» Werthe deffelben Punktes 
MN durch x umd y ausgedrückt werden. Nun ift aber DM—=AD.zga, 
alſo y—g=lx—p)igu, wenn « den Winkel DAM vorftellt, welchen 
die Gerade mit der Abfeiffen- Are machen fol. — Alfo findet man wieder 
y-q=tigaX(x—p) 
ıl8 die Gleichung zwiſchen x und y für jeden Punkt M der Geraden AB, 
vährend x und y die alten von O aus genommenen Koordinaten Werthe 
es beliebigen Punktes M vorftellen. — 5 | 
Bezeichnet man aber die neuen, von A aus genommenen Koordina- 
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tens Werthe deffelben beliebigen Punktes M durch x undy,, ide 


nene Gleichung derfelben Geraden AM diefe einfachere 
Ä Z=iga der Yı=z,1ga, 
weiche wiederum für ieden Punkt M der Geraden AB flatt findet. 


$. 123. 

I. Sind dagegen x, und y, die, auf die Aren O,X, 
yıd O,Y, (Sig. 6.) bezogenen Koordinaten Werthe eines belie 
bigen Punktes M der Ebene, und führt man neue auf einander 
ſenkrechte KoordinatensAren O,U und O,V ein, fo daß legtere 

Aren mit erfteren bezüglich Den Winkel y bilden, wo p von 
OX, nad) OY, hin von 0° bis 360° gezählt werden fol; 
find ferner u und v die neuen Koordinaten: Werthe deflelben 
Punktes M, fo hat man allemal zwifchen x,, y,, u und v die 
beiden Gleichungen | 
1) x, =u-cosp—v-sind und y,= u-sinp-I-v-cosy, 
aus welchen. umgekehrt wieder gefunden wird 





9) u=x,.coosyp--yr-sinyp und v=—x,sinyp-ty,-cost. ' 


Durch diefe Gleichungen find aber die alten Koordinaten Wertht 
x, und y, in die neuen u und v, und Diefe leßteren wieder in 
die erfteren ausgedrückt. 

Man findet die Refultate 1.) augenblicklich, wenn man u oder 0,0, 
und v oder Mg, auf die Richtungen O,P, und P,M profieirt, d. h. wenn 
man OB und QD bezüglich auf O,P, und P,M fenkrecht sicht. — Die 
Gleichungen 2.) erhält man dagegen entweder auf algebraifchem Wege, 
dadurch, dag man die beiden Gleichungen 1.) nach u und v aufläl; — 
oder auch Direkt aus der Figur, wenn man x oder O,P,, und y od 
P,M, auf die Richtungen O,Q und QM projicirt, d. h. wenn man P.A 
und P,C auf diefe legt genannten Richtungen fenfrecht sieht. 


Eidlich kann man beide Paare von Gleichungen (1. und 2.) ald We’ 


reits in der Anmerkung au 6.121.) gefunden anfehen, weil man jede die 
fer 4 Drdinaten ald eine von O, aus auf eine Gerade gezogene Seub⸗ 
rechte betrachten Tann. Ä 


Diefelben Sormeln 1.) oder 2.) ergeben fih aber am all⸗ 
gemeingültigſten, wenn man die Winkel Mo, X, und MO,Y, 
bezüglich durch 5 und 5! bezeichnet, fo twie die Winfel MO U 
und MO,V durch e und ei, und nun von der allgemeingüiltige 


— — _ — — — u. 
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Sleichung ($. 119. N. 4.) ausgeht, nach welcher, wenn « und 
3 die Winkel find, welche O,U mit O,X, und O,Y, mad, 
md wenn eben fo «! und B! die Winkel vorſtellen, welche O,V 
nit O,X, und O,Y, bildet, allmal ift 

cosö = 008 e-cos a-+-cos el.cos al 

cos 6! = cos e-cos ß+-cos e!.cos ß!. ü 
Es ift nämlich, wenn O,M =r gefeßt wird, eben fo allgemein 
gültig (nach) $. 116.) 


x u v 
0ss=—, cos st, ce =— und =; 
r 


ſetzt man daher diefe Werthe in Die vorflchenden Sleichunen 
ſo findet man 
1) X, cos q-V. cos al 
9 yı, =u-00s B-Fv-cosßl, 
während unter den gemachten Vorausfegungen, für jede Lage, 
csa=c00sYy, cos - Sin , 
cos B= siny und cos Bl =-cos v 
gefunden wird. 


I. Sind aber x und y die auf die Aren OX und OY 
(Fig. 6.) bezogenen KoordinatensWerthe eines beliebigen Punk: 
tes M der Ebene; ift ferner ein Punkt O, gegeben durch feine 
Koordinaten Werthe p und q; und tverden durch O, neue auf _ 
einander fenkrechte Koordinaten-Aren O,U und 0, ıV gelegt, 
welche mit den alten Aren OX und OY, oder’ mit den durch 
0, mit legteren parallel gedachten Geraden. O,X, und O,Y, 
befüglich den Winkel machen, wo % von O,X, nach O,Y, 
bin von 0° bis zu 360° gezählt werden fol; find endlich wie 
der die neuen Koordinaten Werthe deſſelben Punktes M durch 
u und v begeichnet, fo hat man allemal 
1) x=p4u-cosp—v-siny und y=q-Fu-sind-tv:cosy; 
und daraus findet ſich dann wiederum umgekehrt 
2) u= (x—p)coosp-+(y—g)-sinyp 

und v= —(x—p)sindp--(y—g)-cosy, . 
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fo daß wiederum die alten Koordinatens Werthe in bie nam, Fi 
und auch umgekehrt die neuen in die. alten ausgedrückt fh F 


fehen. 


Solches folgt aber unmittelbar aus 1.) in fo fern jegt (nach $. 12, 
ß. 


x— p ſtatt x,, und y—q ſtatt y. geſetzt werden mu 


$. 124. 
Bon den ſchiefwinklichen Koordinaten: Aren. 


I. Man kann auch die Koordinaten-Aren OX und OY 
unter einem fchiefen Winkel XOY= 9 (Sig. 1.) fich fehneiden 
laflen. Ein Punkt M ift Bann durch die mit OX und OY 
parallelen Abftände MM, = OM, und MM, =OM, gege⸗ 
ben, welche in Zahlen ausgedrückt werden, während Diefen leg 
tern wiederum das + ‚oder — Zeichen vorgefeßt wird, um die 
Lage des Punktes mittelft dieſer ſchiefwinklichen Koordk 
naten⸗Werthe näher und völlig zu beftimmen. 


1. Dann ift aber, wenn für einen Punkt M (Sig. 10.) 
OPX, PM=y gefeßt wird, das Dreieck OPM nicht mehr 
bei P rechtwinklich, fondern es ift W. OPM = 180° —o; 
daher gelten nun die Gleichungen des $. 116.) bier nicht mehr. 
Dagegen findet fich jetzt 

OM? =x?-+-y? _ dey.cosg. 


III. Uber es gelten die Nefultate des $. 117.) bier gan | 


eben fo; d. h. find zwei Punkte M und M’ (Sig. 7. oder 8.) 
durch ihre Koordinaten: Werthe x, y und x!, y! gegeben, und 


zieht man die Parallelen mit den Aren, fo entficht ein Dreieck 


MDM', und in felbigem ift allemal 
1) die mit OX parallele Seite MD = x!—x; 
2) die mit OY parallele Seite DV’ = --(y'—y), 
während W. MDM' = 180°— p oder = p ſeyn niuß. 
IV. Statt der Nefultate des $. 118.) erhält man dann 
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us dieſem Dreieck MDM’, mittelſt des allgemeiuern pychagert 
hen Lehrſatzes | 
MM! = Y@'— x)? +(y!—y)? +2@'—yıly'—y)-cosp. 

V. Sind wie im $. 120.) zwei Punkte A und B (Sig. 2. 
nd 3.) (immer unter der Vorausſetzung, dad W. XOY=p 
fi) durch ihre fchieftwinklichen Koordinaten: Werthe x’, y! und 
A yil gegeben, und bezeichnet man durch x und y wiederum 
ie Koordinatens Werthe eines beliebigen dritten Punktes M die 
er Geraden AB, fo ift genau wie im $. 120. I.) und aus ge 
sau denfelben Gründen: 

y=Ax+B, 
W_. vl U — xlull 
ua und ——7 
zeſetzt wird, während dieſelbe Gleichung auch wiederum in den 
Formen 
y—y'=A-x—x) oder y—y!=A-(x—xi) 
tfcheinen kann; aber der Koefficient A ift jet nicht mehr Die 
rigonometriſche Tangente des Winkels «, den die gedachte Ge: 
ade mit OX macht; fondern A ift jet das Verhältniß, d. h. 
er Duotient der Sinug der Winkel « und PB, welche die Ge⸗ 
ade mit beiden Axen OX und OY macht. 

VI. Ferner drückt umgekehrt die Gleichung 

ay+bxxrc=0 
noch) allemal eine Gerade aus, wenn auch unter x und y. 
fchieftwinkliche Koordinaten: Werthe verftanden werden. — Des: 
gleichen gelten alle unter $. 120. II.) noch aufgeführten Ein- 
zelnheiten bier gang unverändert. 

VD. Auch find zwei durch die Gleichungen 


aytbx+c=0 und ay--bx-+c=0 
l 
jegebene Gerade mit einander parallel, fo oft > — S ift, wenn 
uh W. XOY=9p gedacht wird. Und umgekehrt. 


' 
Denn es ift (nach V. und VI.) = IE wenn x’, y’ und 


wenn 
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x’, y’! die KoordinatensWerthe zweier Punkte A und B (Sig. 2. u. 3) 
der, durch die erftere Gleichung ayrbr+e=0 gegebenen Geraden um 


fielen. Wenn nun auch diefer Quotient y =, nicht mehr die Tan 


KU 

gente des Winkels vorſtellt, welchen die Gerade AB mit OX macht, fi 
drückt er doch im Dreieck ACB das Verhältniß, d. h. den Quotienten de R; 
Seiten BC und AC, folglich das DVerhältniß der Sinus der Gegen⸗Win⸗ 
. Tel BAC und ABC zu einander aus. So lange aber das Verhältnig der 
Sinus diefer Winkel daffelbe bleibt, fo ange bleiben auch diefe Winkel 
diefelben; alfo Taufen diefe Geraden, wenn fie nicht in eine und biefelbe 
zuſammenfallen, doch mit einander parallel. 

VII. Der Durchſchnitts⸗Punkt zweier Durch bie Ge} 
ungen 

1) y=-ax+b, und 2) y= 2,x-tb, 

gegebenen Geraden wird genau wie im $. 121. IL) gefunden 
nur daß auch die KoordinatensWerthe x und y beffelben, mit 
OX und OY parallel gedacht find, alfo nicht auf einander 
fenkrecht ſtehen. — Aus der Form der Werthe 








— —_ bob und y— a.b,—a,b, 
2,—a, 2,—a, 


geht zugleich auch hervor, Daß diefer Durchſchnitts⸗Punkt nicht 
eriftirt, fo oft der Nenner Null wird. — Daraus folgt am 
entfchiedenften, daß die Linien parallel find, fo oft a, =a, if 
fo daß die Deduktion in VIL) als ganz überflüffig erfcheint. 
Um den Winkel y zu finden, welchen die beiden Geraden 

1.) und 2.) (d. h. A,B, und A,B, in Fig. 4.) mit einander 
machen, nimmt man toicder lieber die Geraden 

3) y=ax ud 4) y=ax 
(da 5. A,B, und A,B, in Fig. 4.), welche mit den erſteren 
. parallel laufen, und fucht den Winkel ı, den letztere mit 
einander machen. Dann. findet fich wieder für OP=1, 
- MM, =a,—a,. Dagegen werben OM und OM, etwas al 
ders als im $. 121. ILL), nämlich (nach IV.) z 


OM=Yi-a,?+2a,-cosp 
OM, =Yi-Fa,?-+2a, cos p. 


und 
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- Deshalb findet man dasmal, indem der Weg des $. 121. 
II.) weiter verfolge wird, 
1-+a,-a,-+(a, +a.)cosp 
VYi-ba2-+-2a,-cöosp-Y1+a2 -r2a,- C0SP 
Bird aus der Gleichung cos —=0, d. h. 
1-Fa, 2, +: +3,)-cosp =0, 
1a, :cosp 
ateosp 
efunden, fo ſteht die gweite Gerade A,B, auf der erſten Ge⸗ 
aden A,B, fenkrecht. (Bel. $. 121. V.) 

RL. Was im $. 122.) für rechtwinkliche Axen geſagt iſt, 
indet für ſchiefwinkliche Axen unverändert ſtatt. — Iſt nämlich 
Fig. 5) W. XOY=p, find x und y die Koordinaten⸗ 
Werthe eines beliebigen Punktes M in Bezug auf die Koor⸗ 
dinaten⸗ Axen OX und OY; legt man endlich durch einen Punkt 
0, , deffen Koordinaten: Werthe- p und q feyn mögen, neue. 
Koordinaten: Aren O,X, und O,Y, mit den alten Axen OX 
und OY bezüglich parallel; fo find die neuen Koordinaten: 
Merthe deſſelben Punktes M bezüglih <—p und y—gq. 

X. Will man dagegen überhaupt neue Koordinaten: Aren 
0,U und O,V (Sig. 11.) einführen, welche Durch einen belie 
digen Punkt O,, deſſen Koordinaten Werthe p und q ſeyn 
mögen, hindurch gehen, und welche gang beliebig liegen, alfo 
uch unter fich einen ganz beliebigen Winkel p! bilden, der vom 
Winkel XOY— pP gang unabhängig tft, und fucht man wieder 
die beiden Gleichungen, welche gwifchen den alten Koordinaten 
Werthen x und y und den neuen Koordinatens Werthen u und 
v eines und deffelben Punktes M ftatt finden, fo thut man am 
Beſten, das Verfahren des $. 123.), mo diefelbe Aufgabe unter 
der Borausfegung von bloß rechtwinklichen Koordinaten: Aren 
gelöft fich finder, ganz zu verlaffen, und das nachftchende, ganz 
allgemeine zu befolgen. 

Man giebt nämlich bie beiden neuen Koordinaten Aren 
J),U und O,V durch die Gleichungen 

Bd, L 16 


cos = 
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I) „—q=ax,—p) und D y—q=2.(& —p) 
wo x, und y, die Koordinaten Werthe eines jeden belichigm U 
Punktes von O,U, und wo x,, y, die Koordinaten: Werthe 
eines jeben beliebigen Punktes von O,V vorftellen, fo daß allo 
(nach IX.) der Winkel UO,V oder ꝙ, den diefe neuen Koos 
dinaten⸗Axen mit einander machen, aus ber Gleichung 

3) cos g! — 144 ‘a (a, +2,)cosp 

O,*Og 


berechnet werden kann, wenn der Kürze wegen 


4) Via? +2a,.cosp=a, und Yi-Ha-+22,.00P=a, 
gefegt wird. — Hernach Iegt man durch den Punkt M die Ge⸗ 
raden A,B, und A,B, bezüglich) mit O,U und O,V paralkl, 
fo find die Gleichungen diefer Geraden (nad) VIL) 

5) -yma —-x) und 6) y»—y=arlX,—2)); 
wenn: x, und y, die Koordinaten: Werthe der Punkte von 


AsBs, dagegen x, ys die Koordinaten: Werthe der Punkte von 
A,B, vörftellen. 


Nun findet man (nach VIIL) aus den: tigung 1 t.)- 
und 6.) die Koordinaten Werthe x und y des Punktes Q; chen 
fo aus 2.) und 5.) die Koordinaten: Werthe x! und y⸗ des 
Punktes R. Daraus dann (nad) IV.) | 
0,9 =u=Vt—p’ FW— N? +ÜE—PIH—D-e0s? 
oder | 
MR = u = VE? QYPE N 
Und eben fo noch 
Won = v=l@e—p?+9W— +2 — pP) —g)-c0sP 
oder 
 QM=v= Ve)? +H—y)? +2E—Q)W—Y)-c0sp; 
und fo hat man zulegt die beiden gefuchten Gleichungen gefun- 
ben. Die End: Refultate der Rechnung werden aber 


5) u= 








& . 
4 2.%— p)] 
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nd 

5) van — 
2 

voraus ſich umgekehrt 

7) pt ut. 

und 

8) y=ır,.utz 


ergiebt, wo a, und a, die in 4.) —* Quadrat⸗Wurzeln 
vorſtellen und poſitiv oder negativ genommen werden Fönnen. 
Ob aber der pofitive oder der negafive Werth von a, und a, 
genommen werden müfle, das hängt Davon ab, welche von O, 
gehende Richtung, ob O,U oder O, U, und ob O,V oder 
0,V’ als die pofitiven Richtungen ber neuen Koordinaten» Aren 
angenommen tverden. | 

Und wären die Koordinaten: Werthe p und q des Punktes 
O,, durch welchen die neuen Aren gelegt werden, nicht gegeben, 
fondern diefe neuen Axen bloß durch die Gleichungen 
9) yı=ax, tb, mb 10) „=3ax,+b,, 
fo wären p und q die Koordinaten: Werthe des Durchſchnitts⸗ 
Dunftes dieſer beiden Geraden; und. deshalb hätte man 


b,—b b,—a,b 
1) p=-2Z- m 1) ler vr 


Dies geht zugleich auch hervor, wenn man die Gleichungen 1.) 
und 2.) mit denen 9.) und 10.) vergleicht, weil man aus die 
er Bergleichung erhält 
3) q—-ap=b, md 14) q—a,p=b, 
voraus ſich p und q genau eben fo finden, wie folche in 11.) 
nd 12.) fichen. | 
$. 125. 
Bon den Polar: Koordinaten. - 

Um die Lage eined Punfted M (Sig. 5.) zu beftimmmen, 

ebraucht man anch zuweilen den Winkl p—=MO,X, aber 
16 * 
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im Bogen ausgedrüdt für den Radius 1, und von 

O, X, nad OM hin von O bis 2x gezählt, und dann 
noch die Länge OM r. 

Sind aber x, und y, die auf die rechtwinklichen Koordi— 

naten:Aren O,X, und O,Y, bezogenen Koordinaten Werthe 

eines und deſſelben Punktes M, fo bat man fogleich 

% x, =r0sp md 2) y,=r-sing, 

alfo 3) KA --y? =r. | 

Sind aber OX und OY bie urfprlinglichen Koordinaten: Aren, 

und ift, auf dieſe begogen, der Pol O, durch die Koordinaten: 

Werthe p und q gegeben; läuft endlich O,X, mit OX parab 

lel, und ft MOX,=p md OM=r; find endlich x 

und y die aus O genommenen rechtiwinklichen Koordinaten 

Werthe deffelben Punktes M; — fo hat man 
4) x<=p+r.oosp md 5) y=g-tr-sing. 

alfo 6) &—-P’+y—g’=r. 

Auch bier bei diefen Polar Koordinaten kann man, wih 
rend r immer poſitiv bleibt, durch p theils pofitive, theils ne 
gative Zahlen vorftellen, um die Richtung anzudenten, in web 
cher diefe Koordinate genommen werden fol. In fo fern muß 
man auch bei p die Koordinate, die nie poſitiv und nie negativ 
if, von dem Koordinaten: Werthe unterfcheiden, worunter bald 
pofitive bald negative Zahlen verftanden werden. _ 

Setzt man aber flatt p irgend einen negativen Werth —v, 
oder flatt p den poſitiven Werth 2r— v, fo behält cosp unt 
sinp, nad den. Regeln der Trigonomekrie, doch immer einer 
und denfelben Werth, weshalb die Formeln 1.—6.) unverän 
dert richtig bleiben, man mag P negativ oder poſitiv nehmen 
wenn man nur immer denfelben Punkt M in ber Ebene Hat. 





Zweites Kapitel. 





Bon den ebenen Erummen Linien; In’s Befondere von 
den Kegelfchnitten. 


$. 126. 


I. Giebt eine beliebige Gleichung ,,—=0 zwiſchen x und 
y, zu einer Reihe fletig neben einander liegender reeller Werthe 
von x, zugehörige reelle Werthe von y, fo drückt Diefe Gleichung 
allemal eine Reihe fletig neben einander liegender Punkte aus, . 
fobald man unter x und y Koordinaten Werthe verficht. Die 
ſelbe Gleichung drückt alfo unter dieſer Vorausſetzung allemal 
eine Linie aus, welche im Allgemeinen krumm feyn wird. — 
Die Gleichung ,—=0 nennt man nun bie Gleichung die: 
fer (geraden oder) Erummen Linie. 

Die Gleichung y 4 giebt z. B. die krumme Linie der Fig. 13.), 
die aus zwei abgefonderten heilen befieht, und die wir fpäter als zu dem 
Hyperbeln gehörig erkennen werden. 

Die Gleihung y=e* oder x=/Jogy giebt dagegen die krumme 


Linie der Fig. 14.). 
Die Gieichung y—sinx die krumme Linie der Fig. 15). — 


N. Führt man neue Koordinaten: Aren ein, fo dag x und 
y bie alten, u und v dagegen bie neuen Koordinaten» Werthe 
eines beliebigen Punktes M der Ebene find, fo finden zwifchen 
x, y, u und v allemal zwei Gleichungen ftatt, durch welche 
die alten Koordinaten Werthe in die neuen ausgebrückt werden 
Können. Gehört nun der Punkt M gu der durch die Gleichung 
= O gegebenen (geraden oder) Erummen Linie, fo kann man 
in fie flatt x und y diefe ihre Werthe fegen und man erhält 
dann fogleich eine neue Gleichung . 0 gwifchen den neuen 
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Koerbinaten-Werthen u und v deffelben Punktes M, alfo em 
jeden Punktes derſelben (geraden oder) Erummen Linie. — Di 
Gleichung Y,,—0 if alio wieberum die Gleichung derſelben 
(geraden oder) Erummen Linie, aber auf diefe neuen Axen bezogen. ; 

1. Sind die alten Koordinaten: Aren rechttwinkliche gene 1° 
fen, und ſtehen die neuen wiederum auf einander fenfrecht, ſo 
find die beiden Gleichungen zwiſchen x, y, u und v (mad 
$. 123.) Dig nachftehenden, nämlich 

1) s=p+Aa—-—av md 9) y=-qgtraut, 

wenn sny=a md cosbp—=PB gefeßt wird, fo def 
man noch 





3) a2 ß?—=1 
bat, wo p und q die alten Koordinatens Werthe des Urfprungs 
der neuen Koordinaten vorftellen, und wo der Winkel ift, 
ben die neuen Aren bezüglich mit den alten machen. — Ans 
1.) und 2,) folgt aber noch 


x? =p?-+23pu— 2«pv-+B?u?— 2aßuv--a?v?, 
xy=pgq+(op+AgQut(Bp-agq)v Feßu?-H(B’—a?Juv-apv?, 
y’=gq’+2aqu+22qv-ta’u?+2oßuv+B?v?. 
Eben fo findet man die Glieder der dritten Dimenfion x?, x?y, 
xy?, y°, in lauter Glieder ausgedrückt, welche in Bezug auf 
u und v die dritte Dimenfion nicht überfteigen. — U. f. w. f. 
IV. Iſt demnach die alte Gleichung &,=0 eine alge 
braifche von der mien Dimenfion, fo ift dies auch mit de 
neuen 9,0 der Fall. — Und ift die alte Gleichung tran 
ſcendent (d. h. enthält fie x oder y unter den Zeichen sin, cos, | 
log etc. etc. oder im Erponenten einer Potenz), fo ift dies 
nothwendig auch mit der neuen Gleichung v,>0 dk Fall, 
Man hat daher einen logiſchen Eintheilungs: Grund, wenn 
man alle (geraden und) Erummen Linien in algebraifche und 
in tranfcendente (Kurven) eintheilt, je nachdem ihre auf 
rechtivinkliche Aren begogenen Gleichungen zu den algebraifchen 
oder zu den tranfcendenten Gleichungen gehören. Und die alge 
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braifchen Linien können wiederum recht füglich in Linien der 
1" Ordnung, Linien der ten Orduung, Linien der Zien Ord⸗ 
nung, u. ſ. w. f., gertheilt werden, je nachdem Die, auf recht: 
winkliche Axen bezogene Gleichung berfelben von der Atem, 2ten, 
ge ete. etc. Dimenfion der Veränderlichen ift. 

Die Linien der 1ten Ordnung find allemal (nach $. 120.) gerade Li⸗ 
nien. Die Linien der ten und aller höhern Ordnungen find krumme Li⸗ 
‚nien. Die Linien der 2ten Ordnung weiſen fich fpäter ald Kegel: 
fönitte aus. — 

Auch die Kreislinie iſt eine Linie der 2ten Ordnung. Sind nänlich 
(Fig. 12.) x nnd y die Koordinaten Werthe eines belichigen Punktes M 
der Kreislinie; find p und q die Koordinaten Werthe des Mittels Punk: 
te8 C derfelben; und it CM=r der Radius des Freifes, fo hat man 
(nad) $. 118.) 

?=(x&—-p)’+(y—gD? 
1) | oder 
0=x’+y?—2px—2qy+(p?rg4’—r?); 
und dies iſt die Gleichung ber Kreislinie, melche, wie man fieht, von der 
Aen Dimenfion if. " 

Diefe Gleichung der Kreislinie wird noch viel einfacher, wenn man 
die rechtminflichen Koordinaten Aren CX, und CY, durch den Mittels 
Punkt C felbft legt. Sind dann x, und y, die KoordinatensWerthe 
eines Punktes M der Kreislinie, fo wird die nun der Kreislinie diefe: 

9) x ty —r= 

Anmerkung Wir befrachten nun in dem Nachſtehenden 

die Linien der zweiten Ordnung in's Beſondere. 


$. 127. 


I. jede gegebene algebraifche Gleichung zwifchen x und y 

bon ber zweiten Dimenfion ift in der allgemeinen Form 
1) ay?+-bxy-+-cx?-+dy-tex--f= 0 

allemal nothwendig enthalten; d. h. man kann die Koefficienten 
1, b, e, d, e und f allemal fo beftimmen, daß diefe allgemeine 
fechggliedrige) Gleichung der ten Ordnung zu gleicher Zeit die 
wifchen x und y gegebene if. Die allgemeine Gleichung 1.) 
uf rechtwinkliche Aren bezogen drückt daher jede Linie der zwei⸗ 
en Ordnung aus. | 
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II: Ordnet man die Gleichung 1.) nach y, fo erhält man. 
)  ayHbxtäytier tet =0; 

und da diefe Gleichung eine quadratifche ift (fo lange nicht a —0 
feyn wird), fo wird fie im Allgemeinen zu jeden Werthe von 
x zwei Werthe von y liefern, von denen wir ben größern durch 
y, ben Eleinern durch y! bezeichnen wollen. Es ſchneidet alle 
im Allgemeinen (fo lange a nicht = 0 iſt) jede mit OY (Sig. 16.) 
parallele Gerade bie Linie der zweiten Ordnung in zwei Punk 
ten M und m. Das Stück Mm ziifchen dieſen Punkten if 
eine Sehne der Kurve — Dabei hat man allemal (nad 
NM. 4. der Einleitg. zum Kap. VIII und $. 99.) 


I) yhyı un und 4) y. yu⸗ 


III. Setzt man 
u 
5) tr - 


fo ift z der Hrdinaten: Ber des anti H, wache die Sehne 
AMm halbirt. Und dabei findet fi) (aus 3.) 
ya FIR 2 BEE EHRE SOREE 
Weil aber dieſe Steihung groifchen z und x von der 1m Orb 
nung iſt, alfo zu den verfchiedenen Werthen von x lauter Punkte 
H liefert, welche in einer und derjelben Geraden HH Tiegen, 


fo folgt, hieraus, daß die Gerade HEN, melche zwei mit OY 








*) Man darf jedoch nicht überfehen, 1) daß diefe beiden Werthe y/ 
und y’ von y, für gemwiffe reelle Werthe von x reell, für andere reelle 
Werthe von x dagegen imaginär werden können; in welchem letzteren Falle 
die Kurve von der Ordinaten⸗Richtung gar nicht getroffen wird; 2) def 
die Koefficienten a, b, c, d, e und £ der Gleichung fo ſeyn können, daß 
für jeden reellen Werth von x das zugehörige y immer und jedesmal 
imaginär if; in welchem Salle die Gleichung nicht einen einzigen Punkt 
vorftent; endlich 3) daß die Koefficienten a, b, c, d, e, f auch fo fen 
können, daß ſich die Gleichung 1.) fo fchreiben 9— nämlich 

Cayt+Bx ty) löytex+2)= “ 
in welchem galle die Gleichung 1.) nichts weiter ai zwei gerade Li⸗ 
nien vorſtellt. | | 
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arallele Sehnen halbirt, allemal zugleich auch alle mit OY 
yarallele Sehnen halbiren werde. Diefe Gerade HH! nennt 
non den zu der Nichtung dieſer parallelen Sehnen Mm oder 
Mim! gehörigen Durchmeffer der Linie der 2ten Drönung 
Der Durchmeffer HH! macht dabei mit der Abfciffen- Are 

OX den Winkel x, der gegeben iſt durch die Gleichung ($. 120.) 

b 2... _._fb __m2a 
Negx=— alfo N a — 
Der Durchmeſſer HH! halbirt alfo — alle unter dem 
danach leicht zu berechnenden Winkel 90°—x (wenn wir x 
ſpitz nehmen). 

IV. Führt man nun neue Koordinaten⸗ ⸗Axen OU und OV 

ein, fo wird (nach . 126. III.), in fo fen p=q=0 iſt, 

x = Pu—oy, =oauFfp, w a+p?=1 if; 
und die Gleichung 1) nimmt nun die Form an: 

6) Av®+-Buv-+Cu?+Dv+Eu+F=0; 
und dann kann man alles in IL) und III.) Gefagte für dieſe 
neue Gleichung wiederholen; und fo findet fich denn, daß «8 
auch einen Durchmeſſer giebt, der alle mit der neuen Ordina⸗ 
ten⸗Are OV parallelen Sehnen halbirt. Weil aber die neue 
DOrdinatens Are OV mit der alten Ordinaten⸗Axe OY einen ganz 
befiedigen Winkel machen kann, fo hat die neue Ordinaten⸗ 
Are jede denkbare Lage. Alſo giebt es für jedes Syſtem paral- 
leler Sehnen allemal einen zugehörigen Durchmefler, der fie alle 
halbirt. — Alſo hat jede Kinie der 2er Ordnung unendlich 
viele Durchmeffer N. 


*) Wollte man diefe beiden Durchmeffer, von denen der 2te jedweder 
it, in Gleichungen ausdrücken, bie fich auf biefelben Koordinaten Aren 
besiehen, und dann ihren Durchfchnittö- Punkt auffuchen, fo würde man 
finden, daß foldhe mit einander parallel Taufen, fo oft b°—4ac=0 if; 
daß die Koordinaten Werthe ihres Durchſchnitts⸗Punkts aber allemal ges 
funden werden, fo oft b?—Aac nicht Null iſt; — endlich, daß fich letztere 
ganz unabhängig zeigen von dem Winkel p, den die OV mit der OY 
macht. — Daraus folgt dann, daß wenn nicht alle Durchmeſſer mit ein- 
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V. Ohne diefe Unterfuchungen bier weiter zu verfolgen, be 
. trachten wir auch noch etwas die Sleihung II. 4.), nämlich . 
y. yu⸗ n— & Tat, 


Der Ausbrucd zur Rechten ift dns Glied Der. Gleichung 1.) 
ober 2.), welches daſelbſt für y — 0 übrig bleibt. Setzt ma 
aber in 1.) oder 2.) y=0, fo giebt folche als Werthe von x, 
—0OA und +OB, in fo fen A und B die Durchfchnitte: 
Punkte der Abſciſſen⸗-Are OX mit der Kurve vorfiellen. Alſo 
läße fih der Ausdruk cx?tex+f in die Faktoren 
c(«+OA)(x— OB) zerlegen (nach $. 98.), und die vorfe 
bende Gleichung (II. 4.) läßt fich fo fchreiben 


yıyll = —(2+ 0A)(x—OB), 


Iſt num etwa OP—x, fo iſt «tOA= AP, x«—-OB— BP, 
y’=PM, y'! = —-Pm, und bie vorfichende Gleichung giebt und 


PM-Pm = —.PA-PB. 
Nimmt man x= OP, fo erhält man eben fo. 
PMI. Pim / = —.P/A-PiB ; 


und aus biefen beiden letztern Gleichungen folgt noch 

PM: Pın : PM’ .P!m! = PA .PB:: PA.P®. 
Diefe Eigenfchaft gilt alfo für jede Linie der 2ten Ordnung. — 
Auch würde man ganz daffelbe finden, wenn man ſchiefwinkliche 
Axen einführen wollte, fo daß die beliebigen Sehnen PM und I 
PA einen beliebigen Winkel p mit einander machten. — Und 
söge man ab mit AB parallel, fo wäre wieder 

pa-pb: PA-PB = pM-pm : PM-Pım 





oder 
pa-pb : pM-pm = PA .PB: PM.Pm 
— P/A.PB : PM!. Pım'. 


ander Be laufen, ſolche allemal alle in einem und bemfelben Punkte 
ſich ſchneid 
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Wir wollen jeboch auch dieſe Unterfuchungen nicht weiter 
verfolgen, fondern ung mit biefer Andeutung begnügen, die man 
leicht noch weiter ausfpinnen Fann. Wir wollen zu anderen 
Betrachtungen übergehen. 

VI. Löſt man nämlich die Gleichung 2.) nach y algebraifch 
auf, fo erhält man 
gy— —(bx+d)+V — ) 


a 

Iſt nun b?—Aac negativ, fo giebt diefe Gleichung für 
ı=t» md für = —o*) allemal imaginäre Werthe 
fir y; alfo hat die Linie der Zten Ordnung dann Feinen unend⸗ 
lichen Schenkel **). — Iſt aber b?— Aac pofitio, fo bat y 
reelle Werthe fr <= tw und aud fr x=— a; alfo 
bat die Kurve dann A unendliche Schenkel. — Und ift (gleich: 
ſam Ausnahms⸗Weiſe) b?—Aac—=0, fo giebt die Gleichung 
‚weder für xt, die Werthe von y reell; dann find 
Iegtere aber fr = — a» imaginär; und dies ift der Sal, 
wenn bd—2ae pofitiv if. Oder es iſt bd—2ae nega⸗ 
tiv (zugleich mit b?—Aac=0) und dann find die Werthe 
bon yreel für <= — 9, Dagegen imaginär für = --«. 
Jedesmal bat alfo, wenn b?—4ac—=0 ift, die Kurve nur 
zwei unendliche Schenfel. 





*) Die Redensart = to oder xs=—w fol nichts weiter 
bedeuten, ald daß ſtatt x vecht große und immer größer werdende Übrigens 
poſitiv oder negativ genommene Werthe geſetzt werden. 

*”*) Den Ausdrud px?-+2gx-+r Fan man auch fo fchreiben, 


nämlich 
q 2 pr—q? 

P (x + D ) + 
Iſt Daher p negativ und pr—q? poſitiv, alfo q?<pr, fo wird ders 
felbe Ausdruck px?-+2gx Fr für jeden reellen Werth von x, negas 
tiv. Die Werthe von y aus der Gleichung 9.) werden alfo für jeden 
reellen Werth von x imaginär, und die Gleichung 9.) ſelbſt ſtellt dann 
feinen einzigen Punkt vor, fo oft b?—Aac negativ, zugleich aber 
(bd — 2ae)? <(b? — 4ac)(d?—Aaf) if. 
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Alte dieſe Linien der zweiten Ordnung mit keinem unend 
lichen Schenkel, alfo wenn b*—Aac negativ If, 
wir Ellipfen. 

Alte Linien der zweiten Ordnung mit 4 unendlichen 66 
Fein, alfo wenn b?—4ac pofitio ift, beißen Hyperbeln. 

Endlich nennt man alle durch die Gleichung 1.) gegeben 
Kurven, fo oft b°—4ac=0 if, fo daß fie deshalb um 
zwei unendliche Schenfeln haben, Parabeln. 

Ale Linien der Zen Ordnung find alfo Ellipſen, Hyperhela 
oder Parabeln. 


Wir werden aber fpäter nachweiſen, dag alle Linien ber ten Orb 
nung aus dem Kegel durch Ebenen gefchnitten werden können, und ud 
umgekehrt, daß jeder folcher Kegelfchnitt allemal eine Linie ber Ren Or 
nung, folglich entweder "eine Ellipſe, Hyperbel oder Parabel ik. - 


$. 128. 


Statt in folche befondere Unterfuchungen eingugehen, wie 
wir dies im vorftehenden Paragraphen gethan haben, wollen wir 
lieber für die durch die Gleichung 

1) ay?+bxy-+cx?+dy-—ex-+f= 0 
gegebenen Linien der 2er Ordnung, wenn fich Diefe Gleichung 
auf die fenkrechten Aren OX und OY bezieht, neue Aren OU 
und O,V einführen, wie dies in Sig. 6.) zu fehen ift, und wie 
wir folche im $. 123. IL) eingeführt haben. Dann haben wir, 
wenn x und y die alten, u und v die neuen Koordinaten 
Merthe eines beliebigen Punktes M ber Ebene find, 

2) s=p+fu—ov md 9) y-gqtau+p, 
wenn 

4) sindo=a und cosp=Bß 
gefegt wird. — Iſt nun M ein Punkt der, durch Die Gleichung 
1,) gegebenen Kurve, und feßt man dann in dieſe Gleichung 
ftatt x und y ihre Werthe, alfo auch flatt x?, xy und y? bie 
Werthe (aus $. 126. IIL), fo erhält man die neue Gleichung 
zwiſchen den Koordinaten: Werthen u und v derfelben Punkte, 
alfo Derfelben Kurve. Sie wird aber 
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5) ET — 0, 
o A, B, C, D, E und F folgende Bedeutungen haben, 
ämlich 
(A=aß? —baß +ca?; 
B = 2a0ß-+-b(ß? — 0?) — 2caß; 
6) C =ao? —baß +cß?; | 
D = 2aqß +-b(pß — qa)— 2cepark-dß —eo; 
E=2aga-+-bfpa--gY+2epp date; 
F=agq? -Pbpꝗ + ep+dq-+ep-+f- 
Weil aber p, q und a gang willführlich genommen wer⸗ 
den Eönnen, in fo fern blog B mit « mittelft ber Gleichung 
7 +1 
zuſammenhängt, fo kann man verfuchen, ob es nicht allemal 
möglich ift, Die neuen Aren O,U und O,V gegen die Kurve 
ſo zu Iegen, daß die Gleichung der Kurve viel einfacher und 
kur dreigliedrig wird. 

‚Set man de B=0, D=-0 md F=0 mb 
beftimmt man daraus die Werthe von p, q und «, fo erhält 
man sunächfi ud B=O d. h. aus 

Xa— Jaß+b(ß?— a?) = 0 
oder UKa— sin ᷣ · cos b(cos p— sin y?) = 0, 
wenn man durch cos? dividirt, 
2(a - Oig p--b(l — ig?) = 0 
oder Pr — Tg 0= 
alfo 
8) 1g „— 2etha—g'HbT a cH@Zottbl, 


Diefer Werth iſt, wie man fieht, nme reell; alfo ift ein folcher 
Winkel 9 immer möglich. — Hat man aber den Winkel P hier⸗ 
aus beftimmt, fo Fann man « und B (nämlich sin und 
cos y) als bekannt anfehen, und bie beiden andern Gleichungen 
D=0 md F==0, nämlich 
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%) (2aß—ba)g-+(bP— 2ca)p--dß— ea = 0 
und 
10) aq’+bpq-+cp?+dq-Fep+f=0 

dienen nun noch zur Beſtimmung von p und q. Denkt man 
fih in der Gleichung 9.) unter p und q alle ihr gemügenden 
Werthe ald Koordinaten: Werthe, fo ſtellt dieſe Gleichung 9.) 
eine gerade Linie vor. Denkt man fich in ber Gleichung 10.) 
unter p und q ebenfall$ alle ihr genligenden Werthe als Koor⸗ 
Binatens Werthe, fo drückt folche, da fie dann von der Gleichung 
1.) nicht verichieden iſt, unſere Linie der zweiten Ordnung fe 
ber wieder aus. Die von ung gefuchten Koordinaten: Werke 
p und q gehören alfo den Durchfchnitts- Punkten der durch Die 
Gleichung 9.) gegebenen Geraden mit unferer Kurve, an. Man 
findet zwei folche Punkte O,, welche den Forderungen gen» 
gen, wenn nur bie Wertbe von p und q (aus 9. und 10) 
ſich wirklich reell ausweiſen und nicht imaginär werben; im 
legtern Falle würde Fein einziger folcher Punkt O, exiſtiren. 

Eliminirt man aber q aus den Gleichungen 9.) und 10 
fo erhält man für p wirklich zwei reelle Werthe; während di 
9.) zu jedem reellen Werth von p allemal auch einen reellen 
Werth von q dazu liefert. 

Es giebt alfo in jeder durch die Gleichung 


1) ay?+-bxy-+cx?+dy-tex+f=0 
gegebenen Linie der 2er Ordnung allemal zwei Punkte O,, 
welche fo find, daß wenn man O,U fo lest, daß fie mit OX 
den Winkel » bildet, wie folcher in der Gleichung 8.) gefunden 
worden, und wenn man O,V fenkrecht auf O,U nimmt, bie 
auf Diefe neuen KoordinatensAren O,U und O,V bezogene 
Gleichung nur dreigliedrig wird, nämlich die Form | 


11) Av?—-Cu?-+-Eu=0 
oder 
1 vr — — Lu⸗ —Eu ober v?—=gu--hu? 
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annimmt, wenn mar 22 durch h, und —* durch g 


A 
ezeichnet. 
.$. 129. 

1. Aug dieſer Unterfuchung ziehen wir die wichtige Solgerung: 
die Gleichung 
1) y? =gx-+Hhx?, | 
wenn man fie auf rechtwinkliche Aren begieht, und wenn man 
und h ganz beliebig rec fich denkt, noch alle Linien der 
zn Ordnung vorftellt, d. h. daß Niemand eine Linie ber 2ten 
Drönung geben kann, bei welcher e8 nicht möglich wäre, neue 
und rechtivinkliche Aren fo einzuführen, daß die neue Gleichung 
derfelben Kurve die Form 1.) annimmt. 

Wir werben daher die Eigenfchaften der Linien der zweiten 
Srönung bloß aus diefer Gleichung 1.), nämlich aus 

| y”?=ghr’ 
ableiten, indem wir g und h gang beliebig reell uns denken. 
Und wir folgern fogleich: 
sr Gleichung 1.) drückt alle Ellipfen aus, wenn hnegatip, 
⸗ ⸗alle Hyperbeln⸗, ‚wenn h pofitiv, 
J— ⸗alle Parabeln » ‚wennh Null if”. 





*) Dies folgt fogleich, wenn man unfere jegige Gleichung auf Null 
'ringt, nämlich 
y?—bıx?— gx=0 
araus macht, und fie dann mit der allgemeinen fechögliedrigen Gleichung 
ay? +bxy-+cx?=-dy+ex-Hf=0 
ergleicht. Man erhält dann 
a1, b=0 ce=—h 
iſo b?—4ac—=4h (Bl. $. 127. VL). 
Man fann aber aus obiger 1.) 
y=Vix’fg 
sIgern, und dann fieht man wie fie, wenn h negativ if, für x Lo, 
allemal imaginär liefert; daß fie aber y reell liefert (fir =L%) 
venn h poſitiv if; daß fie endlich, wenn h=0 if, y reell liefert für. 
=» und imaginär für <= —w (menn g pofitiv); oder y ima⸗ 
inär fr x 60, und rel für x= —w (menn g negatin). 
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II. Nehmen wir OX! (Sig. 17.) zur pofitiven Seite de 
Abſciſſen⸗ Are, und begeichnen wir den jegigen Abfciffens Werth 
Deffelben Punktes M durch x', der vorher, wo OX die poſitive 
Seite der Abfeiffen: Are vorſtellte, Durch x bezeichnet mar, fo 
bat man 


xm—xl 
und aus ber Gleichung 1.) geht nun die neue Gleicheng 
2) y’=—gr/-hx® 


hervor, welche Diefelbe Kurve ausdrückt. Iſt nun in der 1.) 
ber Koefficient g negativ, fo ift in der 2.) ber Koefficient 
—g pofitiv. 

Daraus folgt aber wiederum: 

Die Gleichung 1.) liefert fchon alle Linien der zweiten 
Ordnung, wenn man nur dem g alle denkbaren pofitinen 
Werthe beilegt; weil jeber eben fo große aber negative Werth 
von g, bei einerlei h, genau diefelbe Kurve liefert, nur auf ber 
andern Seite ber Ordinatens Are liegend, welche man für daf 
felbe aber pofltive g auf der einen Seite dieſer Are finder. 

IL Wir werden daher. in dee Gleichung 1.), nämlich in 


y„”=gth? 
den Koefficienten g allemal pofitiv uns denken und doch ned 
alle Linien der zweiten Ordnung vorgeftellt haben, während 
h=0 alle Parabeln, h negativ alle Ellipfen und h pofitis 
alle. Hyperbeln liefert. 

In dieſer Gleichung y„?—=gx thx? nenne man die 
allemal pofitiv gedachte Zahl g den Parameter ber Linie dr 
zweiten Drönung ”). 

$. 130. 


*) In neuerer Zeit nennt man jeden noch unbeſtimmt gelaffenen 
Buchſtaben g, h etc. ete., der in irgend einer Gleichung zwiſchen x und 
y, die eine (gerade oder) krumme Linie vorfellt, vorkommt, einen Pas 
rameter. Im gegenwärtigen Kapitel mag aber Dad Wort in ber obigen 
ſpeciellern Bedeutung beibehalten werden. 
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§. 130. 
Von der Parabel in's Beſondere. 
Alle Parabeln ſind durch die Gleichung 
1) 2 px ode =" 
ausgedrückt, je nachdem man OX oder OY (Sig. 18.) zur Ab- 
ſciſſen⸗ Are nimmt, während OX und OY auf einander fenkrecht 
gedacht werden. Dabei heißt p der Parameter der Parabel 
Sehen wir nun zu, was aus dieſer Gleichung alles hervorgeht. 
L Da zu jedem x— OP zwei gleiche Werthe PM und 
Pm von y fich ergeben, fo theilt die AbfcifiensAre OX bie Pa- 
rabel in zwei congruente Hälften. Diefe Gerade OX Halbirt 
die mit OY parallelen Sehnen, unter einem rechten Winkel; 
deshalb Heißt OX der Haupt» Durchmeffer, und O ber 
Haupt⸗Scheitel der Parabel. 
IL Iſt d der Abfeiffene Werth eines beliebigen Punktes F 
in dem Haupt: Durchmeffer OX, fo ift 
FM= VEN FF = Ve FG et 
Nimmt man nun d fo, daß der Ausdruck unter dem Wur⸗ 
jelgeichen, während x ganz unbeflimmt bleibt, ein volk 
Rändiges Quadrat wird, nimmt man alfo d fü, daß )9 
dd), pe dh debp 
tird, fo läßt fih FM in x rational ausdrücken, nämlich) 
3)  FM=x-L-ip: 
Diefen einzigen Punkt F in OX, der vom Scheitel 0 
(nach 2.) um den vierten Theil des Parameters abſteht, und 
deſſen zugehörige Drdinate FG fi) — Ip ausrechnet (aus 191 
nennt man den Brenn: ‚Punkt der Parabel. 


*) Der Ausdruck ‚px? Hoxhr ift ein vollſtandiges Quadrat, R M 
19) pr 
iſt. Er iſt nämlich dann 


| [Wr («+ a 


SL. | 47 
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ID. Denkt man fich die Kurven als Unendlich Vielede, 
aus unenblich Eleinen geraden Linien zufammengefeßt, die paar 
weife Winkel mit einander machen, welche unendlich wenig von 
zwei rechten Winkeln verfchieden find, und denkt man fich unfe 
der Tangente einer Kurve an den Punkt M (Sig. 18.), die 
Verlängerung einer folchen unendlich-Eleinen Seite. MN, fo if 
es leicht, für Die Parabel die Lage der Tangente MIT zu be 
ſtimmen. Zieht man nämlich zu M und N die Drdinaten MP 
und NR, desgleichen MSZ mit OX parallel, fo. ik, wen 
PR=MS=h gefegt wird (aus 1.) 

MP = Ypx; NR=Yp(x+h), alfo NS = Yp@-h)— Ypr. 
Wird nun Winkel MTX — Winkel NMS = p geſetzt, fo hat 
man in dem Dreiede MSN 

rom NS — P&-Hh—_Vpx Vpx 
a Te 
wo h unendlich-Elein gedacht iſt. Welthpicirt man aber hier 


zur Rechten Zähler und Nenner mit Yp(x--h)-4-Ypz, im 
mit h wegdividiren zu können, fo erhält man 


— —— 

—v 
Weil aber alles noch fo Kleine, vom Unendlich: Kleinen unend⸗ 
lich weit abliege, fo wird Died Nefultat am genaueften, wen 
man Null ſtatt h fegt. Deu erhält man ganz genau 
— —— 2 —ıP._ı 
9 px — Yä. 
Aus dieſer tg kann man on sie Gesten PT be 
rechnen. Es if nämlich 


MP _ I_ 
s?=p7= pp 
alſo 
N e — I —_ 
5) Subig. PT= 2 — %, 
woraus noch) 
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6) OT= OP =x®) 
hervorgeht. | 
Zieht man MW fentrecht auf die Tangente MT, fo hat 
man bie Normale, und dieſe ſchneidet ab die Subnormale 
PW. Letztere berechnet ſich aus der Proportion 

PV:MP M: PW., 

weiche deshalb ſtatt findet, weil TIW ein bei M rechtwink 
liches Dreieck if. Man findet hieraus: i 

7) Ä Subnorm. PW = 3p, 
ſo daß die Subnormale für jeben Punkt M der Parabel bie 
ſelbe Länge behält, und folche iſt dem halben Parameter gleich. 

IV. Verbinden wir nun die Eigenfchaft Ber Tangente MT - 

mit der bes Brenn: Punkted F. — Man findet fogleich 

8) FT=FM=FW=x-+4p; 
alfo ift 

9) W. FMW=W. FWM=W. WMZ; . 
d. 5. ZM, welche parallel mit OX gedacht worden ift, und 
FM bitden mit der Normale MW, und daher auch mit ber 
Tangente 'TMt gleiche Winkel **) 

V. Legt man durch einen beliebigen Punkt A der Parabel 
(ig. 17.), die durch die Gleichung 
| I) 3 * px 

gegeben iſt, eine. Gerade AY,, fo daß ſie mit OX den Winkel 
ATX—=9p bildet, und außerdem noch) AX, parallel mit OX; 
find x, und y, die neuen auf die fchiefwinflichen Axen 


*) Danach Iaffen ſich Tangenten leicht zeichnen. Man zieht von dem 
Junkte M aus, an welchen man bie Tangente haben wi, MP fenkrecht 
uf OX, macht OT=OP, nnd ich Ur. | | 

”*) Ein Lichtſtrahl, welcher parallel mit OX in irgend einen Punkt 
I der Parabel einfällt, wirb daher, nach den bekaunten Geſetzen der Op⸗ 
#, in der Richtung MF qurüchgemotfen. Denkt man fich die Parabel um 
IX herummgedreht und dadurch Ein Umdrehungs⸗Paraboloid gebildet, f6 
erden alle Strahlen, welche in einen folchen Spiegel parallel mit OR 
nfallen, nach dem Punkte Fzurückgeworfen. vie 

17 
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AX, und AY, bezogenen Koordinaten Werthe befielben Put: 
te8 M, deffen alte Koordinaten⸗Werthe x und y find, fo bat 
man, wenn MO mit AY, parallel gedacht ifl, 
OoP=x, PM=y AQ=xs, und QM=y,; 
außerdem nich W. MOR—=g,' alſo 
OR=y,.cosp und MR=y,-sin p. : 
Sind mun x und y die alten Koordinaten Werthe des Punktes 
A, fo daß man noch zwiſchen x und y die Gleichung 
2 — pr 
bat, fo ahält man aus der Anſicht der Figur (17.) | 
| x=}+x,tyı0sp mb y=y-yı-sinn . 
Subftituirt man nun dieſe Werthe flat x und y in de F 
Gleichung y?=px, fo ergiebt fih als neue Gleichung der 
Parabel (wegen y=pf) 
10) yr-sinp? +-(2y-sin P—Pp-C0sp)-y, px. 
Diefe Gleichung liefert zu jedem x, zwei ungleiche y., fo lange J 
nicht dag mit y, behaftete Glied herausfält. Nimmt man abe | 
p fo, daß der Koefficient von y, der Null gleich wird, d. h. daß 


11) H-sinp—p-cosp=0, oder * =, 
alſo 





Se u an 
wird, fo entſteht dieſe neue Gleichung der Parabel, nämlich 


12) yr=px,, Wenn man A4s--p=p' feßt. 


Diefe Gleichung zeigt, daß AX, alle mit AY, parallde 
Sehnen halbirt, fo oft AY, mit AX, oder mit OX ben durch 
bie Gleichung 11.) gegebenen Winkel p bildet, welcher Winfe 
fein anderer ift (nach II. 4.) als der, den die Tangente an A, 
mit OX macht. Die mit OX parallele AX, tft alfo en 
Durchmeſſer der Parabel, und diefer halbirt alle Sehnen, 
welche mit der durch A an Die Parabel gelegten Tangente AT 
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porallel laufen. — Und meil der Punkt A ganz:wißführlich ger 
wähle ift, fo folgt, daß Die Parabel: unendlich wiele Durchmefler 
hat, welche alle miteinander und mit OX parallel bauen. (Dgl. 
die Rote zu $. 127. IV.) 


VI. Man mag auch noch in der Parabel bie linea di- 
rectrix (Leitlinie). DH (Sig. 18.) bemerken, welche fenfrecht 
af OX und von OY um 4p entfernt liegt, -fo Daß OD — OF 
il. Die durch M mit OX paraliel gelegte ME ift dann 
=x4+4p, alo =MF-==FT. Das Viereck MEFT if ein 
Rhombus; dag Dreieck MEF gleichfchenflich.. — Diefe Eigen: 
[haft der. linea directrix giebt ein Mittel ab, mit einer eins 
fahen Vorrichtung die Parabel mechanifch zu geichnen *). 

VII. Der Umftand, daß (Sig. 18.) FM=x-44p if, 
giebt eine fehr einfache Gleichung ber Parabel, wenn man fie 
auf Polar-Koordinaten bezieht und FX zur Are, F aber zum 
Pol nimmt. Begeichnet man nämlich den Winkel MFX (im 
Bogen für den Radius 1 ausgedrückt) durch p, fü wie FM burd) 
r, fo hat man OP=x, FP=x—4p, ah FP=r-cosp; 
alfo x—-Ip =rT-60s% 

Da nun x-ip= =r 
it, fo folge aus dieſen beiden Gleichungen, wenn man x eflmi- 
nirt, die Sleichung zwiſchen r und p, nämlich | 

3) — _ se ren 


1—cosp "— (sin4p)* 


*) Nämlich fo: Man legt an die Leitlinie DH (Sig. 18.) ein Lineal, 
und daran lest man. ein Winkelmaaß (ein rechtwinkliches Dreieck) BVW“. 
Ein Zaden wird nun mit feinen beiden Enden in F und in B befeſtigt, 
und diefer mit einem Stift in m an die Seite BV ſtraff angelegt, fo daß 
er die gebrochene Linie BmF bildet. Wird nun das Dreieck BVYW’ an 
der Leitlinie HDH mit dem einen Schenkel VW’ bingerüdt, fo dag ber 
andere Schenkel BV fortwährend mit fih und mit OX parallel bleibt, 
und fpannt man mit dem Stifte den Faden immer Araff an, ohne daß 
ſich der Stift vom Dreied entfernt, fo wird folcher die Parabel mO ber 
ſchreiben, wenn nur ber Faden ſo lang oemacht worden war, daß man das 
erſte M Dal mF —=,mV hatte. 
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Und die IR die Polar Gleichung ber Parabel. Sie giebt 
bie ganze Parabel, wenn man p fietig von 0 bis 2x wachſen 
läßt, zu jedem ꝙ aber aus der Gleichung den, Radius⸗Vektor 
r dazu finder. 
6. 131. 
Don der Eilipfe in's Beſondere. 
Denft man fich in bee Gleichung 
1 | 2 — px— x? 
p und q beliebig pofitio, fo giebt fie alle Ellipfen, fobalb man 
unter x und y bie auf rechftoinkliche Aren AX und AY (Big. 19.) 
bezogenen Koordinaten» WBerthe verfteht. Auch Hier nennt man | 
bie, allemal pofitiv gedachte Zahl p den Parameter ber EL | 
lipfe. Aus diefer Gleichung 1.) müflen nun die Eigenfchoften 
aller Ellipfen hervorgehen. | | 
I. Set man y=0, fo giebt die Gleichung 1.) bie bb | 


den Abſciſſen⸗Werthe O und z für die beiden Punkte A und | 


B, welche Die Abſciſſen⸗Axe AX mit der Ellipſe gemein hat | 
(Fig. 19). Man hat dabei | 


2 — ER, 

) ? 
IL Nimmt man x negativ, ober pofitio aber größer ad | 
re fo zeigt fich y allemal imaginär; alfo iſt die Eitpfe mb - 


fchen den durch A und B gehenben Drdingten- Richtungen AY 
und BV eingefchloffen. 
III. Bezeichnet man die Entfernung AB durch 2a, fp 
bat man 
3) =, alfo p= 2a; 


und die Gleichung 1.) der Ellipfe kann dann auch fo gefchrie 
ben werden (inden man 2aq flatt p fegt) 
4) y? = q(2ax—x?). 
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Er ren man AB in C, fo baß AC= CB=a wird, fo findet 
€ gi ans dieſer Gleichung: fr x — aber Werth don y— =D 
* Bun; und fo findet fich, wenn man CD durch b bezeichnet 


b? 
=.) b=ga, ale g=—- 
Die Sleichung 1.) oder 4.) der Ellipſe geht baburch über im 
6) y — 


wo b>a, b=a, auch b<a ſeyn wird, je nachdem man 
fi q>1, ober q=1, oder q<1 gegeben hatte. | 
; : IV. Legt man nun durch C eine neue Ordinaten · Are 
: CY, parallel mit AY, und iſt für denſelben Punkt M. deſſen 
g- Alter Abfeiffen- Werth durch x bezeichnet worden, der neue, von 
“ C aus auf CX geriommene Abfciffen: Werth durch x, vorge 
ſtellt, ſo hat man 
7) x=atx, 
und fubftituirt man diefen Werth Kat x in die Gleichung 63 
der Ellipfe, fo erhält man bie neue e Gleichung. berfelben En 
nämlich 


8) y? = @—x,%), oder —E t—anbe. 


Aus dieſer Gleichung erhellet, daß ivenn man CX als 
Abſciſſen⸗Axe nimmt, zu jebem pofitiv oder negativ genommenen 
Abfeiffen- Werthe x, zwei gleiche aber entgegengefetste Ordinaten⸗ 
Merthe gehören; daß aber auch, wenn mar CY, zur Abſciſſen⸗ 
Are nimmt, dann zu jedem pofitiv oder negativ genommenen 
Abfeiffen- Werth y zwei gleiche, aber entgegengefeßte Ordinaten⸗ 
Werthe x, ſich ergeben. Alſo theilen die jegigen Aren CX und 
CY, die Ellipſe in vier congruente Viertel. 

V. Den Punkt C nennt man ben Mittel: „Punkt, die 
Punkte A, B, D und E die Scheitel der Ellipſe; bie Linien 
AB und DE heißen die Haupt: Durchmeffer (auch die Aren) 
ber Eltipfe, und jeder derfelben halbirt die Sehnen, bie mit dem 
andern parallel laufen, d. 5. bie auf ihm fenfrecht ſtehen; Die 
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pofitiven Zahlen a und b heißen die halben Aren ber Ellipfe 
und zwar wird die größere.von beiden bie Halbe große Are, 
die andere Bann bie halbe Eleine Are genannt. - ‚ 
De man endlich immer die größere Are der Ellipſe zur 
Abſciſſen⸗ Axe CX nehmen kann, fo folgt, daß die Gleichungen 
8.3 und 6.) noch alle Elipfen vorficden, wenn man flat a 
und b beliebige pofitive Zahlen feßt, aber immer bDa oder 
höchſtens b= a ſich denkt (nie b>a). — Und fo wollen wir 
alſo von nun an immer vorausfegen, daß b<a fey. Dabei nm 
nen wir bie Gleichung 6.) die Scheitel-Sleihung, die 
Gleichung 8.) dagegen bie Mittelpunfts-Gleihung de 
Ellipſe. 

VI. Suchen wir wieder in der größern Axe AB der 
Efiipfe einen Punkt F fo, daß ſich FM in x rational auf 
drücken läßt; nennen wir d feinen Adfciffen- Werth, fo iſt aber 
mals (wie im $. en II. für die Fr 
Set man hier ide flatt y® AR} Ber (ans 8.), fo tr. 
bält man 





FM=V x, 2 20x,40°-+b9); 
uud dieſer Ausdruck ir in in ppuftindiges Quadrat, wenn 





9 aa (d’+b®) 
ift, woraus 
10) — Tya?—b? 


| ſich ergiebt; dabe wird aber für dieſe Werthe von x 
id mE —b® x.ta) 


/ Die Gleichung 10.) zeige zwei folche Punkte F, nämlich ® FR 
und F%, die man erhält, wenn man CF = CF’— +Ya’—t' 
nimmt, Dabei giebt die Gleichung 11.), fo lange man (mit 
in der Figur) x, pofitiv ſich denkt 
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12) u He ab, 1, thai bf 
a a 


und ur 
13) —— — | 
und dieſelben Werthe zeigen ſich auch noch als die richtigen, - 
wenn man x, negativ nimmt, Der Punkt M alfo links ‚von 
CY, legt. 

Addirt man aber biefe beiden Gleichungen, fo erhält man 

14) FM-+FM =2a=AB, 

welches eine merkwürdige Eigenfchaft der Ellipfe if, deren man 
fih bedienen Tann, um mit Hülfe eines Fadens und Dreier 
Stifte, die Ellipſe mechanifch zu zeichnen 9). ‘ 

VI Ziehen wir wieder (genau auf dbemfelben Wege, wie 
im $. 130. II. für Die Parabel) eine Tangente an ben Punkt 
M der Ellipſe. Iſt MN ein folches Element der Kurve, alfo. 
NS=PR=h unendlich-Elein, und ift p der Winkel, welchen 
die Tangente TNM mit der Abfciffen: Are OX macht, fo hat 


man, weil Winkel NMS — 180°— iſt, 
2 vw? 
19=— = Jaytb I ___Ixı4h Ir 


ms OT K,urn) 
während y,, Die zur Abſeiſe x, gehörige Ordinate Hy, 
dagegen y,.4n die zur Abſciſſe x,t-h gehörige Hrdinate 
ar (x, +5)? vorſtellt. Dies giebt, wenn man im Zaäh—⸗ 
Ir Matt y, und * Siefe Wege ſebt, Bann mit h Zähler 


u 


*) Man nimmt einen Faden von der Länge 2a und befeftigt feine 
Enden an den aus CF—=CF'=Ya?—b? berechneten und beſtimmten 
Punkten F und F’. Mit einem Zeichnen» Stift fährt man dann auf ber 
BeihensEbene fo herum, daß berfelbe den Baden FE’ immer ausgefpannt 
erhält; fo wird diefer Zeichens Stift immer in einens Punkte N ber El⸗ 
lipfe ſich Befinden. 
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und Nenner wegdividirt, zuletzt aber Null Rast h fetst, weil Nul 
dem Unendlich Kleinen am nächften kommt, 


15) BY=———, 


fo baß p ein flumpfer Winkel wird, wenn x, pofitio, Dagegen 
ein fpiger Winkel wird, wenn x, negativ, d. h. wem. ber 
Punkt M zur Linken von CY, liegen follte, weil bann ig 9 
pofitio wird, fo lange nur y pofitiv bleibt. Diefelbe Gleis 
chung gilt aber auch noch, wenn y negativ ſeyn follte, wenn 
man nur den Winkel MTX oder p von O bis 360° zähle. 
Aus der tg p findet man wieder bie 
a?y? a?’—ı2 
16) SudtgPl = = nn 
fo lange nur x,, wie in der Sigur, poſitiv gedacht wird. Golle 
aber der Punkt M, alfo auch T links von CY, liegen, fo dei ki 
x, eine negative Zahl ift, fo muß die abfolnte Länge der Link 
PT aus der Gleichung | 


16) Subtg PT — — 5* — — 
hergeholt werden. — Daraus folgt aber noch 
17) CT = +, oder CP:CB= CB:CT, 


wo das obere Zeichen a) gilt, wenn x, pofitiv, mo dagegen 

dag untere (—) Zeichen genommen werden muß, wenn x, ne 

gativ ift, damit CT immer durch eine abfolute (nicht negative) 

Zahl ausgedrückt fey. De Abfeiffen- Werth des Yunktes T 
iſt bagegen allemal = —, d. b. bald poſitiv, bald negativ. 

| Sieht man die Normale MW, fo findet fich wieder bie 


Subnormale PW aus der Proportion 
PW:PM=PM:;PT, 
welche | 


18) + x * 
liefert. Dieſe Steigung giebt den baſſen— Werth des Punk 
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tes W, es mag x, pofifiv ‘oder negativ ſeyn, allemal 


a?— b? 
a® 
VII. Drüden wir nm FT, FT, FW, FW tıx, 

aus, da diefe Linien alfe von x, abhängen. Man findet aber 

uns ben Abſciſſen⸗-Werthen ber Punkte F, F, T und W 

(nach $. 117.) 


19) 4r=I4HZh —— Ya’—b? 


20) +m=2— Sp x, VaZbr 
X 


9’ 





= 


X» 


too die obern Zeichen gelten, wenn x, pofitio, bie untern aber, 
wenn x, negativ ſeyn follte. Berner 

21) FW=' x, Hab? N 4 Vabn) 
und 
—— 


Vergleicht man aber Sie Mefultate mit ben M. 12.) und 
N. 13.), fo findet man augenblicklic) 
23) _ FM:FM=FT:FT=FW:FW. 

Aus diefer PBroportion geht aber hervor, dag bie Normale MW 
den Winfel FMEF’ halbirt; und daraus folgt, daß jeder Strahl, 
welcher von F’ ausgeht, allemal von der Ellipſe nach F hin 
zurückgeworfen wird. 

IX. Es ſey die auf die Haupt Aren CX und CY ($ig. 20.) 
bezogene Bias der Ellipfe 


1) y (a2?) oder a? y?-+-b?x? = a?b2 


oder 23 +h= *1 
gegeben. Zieht man nun CY, beliebig, fo daß fie mit CX ben 
Mintel p bildet, zieht man MO parallel mit CN; — ik CP =x, 
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PM == y, CQ=x', QM=y', fo hat man PO — — yl-cosa, 
MP = y!.sinp; alſo 

x=xityl. .cosp und yıayl-sına. 
Subftituirt man aber dieſe Werthe ſtatt x und ſtatt y in dk 
Gleichung 1), fo erhält man die neue Gleichung derfelben & 
Iipfe zwiſchen den Koordinaten Werthen x’ und y/, welche fd: 
auf bie fchieftwinklichen Aren CX und CY, bezieht, nämlih 
2) (atsin p®-+b?cos p2).y?-4-2b?xiyl.cosp-+-b?x!? —a?b?. 
Zieht man aber CX, noch beliebig, ſo dag CX, mit CX dal, 
Winkel P bildet, und nimmt man CX, und CY, gu Koords 
naten⸗Axen (die unter fich ben beliebigen Winkel ꝙ — vV bilden); 
find ferner die Koordinaten» Werthe CR und MR bezüglich durd | 
x, und y, bezeichnet, fo bat man im Dreiede COR ef 
"Proportionen ; 


CR _ OR __cCO 
sing sin sin(p—Y) 
d. h. I _Y-Jı x 


sinp Sin sin(p—y) 
Daraus findet ſich aber fogleich 
1 und Veytan 
Subftituirt man dieſe Werthe flatt x! und y! in die Gleichung | 
2.), fo erhält man bie neue Gleichung derfelben Ellipſe, aber 
auf die KoordinatensAren CX, und CY, bezogen, nämlich 
3) (a?sin p?-Fb?cos p2)-y,?-HMa?sin p- sin ap-+b?cos p-cos . 
„IH{a®sin u? -Hb?cosp?)-x?=a?b?, 
Diefe Gleichung giebt, fo lange der Koefficient von x,y, nicht 
Nun iſt, zu jedem Werthe von x, zwei ungleiche Werthe von yı- 
So wie man aber zwifchen p und Y die Abhängigkeit 
4) aꝰ sin p- sin y-+-b?. cos p-cos y = 0 
oder a? ig p-Igyd +b? =0 
seftfeßt, fo daß der Koefficient von x,y, ber Null ar wird, 
fo reducirt fich die Gleichung 3.) uf 
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= a?b?, 
Diefe Gleichung giebt nun gu jedem Werthe von x, zwei 
iche aber entgegengefete Werthe von y,, und auch gu jedem 
\ e von y, zwei gleiche und enfgegengefegte Werthe von x,. 
* liegen dieſe neuen Axen CX, und CY,, ſobald zwi— 
Chen p und p die Abhängigkeit 4.) ſtatt finder, fo, 
daß jede die Sehnen halbirt, die mit der andern parallel laufen. 
: Deshalb nennt man folche Aren zufammengehörige Durch 
meter. Und da p oder p wilkührlich gewählt werben kann, 
fo Hat die Elipfe unendlich viele Paare zufammengehöriger 
Durchmeſſer. Aus der Gleichung 4.) folgt aber noch) 







_ b%cosy 
9 ale ur 77 
} alfo 
5 . b?.cos w 
F EP Tr gm we-tbe:00s pr 
I a*. sin y?-+-b*.cos % 
. 7) und \ 
0 — a? sın w 
| — . c 
ſo daß 
2 ef! al? 2 2 
wird. 


Sind nun CA, und CB, die Längen der sufammenge 
hörigen Halbmeffer und bezüglich durch a, und b, bezeich⸗ 
net, fo giebt die Gleichung 5.) für x, — a, nothwendig y,— 0 
ober für yı=0 nothwendig x. a1; dagegen für 0 
nothwendig y, — b,. So findet fich alfo 


a ab b,= ab . 
— ———— — | 
9) oder (wegen 8.) | . 


_ Yatsin y®+-btcos p? 
Ya?sın w2-+b?cos ıp? 
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während die Gleichung 5) ber Ellipſe auch die Form 
10 ayα ode tl —=1 


annimmt. 


Aus biefen Refultaten ergeben ſich auch noch augenblicküch 
die Gleichungen 


11) ab? = a?-+-b? 
und 
12) a,b,-sin(a,, b,) = ab, 


wenn man unter (a,, b,) den Winfel X,CY, ober (P—V) 
verfteht, den bie zufammengehörigen Halbmeffee unter fich bilden, I. 
ſo daß 

13) sin(a,, b,) = Sinſp — V = sin ꝙ cos — cos · Sin y 
aꝰ sin p—bꝰ cos u? 


wird. 


H X, CXV dn anderer Werth von », und if 
Y,CX=g! der durch die Gleichung A.) gegebene zugehörige 
Werth von p, fo dag man 
14) a?tg pl.tg vb? = 0 
bat, fo find CX, und CY, abermals zufammengehörige Durch⸗ 
mefler, und CA,=a,, fp wie CB,= b, sufammengehörige 
Halbmefler. Die Gleichung der Ellipfe, auf dieſe Aren CK, 
und CY, bezogen, ift daher wieder 


azy, +b2x?=a,b, oder + —=1; 


und die Längen a, und b, ergeben fich 74 9,) , wenn man 
dafelbft ’ flatt y, alfo auch p’ ftatt p fett. Es iſt aber dann 
auch noch (nach 11. und 12.) . 

15) a?tb?—=a2-kb2—art-be, 

16) a,.b,-sin(a,, b,)=a,b,"sin(a,,b,) = ab 

und überdies findet man auch noch 

17) a,.a;-sin(a,, 2) = b,-b,:sin(b,, b,), 

wenn man unter (a,, a5) den Winfel X, COX, — y—ıp ven 


alfo (wegen 7.) = 
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ficht, den a, und a, unse fich bilden, während (b,, b,) bie 
analoge Bedeutung bat, ale den Winkl J, CY. 
vorſtellt. 

Dieſe Gleichungen 16.) und 17.) lehren ung alfo, daß 
AB,CA,=AB,CA, = ABCA und AB,CB,=AA,CA , 
alſo auch | 
OB,B,A,C= DA,A,B,C, 


folglich auch noch 
AB,.B,A, = AA,A.B,, 

und deshalb A,B, mit A,B, parallel ift. 

Dies find die merfwürbigften Eigenfchaften ber zuſammen⸗ 
gehörigen Durchmefler der Ellipſe. 

X. De Umftand, dag (Fig. 19.) für irgend einen Punkt 
M der Ellipfe, deſſen Abſciſſen⸗Werth CP = x, ift, die Länge 
FM, wenn F der Brenn: Punkt ift, fich allemal in x rational 
ausdrücken läßt, iſt Veranlaffung gu einer fehr einfachen Polars 
Gleichung der Elipfe. Setzt man nämlich den Winfel MFX — p 


und FM = 1r, ferner a — =e, fü daß Ya—b? =ae 
md he — a?(1—e?) und e<t if, wo dann e bie Ercen- 
Tricität der Eflipfe genannt wird, fo hat man (nach VL N. 12.) 
r=e-x, ta, während x,=r-.o0sp—ae 

iſt. Eliminirt man num aus biefen beiden Gleichungen den Ber; 
änderlichen x,, fo erhält man | 

" _ all—e?) 
(0). t7555 
als die Polar⸗Gleichung der Ellipſe, in welcher p alle Werthe 
vorfielt von O- bis 2x, mährend r allemal ber zu jebem. 
MFX—=9 gehörige Radius⸗Vektor FM if *). 





“) Würde man aber den Bol in F’ annehmen, alſo W. MFX=—» 
und FM = r fegen, fo würde man als Polar Gleichung 


erhalten. 


h 
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XI. Nimmt man b=a, fo fallen die Brenn Punkte mit 
dem Mittels Punkte zuſammen; bie Baia. Sleichung wird 
dann dieſe: 
| y?=2ax—x?; 
die Kittel ‚Dunkts: Gleichung dagegen Biee: 

’—=a’— x; 
und die Polar: Gleichung diefe, nämlic) 

r=2a 

Diefe Iegtere Gleichung läßt aber eben fo gut, wie die beiden 
andern erkennen, daß jegt alle Halbmefler der Ellipfe einander | 
gleich find, und daß man jet diejenige Ellipſe babe, welche in 
den Elementen der Geometrie unter dem Namen der Kreislinie 
bereitö hinlänglich betrachtet if. 


$. 132. 
Don der Hyperbel in’6 Beſondere. 
Die Gleichung 
1) P=pıt@®, 
in welcher q beliebig poſitiv gedacht ift, drückt alte Hyperbein 
aus, wenn fie auf rechtwinkliche Axen bezogen wird. Dabci 
kann man p bloß pofitiv, oder bloß negativ nehmen ($. 129) 
Da fie fich von der. Gleichung für alle Ellipfen ($. 131. N. 1.) 
durch nichts unterfcheidet, als daß +q ſtatt —q flieht, und 
‚da die Braun aller Ellipfen ($. 131. N. 6.) auf die Form - 
y2* Cax —x⸗e) oder y2 PL x?. 
gebracht werden kann, fo wird Die Steigung Mer mann 
auf die Form 
2) „2x gt oder ELSE 
gebracht werden Fönnen, wo man ſich b und a beliebig poſitib 
denkt (alſo b<(a, b=a, und auch ba), während biefe Glei⸗ 
hung aus ber vorgedachten Gleichung aller Ellipſen hervorgeht, 
wenu daſelbſt —b? ſtatt be, ober bY—1 ſtatt b gefebt wird. — — 
Aus 
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Ans dieſer Gleichung: 2.) Eönnen num“ “alle VEgenſchaften der 
Hyperbeln abgeleitet werden. 

J. Für y=0 erhält man zwei Werthe von x, nämlich 
Mund 2a. — Die Abſciſſen⸗Axe AX ſchneidet alſo die Hyper: 
bel in zwei Punkten A und B, fo. daß (Sig. 21) 

3) - AB=2a | 
it. Diefe Länge AB beißt die Are der Hpperbel, und a wird 
die Halbe Are genannt.“ 

II. Halbirt man AB in C, fo dag 

4) AC=CB=a { 
twird; legt man durch C eine neue Ordinaten⸗Axe CY,, und 
iſt für den Punkt M, für welchen AP=x if, CP=x,, fo 


bat man 
x=atX; 
und bie neue „ragung der Hnperbel wird nun 


9) ya? —a?) oder aty?—b’x?-+-2?b?=0, 


welche Gleichung bie Mittel-Punkts⸗Gleichung der Hy⸗ 
perbel genannt wird, in fo fern C der Mittelpunkt der 
Hyperbel heißt. Die Gleichung 2.) wird die Scheitel⸗Glei⸗ 
chung genannt, und A und B heißen bie ‚Speitel der 
Hyperbel. 

Dieſe Mittel⸗ Punkts⸗ Gleichung ber Hyperbel unterfcheibet 
ſich aber von der Mittel⸗Punkts⸗Gleichung der Ellipſe ($. 131. 
N. 8.) nur dadurch, daß hier —b? ſteht, wo dort b?; fo daß 
diefe aus jener hernorgeht, wenn man bort b-V—1 ſtatt b fett. 

Diefe Gleichung 5.) läßt fehen, einmal daß die Aren CX 
und CY, die Hpperbel in vier congruente Viertel theilen; und 
dann auch, daß zwiſchen den durch A und B gehenden Drds 
naten⸗Richtungen AY und BV Fein Punkt der Kurve liegt. 

DI. Auch in der Haupt⸗Axe XCX der Hyperbel finden 
fich wieder zwei Punkte F und F', welche Brenn-Punfte 
genannt werden, und welche bie Eigenfchaft haben, bag FM 
und FYM- in die Abfeiffe x, des Punktes M, rational (d. h. 

Bd. I. 18 
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. während x, ganz unbeſtimmt bleibt, ohne Wurgel:Zei 

fich ausdrücken lafien. Man findet genau ſo wie im $..131 
6) CF = CF'= Ya’ Tb? 

und | 
_ ab? wo die übern Vor 
) FM= +( a x,+2) (+) gelten, wenn x 


| FOREN) tin, dagegen alle u 
‚8) FM=+ =I,—.) (—), wenn x, nega 





Daraus folgt aber 
FM— FM = 2a = AB 





9) ober je nachdem x, pofitiv 
FM—FM = 2% —= AB x, negativ iſt. 


IV. Auch die Tangente MT wird an bie Hpperbel | 
fo gegögen, wie fie im $. 131. VIL) für. die Ellipſe g 
worden ift. Man findet, wenn 





10) Winkel MIX — ? 
geſetzt wird, 
4 1) b?x,. 
ig P— a?y ’ 


und diefe Gleichung gilt wieder für jebes poſitive ober ne 
x, Und y, wenn nur p von O big 360° gezählt wird. 
aus folgt dann 





19) Sig PI=+4T- —— 
daraus ſogleich noch u 

13). Subnorm PW= HI; 
fo wie 

14) U —— x 

und | | 


092 u Bu. 
1) CT=4—- 65 CT:CB=CB:C 
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wo jedesmal die — Zeichen ‚gelten, wenn x, pofltiv, bie — 
Sagegen, wenn x, negativ if. 
Dagegen ift dee Abfciffen- Werth des Punktes T allemal 


=; ſo wie der des Punktes W allemal — Ir, 
x 


fi, fo daß beide mit x, zugleich ihr Zeichen wechſeln. 

V. Nun kann man wieberum FT, FT, FW, FW in 
x, a und b ausdrücen; man findet nämlich (nach Anleitung 
kö $. 131. VIIL), oder des * 117.) | 


16) SFR, — X%ı' Vartbte, 





17) = Ye+b— — =; 

18) FW Vale eb! — 
4. ‚‚Varpb® tar); 

19) FW=+ zn x, VaFbi) | 


=-+ Fe FR), 


so die — Zeichen gelten, wenn x, "oft, die — Zeichen da⸗ 
gen, wenn x, negativ iſt. 

Daraus folgt dann wieder, wie in der Ellipſe, 
20) FM: FM=FT:FT=FW:F'W. 
Ind daraus geht hervor, daß in der Hyperbel bie Tatigente MT 
en Winkel FME halbirt *). 

VI Für z,=t» mid CT=0; dh. je weiter 
er Punkt M der Hpperbel auf beiden Seiten des Mittel: Punk: 
8 hinaus rückt, defto näher kymmt bie Tangente MT dem Mits 








*) Ein Strahl, welcher von F’ muebeht und die Hyperbel in irgend 
nem Punkte M trifft, wird alfo fo nach MS zurücgeworfen, wie wenn 
von F nach M in gerader Richtung nach S zui gienge. - 
18 * 
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tel« Punkte C, fo daß der Punkt T dem Punkte C smenbih 
rücken kann. Desgleichen if für x, =» (aus 11) 


wir I 1-ı 5” — -?Y(1-%) für ,—=+e 
—E wird/ | 


1 MIX = +2 (für ,=+to). 


Zieht man daher durch. zwei gerade Linien DCE we 
D’CE, fo daß ! 


b 
21) 18 DOX =1g EX = 


wird, fo nähern fich denfelben die Schenkel der Hyperbel af 
beiden Seiten ohne Ende; und fie Eommen ihnen unendlihf 
nahe, fo dag man fagen Fann, daß die Schenkel ber Hnped 
im Unendlichen mit diefen Geraden zufammenfallen. Diefe Ge 
taden DCE’ und D/CE heißen die Afymptoten der Hype 
bel. Ihre Lage wird beftimmt durch die Gleichung 21.), welche 
noch zeigt, Daß 

22) AD'=-BD=b 

wird, fo dag man 

CD = CE = CD!= CE! = Ya?+b? = CF= CF 
hat. 

VII. Sind (Fig. 22.) CX und CY bie HauptsAren der 
Hyperbel, d. h. auf einander ſenkrecht und fo, dag wenn x und y 
die Koordinaten: Werthe (CP und PM) eines beliebigen Punktes 
M der Hyperbel vorſtellen, dann 


ayt -bex⸗-aeb SO oe yr ⸗G? -aꝰ) 


bie Gleichung der Hyperbel iſt; und führt man nun (gemam tie 
im $. 131. TR. für die Ellipſe gefchehen iſt) neue Koordinaten: 
Aren ein, und namentlich zuerſt eine neue Ordinaten-Are CY,, 
fo daß W. Y,CX =» mird, und dag x! und y! bie neuen, 
auf die Aren CX und CY, besogenen Koordinaten» Werthe 
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(ER und OM) deſſelben Punktes M vorftellen, fo wird bie 
nene Gleichung der Hpperbel zwifchen x! und y! Diele: 
2) (a? sinp?—b?cos p*)y!?— 2b?xlyl.cos p—b?x!? 
| —-a?b? =(. 
Wird aber noch eine neue Abfeiffen-Are CX, eingeführt, 
ſo daß W. X,CX=v, ift, und find x, und y, die, auf 
bie Koordinaten: Aren CX, und CY, bezogenen Koordinaten: 
Werthe (CR und RM) deſſelben Punktes M, fo wird die neue 
Gleichung derfelden Hpperbel zwiſchen x, und y, diefe: 
3) (a?sin g’— b?cos 9?)y?+2a?sin p- sin py— b?cos 9: cos ')-Xıyr 
+ (a? sin y? —b? cos 1p2)-x?-+a?b? =0, 
Nimmt man bier wieder zwiſchen p und » bie Abhängigkeit 
4) a?sın g-sınb—b?cos p-cosy = 0 od. atigp-igı—b?, 
ſo daß der Koefficient von x,y, der Null gleich wird, fo find - 
wiederum CX, und CY, zufammengehörige Durchmefs 
fer der Hyperbel, von denen jeder die Sehnen halbirt, welche 
nit dem andern parallel laufen. Solcher Paare zuſammenge⸗ 
böriger Durchmeffer der Hyperbel giebt es wieder unendlich 
viele. Die Gleichung der Hpyperbel auf die zufammengehörigen 
Durchmefier CX, "und CY, (als Koordinaten: Aren) besogen, ift 
5) (a? sın P?—b? cos p?)-y2-+(a? sin py®—b? cos d?)x 
-+a?b? =(, 
wo jedoch 
— b?cosy, . _____b*roosy 
BIT IT neben 
a? sin 


rn Ya* sin py?-+-b*cos 7 


b? cos W?— a? sın ꝰ 

a4 sin p*-4-b* cos 1? ' 
wird. Daraus geht hervor, Daß bie Koefficienten von y? und 
x. in der Gleichung 5.) immer verfchiedene Vorzeichen haben, 
). 5. daß der eine pofitiv, der andere aber negativ feyn wird, 


f, ſo daß 


7) a?-sinp®—b?.cosp? = a?b?- 
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und daß die Gleichung überhaupt nicht mehr gilt (weil fie ben 
x, und y, zugleich ganz verliert), fo oft 


"siny—b?cos—0 8.5. u 


ift, d. 5. fo oft CX, mit der Afymptote zuſammenfällt. Das. 
aus folgt weiter, daß von dem beiden zufammengehörigen Durch 
meflern ber Hyperbel ber eine derſelben allemal die Hyperbé 
fehneldet, der andere aber dann diefelbe allemal nicht fchneibt. 
Daher ift in der Hpperbel von zufammengehörigen Halbmeſ⸗ 
fern niche die Rede, alfo auch nicht von Eigenfchaften, welche 
den, unter den N. N. 11.) 12.) 15.) 16.) 17.) des $. 131. 
IX.) für die Ellipſe hingeftellten, analog wären *). 

VI. Nehmen wir in der Gleihung VI. 3), wo noch 4 
und a ganz willkührlich und von einander unabhängig gedacht I 
find, p und % fo, daß 


_b b 
=, und K?=—- 


wird, ſo daß Y=ICX und P=360°—UCX mir, 
während CT und CU die Afymptoten der Hpperbel (Sig. 22.) 
find, — fo fällt CX, mit CT, und CY, mit CU zuſammen 
und man bat nun die Aſymptoten zu Koordinaten-Aren ge 
nommen, fo daß, wenn man MS parallel mit CU zieht, 

(S=x, und MS=y, ’ 
die Koordinaten des Punktes M der Hyperbel f ind. Weil aber 
dieſe Werthe von p und p 


su nl, cos = —— 
Ya?--b? Va?-+-b? 


 .__b — a 
Be und Sl Du 


*) Noch mag mar bemerken, daß in ber Elipfe, wenn 2 fait ge⸗ 
nommen wurde, der Winkel . dann altemal fih als ein ſtumpfer inkl 
auswies; daß aber in der Hyperbel beide Winkel und y zugleich ſpit 
ſeyn Fönnen und werden, und daß namentlich, wenn P fpig gensmmen 
wird, der Winkel p nie Rumpf ſeyn kann, wenn CX, und cY, Aufn 
mengehörige Durchmeſſer ſeyn fellen. 
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hefern, ſo geht die Gleichung VI. 3.) jetzt über in 
(9):-- ey =fartb), 
nelches die einfachfie Gleichung der Hyperbel ift, bie ſich auf 
Ye Aſymptoten als Koordinaten: Aren bezieht. Dabei nennt 
an 4(a?-+-b?) die Potenz der Hyperbel. — Zieht man 
iber durch B mit CE eine Parallele BH, fo ift allemal 
: CH? = DH? = BH? = 4a?+-b?). | 
IX. Die Afymptoten der Hpperbel haben noch die Eigen: 
haft, daß wenn fie (und die Hyperbel zugleich) von irgend - 
iner geraden Linie KEAk oder K'Likı (Big. 22.) in irgend 
inter Nichtung gefchnitten werden, Bann die Entfernungen der 
Durchfchnitts: Punkte diefer Geraden mit den Schenfeln der Hy» 
yerbel und den Aſymptoten, einander gleich find, nämlich 
KL=kl oder Kl: kL; 
ben fo Ä 
KU=kKM! ode Ki—kıUl, 
Nimmt man nämlich die Haupt:Aren CX und CY zu Koors 
Sinaten-Aren, und find x und y ihre zugehörige Koordinatens 
Werthe, fo ift Die Gleichung der Hyperbel 


’ ala); 
dagegen find die Gleichungen beider Aſymptoten CHD und CE 
bezüglich | 
—_b __b 
2) yaıxı und JE. 


Nun führt man eine neue Ordinaten-Are CY, ein, parallel mit 
der beliebigen Geraden KLIk, welche mit CX einen Winkel p 
bildet; begeichnet die, auf bie Koordinaten: Aren CX und CY, 
bezogenen Koordinaten: Werthe durch x! und y/, und hat dann 
zwiſchen den Koordinaten: Werthen x, y, x! und y/, wenn fie 
einem und bemfelben Bunte ‚ber Ebene (atfo auch der Aſymp⸗ 
tote, oder der Hpperbel) angehören, die Gleichungen 
. z=xl-.yl-cosp md y=y’sing. 
Subſtituirt man nun diefe Werthe flat x und y in bie Gleis 
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hung 1.) der Hyperbel, und auch in Die Gleichungen. 2.) de 
Afymptoten, fo erhält man als neue Gleichung der Hyperbel 
(VII. 2.) 


3) (a? sin 9° —b? cos p)-y?— 2b?xlyl. shit — 


-+a?b? =0; 
and für die beiden Aſymptoten erhält man bie neuen Gleichungen 
4) (a-sin p—b-cos p)-y! = bx! 
und (a-sin p-+-b-cosp)-y! = —bxl, 


wo fir x —=—CP', die beiden Werkse von y! aus ber Ski: 
hung 3.) besüglich die Werthe P/L und — Pl vorſtellen, wäh R: 
rend der Buchftabe y in der erftern der Gleichungen 4.) da k 
Werth PK, in der ‚andern der Gleichungen 4.) Dagegen ben 
— Werth —Pk hat (für x— — CP!) Findet man nun 
aus 3.) diefe beiden Werthe von y’, und aus A.) ebenfalls die 
beiden Werthe von y/, und zieht man folche von einander ab, 
fo ergiebt fi) augenblicklich die Wahrheit der obigen Behaupfung. 

Diefe beiden letztern Nummern enthalten aber die merkwür⸗ 
digſten Eigenfchaften der Afymptoten der Hyperbel. 

X. Der Umftand, daß (Fig. 21.), wenn F der Brenn⸗ 
Punkt ift, die Linie FM in x(= CP) fich rational ausdrüden 
läßt, giebt wiederum eine fehr einfache Polar⸗Gleichung de 
Kpperbel, wenn man MFX=9 ud FM=r fest. Mar 
fegt nämlich wiederum, ganz analog wie bei ber Elipfe 


Mtb _ 





=e, ale ab’=ae | 
und nennt e "sie Ercentricität ber Hyperbel; dann im 
man aus IH. 7.), indem man fic) x, pofitio dent, 

| r=ex,-ta; 
außerdem aber hat man noch (weil FP=CF-+-CP if). 
T-C0s p= ae-t-x,; | 


eliminirt man nun x, aus bieſen letztern beiden Gleichungen, 
ſo erhält man 
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a.(1—e?) _ a-(e?—1) 

(9). 1 .c0Sp ercosp—1' | 
Dies ift die Polar: Bteichung der Hyperbel. Sie giebt nur fo 
Inge pofitive Werthe von r, ald der Nenner e-cosp—1 
pofitio iſt. Sie giebt alfo nur dann Punkte der Hpperbel (da 
rd. 5. FM nie negativ werden kann), wenn p swifchen O 
(oder 360°) und demjenigen. Werthe p! von p liegt, der durch 
Yie Gleichung 


e-cos g—1 — 0 oder cos pl = — 


zegeben ift, welche Gleichung zwei Werthe von p! liefert, wor 
son der eine (pi ift, der andere im Aten Quadranten liegt *). 
Diefe Polar-Gleichung gicht alfo nur denjenigen Theil der Hy 
serbel, welcher rechts von CY liegt. — Für x, negativ (etiva 
ür den Punkt m); hat man aber (nad) II. 7.) 
rz=—ex,—a; 
und außerdem noch 
i r-cosp—=ae-tx,; 
folglich, wenn man hieraus wieder x, eliminirt, 
a-(e?—1) . 
0 =. :cosp+1 > 
und diefe Polar⸗Gleichung giebt den andern Theil der Hyperhel 
sur Linken von C. — Führt man ſtatt W. mX ꝙ lieber 
W. mE’ =Y en, fo dag p und Nebenwinkel find, fo 
bat man cosp=—cos’yp, und die Gleichungen ©.) und - 
() nehmen dann die Form an 


a-(1—e?) ( für den Theil der Hyperbel 


(9) "—Tteroospl zur Rechten von C; 
RE a.(1—e?) | für den Theil der Hpperbei 
9 — Pan e-cosbl zur Einfen von C. 


Diefe Ießtere Gleichung (C,) giebt natürlich auch den andern 





*)Dieſer Winkel iſt genau derienige, welchen die Aſymptoten 
ie CI machen (nach vun). 
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Theil der Hpperbel zur Rechten von C, wenn man unter 
nicht FM fondern FM, und unter p nicht W. MF'X' fonden 
W. ME'X verfieht. 

XI Endlih kann man in der Hpperbel (mie in $. 131. 
XI. für bie Ellipſe) b=a fegen. Die Scheitel Gleichung be | 
Hyperbel wird dann 

y’=x’— 2ax; 


die Mittel⸗Punkts⸗Gleichung dagegen 
y * x—-aꝰ; 
und die Polar⸗Gleichungen, in fo fen e— Y2 wird, we 
den, wenn r=FM und W. MFX=9 geſetzt find, 
. a a 
—708p- YV—1 ober = c08 p Y2—-1 
für die Theile rechts oder links. 

Die Afymptoten ſtehen dasmal auf einander ſenkrecht, und 
die Hyperbel heißt die gleichfeitige. Gie ift unter den Hy 
perbeln dag, was der Kreis unter den Ellipſen iſt, und fie hat 
in der That eine große Menge Eigenfchaften, welche denen 
des Kreifes, wie folche ung aus ber Elementars Geometrie be 
Fannt werden, ganz analog find. 

Anmerkung. - Vergleicht man alle drei Gattungen der 
Linien der zweiten Ordnung mit einander, fo findet man noch: 

1) Iſt y8 px 
die Gleichung für alle Linien der zweiten Ordnung, vo p po⸗ 
fitto, q dagegen O, negativ. und pofitiv feyn kann, fo if die 
Ordinate Über den Brenn: Punkten allemal — Ip, oder, wie 
man fich ausdrückt, allemal dem halben Parameter gleich. — 
Man findet daher zuweilen bie Brenn⸗ Punkte nach dieſer Ei⸗ 
genfchaft definirt. 

2) SF q gegen p ſehr klein, fo iſt für ſehr kleine Wer⸗ 
the von x, das Glied qx? gegen das Glied px fehr klein, und 
dad y aus y2 — px-qx, von dem y aus y? = px, 
ſehr wenig verfchieden. Alfo kann man in folchen Falle bie 
Ellipſe und bie Hpperbel (alfo auch den Kreis) ganz nahe 


133. Bon den Kegelſchuitten 283. 


ı Scheitel, als eine Parabel anfehen , one merllichen 
hler 9). 
133. 

Wir wollen am Schluſſe dieſes Kapitels noch zeigen, 1) 
ß jeder ebene Schnitt eines Kegels allemal eine Linie der 
eiten Ordnung iſt, und 2) daß jede Linie der zweiten Ord⸗ 
ing aus jebem gegebenen (fenkrechten) Kegel gefchnitten wer⸗ 
n Fann, indem man eine Ebene durch ihn legt. 

Denkt man fi nämlich einen Winkel BAZ = 3a (Figg. 
3. 24.) um einen feiner Schenkel AZ, der im Raume feſt ge: 
icht wird, herumgedreht, fo befchreibt der andere unendliche 
ichentel AB eine Eonifche Oberfläche, welche an der Spige 
n Winkel a bat. Legt man durch dieſen Kegel eine ganz bes 
ebige Ebene DMP (Sigg. 23.— 25.), in welcher aber die Are 
Z nicht liegt, und welche wir die Schnitt-Ebene nennen 
len, fo Fann man bie Are AZ des Kegel allemal auf diele 
Schnitt-Ebene projiciren, und dadurch befommt man bie Axen⸗ 
bene BAC fenfrecht auf der Schnitt-Ebene DMP, und beide 
ebenen fehneiden fich in der Geraden DX, welche wir als Ab: 
iflen- Are nehmen wollen. Wir ziehen für einen belichigen 
hunkt M des Schnitted DM die MP ſenkrecht auf DP, feßen 
P=x, PM= y und ſuchen nun die Gleichung gwifchen 

und y. 

Da PM ſenkrecht ſteht auf der Ebene ABC, alſo auch auf 
30, fo ſteht die Ebene BMCP ſenkrecht auf ABC, alſo auch 
nerccht auf AZ, ſobald man nur BC ſenkrecht auf AZ ge⸗ 
acht hat. Daher ift der Schnitt BMC ein Kreis, BC fein 
Iurchmeffer, und MP fenkrecht auf dieſem Durchmefler; alfo 
at man nach den Elementen der ebenen ‚Geometrie 


*) Daher leiften Heine Hohlfpiegel, die Kugel - Segmente find, deren 
adius a if, als Brennfpiegel nahehin daffelbe., mas nicht größere para⸗ 
»loidifche leiſten, deren Parabel durch die Gleihung y?= 2ax gege⸗ 
en if, ſobald nur der größte Vath von x gegen a fr Hein iſt. 


— 
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Kur Ä BP:PM =PM:CP 

ode 1) MP?2=BP.CP bh. y?=PBP:C#. 
Dies ift aber die verlangte Gleichung des Schnittes DM, fe 
bald wir BP und CP in DP’ oder x, ausbrüden. Zieht man 
aber DH mit BC parallel, und feßen wir 


9) AD=e, 
fo iſt noch 
3) DH = 2c- sın $o. 


Um aber BP und CP in DP oder x auszudrücken, müſſen wir 
drei Fälle unterfcheiden, einmal wenn W. CDX=PB dm 
Winkel & gleich ift, fo daß DX mit AB parallel läuft (Sig. 33.); 
dann, wenn W. CDX=B ; größer iſt als «, ſo daß DX 
der AB (in E etwa) begegnet (Fig. 24.); oder endlich, wenn 
W. CDX —=B Kleiner ift als der Winkel «, fo bag die DX 
der verlängerten BA in E begegnet (Fig. 25.). 

I. Läuft DX mit CB parallel (Fig. 23.), ift alſo P=« 
fit BP=DH=2-sin}a von x ganz unabhängig, und 
in dem gleichfchenklichen Dreiedde CDP ifi CP = % sin ja. 
Solglich geht die Gleichung 1.) des Schnitte8 DM jetzt über m | 

2) y?=4c-(singa)?.x; 
und dies ift Die Gleichung einer Parabel, deren Paramelr 
. p=4c-(sın ze)? if. 
Umgefehrt kann, man für jede durch die Glelchung 


?=px i 
gegebene Parabel aus Tegterer Gleichung 
p = dc. sın 40° 


allemal c fo dazu finden, daß ber gegebene Kegel in der gefun⸗ 
denen Entfernung c, parallel mit AB gefchnitten, allemal gerad‘ 
die gegebene Parabel liefert. 

I. Iſt 3560 (Sig. 24.), fo sieht man DL paralel mit 
AB, ſo daß 

BL = DH = 2e Sin 4o 

wird. Dann berechnet man LP und CP in den beiden Dre 
een LDP und CDP aus dem Sage, „daß ſich die Set 





133. - Bon den Kegelfhnitten. 285 


halten, wie die Sims der Gegen: Winkel"; und man findet 
leich, weil sın (90°’—4a) = costa iſt, 
Ip—x. MEZ) m OP=x ER. 
COS zu cos La 
st man nun BP=BL—LP und ftatt BL, LP und CP 
e Werthe in die Gleichung 1.), fo’ erhält man 
. 1; ‚sin (B—a)-sın ꝑ 
y? — Ic Sin B+tg a 77757775 Tue ? 
d dies iſt, da sin(B—a) mit B—a zugleich pofitio iſt, 
mal die Gleichung einer Ellipfe, welche mit der Scheitel» 


. 2 . 
eichung y? . (dax —x?) verglichen, 


2 


sin B - o)-sinß _ b? 
(cos4o)2? @? 
fert, aus welchen beiden Gleichungen bie halben Aren a und 

berechnet werden Eönnen. 
Ungeihet, ift irgend eine Ellipſe durch Bie Gleichung 


Qax -x⸗ ) . gegeben, fo darf man nur 


sin (B —a)- sinß __ BB 
(cos zo)? a 
sen, und man wird aus der 2ten Gleichung (weil b<a ge: 
ht werden kann) allemal B, und dann aus ber erften Glei- 
ung noch c fo dazu finden, daß der gegebene Kegel. gerade 
fe Ellipſe liefert. 
I. Sf B<a ($ig..25.), fo giebt bie gang analoge Be: 
ndlung für den Schnitt die Gleichung 
y2 * 9e-sin B-tg ja. REM EnB, .. * ee 
id dies iſt die Gleichung einer Hyperbel, und der Schnitt giebt 
e volftändige Hpperbel, wenn man dem Kegel. an der Spiße 
im seiten Congruenten gcenlber ſtellt, wie ebenfalls leicht 
beweiſen if | | 


. b? 
c-sin lg ga = — und 


b° 
c-sin B-tg ja = — und 





Drittes Kapitel. _ 
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$. 134. 

Sol die gegenfeitige Rage mehrerer Punkte, bie nicht in 
einer und derſelben gegebenen Ebene liegen, näher beſtimmt mer 
den, fo nimmt man drei auf einander fenkrechte Koordinaten 
Ebenen XOY, XOZ und YOZ (Sig. 26.), welche fich in drei 


auf einander fenfrechten KoordinatensAren OX, OY, 02. 


fehneiden. Diefe drei Ebenen bilden acht Räume, und in jebm 


diefer Räume ift ein Punkt M völlig gegeben, wenn man fen 


drei fenkrechten Abftände MM,, MM, und MM, son ben drei 
Koordinaten: Ebenen Eennt. Diele Abftände nennt man nun die 


Koordinaten des Punktes M; während unter Koordinaten 


Wertb eines Punkts M die pofitiven ober negativen Zahlen 
verftanden werden, welche man erhält, wenn den in abfoluten 


Zahlen ausgedrückten Koordinaten noch ein 4 oder — Zeihen | 


vorgefegt toird, um anzudeuten, daß der Punkt M auf der einen 
oder auf der entgegengefeßten Seite der KRoordinatens Ebene liegt. 
— Und liegt der Punkt M in der Koordinaten» Ebene felbft, ſo 
fagt wan: „der ihm in Bezug auf diefe Koordinaten: Ebene jr 
fommende Koerdinaten- Werth fey der Null gleich". 


$. 139. 


I. Legt man durch M drei Ebenen parallel mit den Koor 
* Dinaten- Ebenen, fo entfteht ein rechtwinkliches Parallelepipedum, 
in welchem je vier parallele und gleiche Kanten auf zweien ge⸗ 
genüberfichenden Ebenen (und allen geraden Linien in benfelben) 





| 


| 
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enkrecht fichen. Alfo fiebt OX auf MM, OY auf MM“, und 
DZ auf MMuı ſenkrecht. Sind nun x, y, z bie Koordinaten: 
Werthe Des Punktes M, fo hat man. 
 OM = MM, =M,M"—=M,MW= tx, 
OM=MM, =M M =M,M"=-+Ly, 
OM«= MM, =M, M= M,M! = +. 
Folglich if | 


I) 0OM= near 
and 
2) c0osMOX=-—; cosMOY= 1; cosMOZ — 


OM OM’ om 
wo OM nicht negativ feyn kann, während dieſe Kofinuffe be; 
püglich mit x, y, 2 zugleich pofitiv oder negativ find. Alſo 
wird 5.3. der Winkel MOX fpiß oder ſtumpf feyn, je nachdem 
x pofitiv oder negativ gegeben iſt; u. f. m. — Aus den Gleis 
chungen 2.) und 1.) folge auch noch | 
3) (cos MOX)?-+-(cos MOYJ?-+-(cos MOZ)? = 1. 

II. SEN ein zweiter Punkt, gegeben durch feine Koordi⸗ 
naten⸗Werthe x, y’, 2’; fo hat man (nach L) 
9 ON = YzR-yl®-2" 


und 
5) cos NOX = an; cos NOY = IS; 005 NOZ — — IR | 


Legt man aber noch durch M neue KoordinatensAren MX, 
MY‘, MZ!, mit den alten OX, OY, OZ bezüglich parallel, fo 
find in Bezug auf diefe neuen Koordinaten: Ebenen bie Koordis 
naten⸗Werthe des Punktes N offenbar 

x"—x, y—y und 2l—2; 
und daher ift noch (nach I.) 
6) MN = Y@'— x)’ —Y?+@— 3)? 


und 


7) cosNWX’= m cos MY = IT; cos NZ = TE; 


während man von dieſen drei Winkeln fagt: „fie feyen 
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die. Winkel, welche die Gerade MN mit ben drei Kooebinen 
„Arm OX, OY und OZ macht.“ 
II. Im Dreieck MON. hat man,. nach) dem allgemeinen 
. pythagorifchen Lehrfaße der Trigomemetrie, 
MN? = OM®--ON?—20M. ON.cos MON. 
Darans findet fich 


cos MON = 


Setzt man aber bier herein flatt OM, ON, MN ihre, in 1 he 
Koordinaten: Werthe der Punkte M und N ausgedrückten Werthe ſ 
ſo erhält man 


_ xx +y: —* 


wo OM und ON nie negative Zahlen vorſtelen. Diefe Gi 
chung läßt fich aber (nach 2. und 5.) auch fo fchreiben: 
9) cosMON = cosMOX. cos NOX + cos MOY.cos NOY -+cosMOZ. cos NOZ. 


Iſt daher 
cos MOX cos NOX--cosMOY -cosNOY-+-cos MOZ-cosNOZ = 


— — ty-ytı=0 
ſo eben . OM und ON auf einander fenkrecht; und umgekehrt, 
ſtehen OM und ON auf einander fenkrecht, fo findet die Glei⸗ 
chung 10.) ſtatt. 

Anmerkung Da zwei Ebenen unter fich denfelben Win 
fel machen, den zwei auf diefelben fenkrecht gedachten Geraden 
unter fich bilden, fo kann man diefe letztern Wahrheiten auch 
fogleich auf Winkel ausdehnen, welche zwei Ebenen unfer fh 
und mit den Koordinaten: Ebenen machen. 


$. 136. 

Sind M, N,P,Q beliebige (und beliebig viel) Punkte, mb 
weder alle in einer Ebene, oder im Raume beliebig vertheilt; 
denkt man fich die Linien MN, NP, PO, QM gegen; find 
ferner u, ©, m, g die Winkel, welche diefe Richtungen MN, NP, 
PQ, QM (to man nicht die entgegengefegten Richtungen, $- B. 
nicht PN ftatt der Richtung NP nehmen darf) mit einer belle 

bigen 


OM?-LON?—MN?® 
-—830M-ON 
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bigen Geraden OX (und nicht mit ihrer entgegengefeßten Rich⸗ 
tung XO) machen *), fo iſt allemal 


MN.cos u--NP.cos »+PQ- cos x--QM- 0089 = 0. 


Denn, man denke fich zuerfi die Punkte M, N, P, Q mit OX in ew 
ner und derfelben Ebene, wie etwa in Gig. 27.), fo hat man 
MN-.cosu= M,N,, meil hier ſpitz gedacht iſt, 
NP.cosv—=—N;,P,, weil » nad) der Figur ftumpf if, 

PQ.cosz= P,Q,, weil x der Figur zu Folge fpis genommen wer⸗ 
den muß, . 

aM = QM, weil e in der Figur Rumpf if; 

ılfo fpringt in diefem Kalle die Richtigkeit des Satzes in die Augen. 

Aber gerade fo. bleibt die Sache, wenn M, N, P,Q beliebig im Raume 
sertheilt find, und OX wiederum beliebig im Raume liegt; weil fich jede 
tinie z. B. MN auf die Gerade OX gerade fo projicirt, mie auf eine durch 
N gelegte Parallele mit OX; und um dies legtere recht anfchaulich zu _ 
machen, darf man nur durch bie Punkte und N Ebenen auf OX fenk- 
recht gelegt fich denken. 


$. 137. 


I. Sind x, y, z die Koordinaten Werthe eines Punktes 
M, die fich auf die Koordinaten Aren OX, OY, OZ beziehen; 
legt man dann durch O drei neue, wiederum auf einander fenf- 
techte Axen OX,, OY,, OZ,, welche ihrer Lage nach gegeben 
find durch die Winkel 
X,0X, X,OY, X,02Z; Y,OX, Y,OY, Y,0Z; Z2,0X, Z,OY, 2,07, 
deren Kofinuffe bezüglich durch 

a, ß,y; a, Bl, Ya, Bl, 

sgeichnet feyn mögen; — und find zuleßt x,5 Yu, Z, die drei 
neuen, auf dieſe Iegteren KoordinatensAren bezogenen Koordina- 
en: Werthe bdeffelben Punktes M, fo bat man allemal | 





©) Treffen fich zwei Gerade im Raume gar nicht, obgleich jede ohne 
mde fortgeht, fo verfieht man unter dem Winkel, den fie mit einander 
tachen, allemal den Winkel, den die eine derfelben mit derjenigen Ge⸗ 
iden macht, melche durch einen Punkt der erſtern, mit der andern parallel 
dacht wird. 
2: I. 19 


l 
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x, ++ mN (sata: 
» yı= «st B'y+ Zu iy=prsı ty Tri 

2, all -Rl'y-+-yiz 2=y%ıt?'yır: 
Dabei eriftiren zwiſchen den 9 Kofinuffen noch 6 Gleich 
nämlich 


— +B? +7? = | | ao} pp pl 
8) und 4) 





al® Bl? 2 —1 ac BBU-Ly : 

. a2 BN?-- 1? —1 ala BIN Le ylgdl 

"während ſtatt Diefer 6 Gleichungen auch dieſe anderen € 
ungen genommen werden Fönnen, nämlich 

ara ul? — 1 aß-taiß!- adipll 

5) 824 —— und 6) — 

Pet By +Biyl RN 

Die Gleihungen 1.) findet man am einfachften, wenn man 

befonderen Sal denkt, wo x, y, z und x,, yı und z, alle pofi 

und nun (Fig. 26.) die Punkte O, M/, M,, M auf die. OX, prof’ 

dann der Say des vorfiehenden $. 136.) eintritt und die erftere d 


ungen 1.) ohne Weiteres liefert. Projicirt man aber diefelben 
auf OV. und OZ,, fo erhält man die beiden andern der Gleichun 





— Die Gleichungen 2.) würde man ganz auf biefelbe Weiſe bei 


wenn man fi) OX,; OY, und OZ, als die alten Aren dächte, u 
OX, OY, OZ als die neuen. 

So bequem diefe Darftellungs - Weiſe iſt, weil man mittelft 1 
die Gleichungen 1.) und 2.) jedesmal augenblicklich bilden Eann, ı 
tere nicht im Gedächtniß zu behalten braucht, fo ift doch der nad 
Beweis diefer Gleichungen 1.) und 2.) gründlicher, weil er fich 
Sagen des Punktes M erfirect. Man fee nämli ON=1r; 
zeichne durch 

5, 85, 50 ed €, 8, 8 


die Sofinuffe der Winkel 
MOX, MOY, MOZ und MOX, MOY,, MOZ, 


) D. h. die auf OX, genommene Koordinate x, iſt alle 
Summe der. Projektionen der 3 alten Koordinaten x, y, 2 auf d 
OX.; u. f. f. auch für y, und z.. 

umgekehrt ift auch jede alte Hrbinate x, oder y, oder z, gl 
Summe der Projektionen der drei neuen Koordinaten x,, Yı, Z: 
züglich OX, oder OY, oder 02. — Dies lestere drüden die drei © 
gen 2.) aus. 
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ſo hat man (nach $. 135. N. 2.) | 
=-, !=, = und: =, el, et 


außerdens aber iſt noch (nach 8. 135. N. 9.) 


S=:-ate-a/-+3”.a e= 5:0 -+5/:B 5:4 
=2.-B-+3/-B’-+ 37. und 6:0 +6’. pß’ 6. 
ya! a — 5a EBEN, 


Werden nun hier herein flatt 5, 8, 5, z, a’ und e’’ ihre fo eben vorger 
zeigten Werthe gefert, fo hat man fogleich die Gleichungen 2.) und 1.). 

Die Gleihungen 3.) und 5.) find keine anderen als die Gleichung 
6.135. N. 3.). — Die Gleichungen 4.) und 6.) endlich find Zeine ans 
deren als die Gleichung $. 135. N. 10), in fo fern die neuen Axen 
daarweiſe unter fich rechte Winkel bilden, und baffelbe auch mit ben ‚alten 
Aren der Fall if. 


I. Bon den 9 Kofinuſſen a, al, all, B, pP, Bl, y, zu 
und „bleiben nur drei völlig mwillführlich; die übrigen find 
von Diefen dreien abhängig, tie ſolches aus ber geometrifchen 
Betrachtung der Figur hervorgeht. — Man kann aber drei nee 
mabhängige Werthe p, ı und 6 einführen, fo daß alle 9 Ko⸗ 
ſinuſſe @, B, 9, al, Bl, pl, all, BU, A und fonach die alten 
Koordinaten Werthe x, y,z (in die neuen x,, Yı, 2, und noch) 
in p, a» und 6 ausgedrückt erfcheinen, während p, ı und 0 
gang willkührlich gedacht werben Fönnen. 


Es werden fich nämlich die beiden Koordinaten: Ebenen 
K,OY, und XOY in einer Gerade D'/OD (Sig. 28.) ſchneiden, 
delche wir die Knoten-Linie nennen, und «8 iſt nun die Lage 
er neuen Koordinaten Aren OX,, OY, und OZ, völlig b& 
timmt, 1) wenn man ben Winkel ꝙ Eennt, welchen OD mit 
IX macht, 2) den Winkel y, twelchen OX, mit OD macht, 
nd 3) den Winkel 0, welchen die Ebenen XOY und X,OY,, 
der die Geraden OZ und OZ, mit einander machen und der 
pig oder ſtumpf ſeyn wird, je nachdem man die eine Sichtung 
on OZ, oder bie eitgegengefegte zur pofitiven Seite der neuen 
toordinaten-Aren wählt und durch OZ, bezeichnet. Der Wis 
10 iſt alfo derjenige, deſſen Koſinus wir vorher durch IT? 


ichnet haben. 
19* 
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Man nimmt alfo 
X0D=9 YOD=90°-9,, X,0D=% Y,OD=%#H 
und cos ZA - 
und ſucht nun bie übrigen Koſinuſſe «, B, y, etc. etc. kp: 
p, v und 9 auszudrücken. Dies gefchieht Teiche mittelſt dei 
Sage der fphärifchen Trigonometrie, nach welchem allemal 
cos a= cos b-cos c-+-sin b- sin c-cos A 
ift, fo oft a, b, c bie drei Seiten eines fphärifchen Dreicht 
ausdrücken, und A den, ber Seite a gegenüberliegenden Wind 
vorſtellt. Diefen Say wendet man auf: die 8 körperllche 
Dreiecke an, welche bezüglich gebildet werden aus den Kanten 
OD, 0X, 0OX,; OD, 0X, OY,; OD, OY, 0X,; OD, 0Y, 01,; 
OD, 02, OX,; OD, 02, OY,; OD, 0X, 0Z,; OD, OV, 02; 
während man ftatt des Minkeld A immer den Winkel an de 
Kante OD fegt, welcher bald 6, bald 180°—0, bald 90°-4, 
bald auch 90°-4-6 if. 

Man findet dann, wenn alle Kofinus und Sinus der Wie 
kel 90°--9, 90°, 180°—9, 90°—9, 90°-0, auf cos 
und sin der Winkel 9, %, 6 zurückgebracht find, die nachfichen 
ben Nefultate, nämlich 







a= (0sp:cosıp-+-sin p-sin p· cos d; 

B=—sın P-00s Y--cos p-sin Yy- ‚cos; 

y——sın y. ‚sind; 

al == — cos p- sin Y-H-sin ꝙ · cos · cos 6; 
7) Sin p-sin -cos p cos «cos 6; 

Y= cosw.sind; 

all — — sin gp-sind; 

BN—= —c0s p-sin 9; 

yil — cosh. 


Und in der That genügen diefe Werthe den 12 Gleichui 
gen (IJ. 3. — 6.) vollſtändig. 


II. Legt man durch einen Punkt O4, deſſen Koordinaten 
Werde p, q, r ſeyn mögen, neue KoordinatensAgen O/X 


nn 
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IIYı, O/Z! parallel mit den alten OX, OY, OZ; und legt man 
ann Durch O! noch ein drittes Koordinaten⸗Axen⸗Syſtem 
IX; ON,. O/Z,, deſſen Lage gegeben ift durch die Winkel 
WOXI, X,O0Y, X,0Z; Y,OXt, Y,ONY, Y,0%Z; 
Z,0X, Z,OY', 2,02, 
ren Kofinuffe bezüglich | | — 
a, B, 9 al, Bl, ya, Bi, yil 

ind, fo bat man (nah I. N. 2. u. $. 135. IL), wenn x,, 
fus Z, die, auf dieſe letztern Axen besogenen Koordinaten Werthe 
ffelben "Punktes M find, deffen erſteren Koordinaten: Werthe 
ur) x, y, 2 vorgeſtellt werden, 

x=p-+ox,-aly, tallz, | 
I) 7* —V— — 

2 — ty +y'yı-t plz, 
vo die 9 Kofinuffe von den 3 Winkeln p, », 6 mittelſt ber 
orftehenden Gleichungen 7.) abhängen, fobald p die Lage ber 
tnoten=Linie OD d. h. den Winkel X’OD, b die Lage von 
"X, d. h. den Winkel DOX,, endlich 9 Die Lage der Ehen 
„OoYı b. h. den Winkel 20., vorſtellt. | 


$. 138. 


Man kann auch ftatt rechfwinklicher Koordinaten: Werthe 
‚y 2, Polar-Roorbdinaten 9, 6, r fürdenfelben Punkt M 
nführen. Es ift nämlich der Punkt M gegeben, wenn man . 
n Winkel 9 (von O bis 2x gedacht) kennt, welchen die Ebene 
(OX mit der Ebene YOX macht; ferner menn in biefet‘ Ebene 
[OX der Winkel MOX ꝙ bekannt ift (der von 0 bis x 
rechnet wird), endlich wenn man noch die Länge r des Ra: 
jus⸗Vektor OM hat. 

Und man findet fogleih 
£==T:C0SQp5 y=r-sing:cosh und ı=r-sing-sin b. 


Viertes Kapitel, 





J 


Wie Flachen und Linien im Raume durch Gleichungen aus 
gebrüdt werben. 


$. 139. 


I. Hat man drei auf einander fentrechte Axen OX, OY, 
02 ($ig. 26.), und find x, y und 2 die drei zugehörigen Koor: 
dinaten⸗Werthe eines beliebigen Punktes M, (io daß x und y 
die Koordinatens Werthe feiner Projektion M, auf XOY vor 
ftellen, und z= MM, m; und liefert eine Gleichung 

2, . — N 

zu fietig neben einander —* reellen Werthen von x undy, 
auch reelle Werthe von z, fo ift die Gleichung &,,=0 de 
Repräſentant irgend einer ebenen oder Erummen Fläche, fobald 
man unter den unendlich vielen zufammengehörigen reellen Wer 
then von x, y, 2, welche dieſer Gleichung genügen, Koordinaten; 
Werthe zugehöriger Punkte verfieht. — Es find nämlich x und 
y ganz beliebig zu nehmen, und 2 ergiebt fich Dann aus be 
Gleichung. E= 0 jedesmal dazu. 

II. Bezieht man zwei folche Sleichungen 

1) _ 0 md 2) 9,,,.0 

auf diefelben Koordinaten⸗Aren OX, OY und OZ, fo hat man 
zwei folche Flächen, fobald man in jeder Gleichung unter z et— 
was andered, nämlich jedesmal die Funktion von x und y (d.h. 
den Ausdruck in x und y) verficht, der aus der Gleichung ſich 
für z ergiebt, und der in jeder Gleichung ein anderer if. — 
Denkt man fich aber in-beiden Gleichungen die x, y und auch 
die 7 als genau Diefelben, fo finden fih y und z als Funktio⸗ 
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nen von x allein, d. 5. in x allein ausgedrückt, und man bat 
ann nur die Punkte im Auge, welche beide Slächen mit einan- 
ver gemein haben, d. 5. die Durchfchnittslinie beider Flächen. 
And da man jede gerade oder Frumme Linie im Raume als Die 
Durchfchnittölinie zweier durch fie gelegten Slächen betrachten 
'ann, fo kann man jede gerade oder Erumme Linie im Naume 
urch zwei folche Gleichungen zwiſchen x, y and z vorftellen, 
velche y und z in x ausgedrückt liefern. 

III. Hat man nun eine Gleihung 6,,.—0, für irgend 
ine Fläche; führt man die neuen KoordinatensAren des $. 137. 
IL) ein; und fegt man in f=0 flatt x, y, z diefe Werthe 
ws $. 137. II. 8.), fo erhält man augenblicklich die neue Glei⸗ 
hung Fy,,y,., 0 für dieſelbe Fläche, jedoch auf dieſes andere, 
alfo auf ein gang beliebiges neues, aber wiederum rechtwinkli⸗ 
ches Axen⸗Syſtem begogen. 

Es geht aber ſogleich aus der Form der Gleichungen des 
). 137. II. 8.) hervor: 

1) Die beiden Gleichungen ,,.—=0 und F,.yr. = 0 
ind beide zu gleicher Zeit algebraifche, oder beide zu gleicher 
Jeit tranſcendente. | 

2) Im Falle fie algebraifche find, find fie auch beide alle 
nal von einer und derfelben Dimenfion. 

IV. Daher kann man die Flächen eintheilen in a) alge 
raifche und b) franfcendente, je nachdem die Gleichung 
9,0 derſelben, algebraifch oder tranfcendent if. Und die 
Igebraifchen Flächen werden dann wieder eingetheilt in 

a) Flächen der erfien Ordnung, deren Gleichung von 
er erſten Dimenſion iſt, alſo die Form 

Ax+By-+Cz+D=0 
at; 


8) Flächen der zweiten Ordnung, deren Gleichung von 
2 zweiten Dimenfion ift, alfo die Form 
x?+4By°-+-C2?-+-Dxy--Exz+Fyz+Gx--Hy-+Kz-FL = 0 


at; 
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y) Slächen der dritten, vierten, nt Drbnung deu 
Gleichungen von ber dritten, vierten, nien Dimenfion find. 
V. Wird eine gegebene Fläche von ben drei Koorbinaies 
Ebenen gefchnitten, fo nennt man die Durchfchnittd- Figuren be 
Srundfiehnitte. — Iſt x, 0 die Gleichung der Flick, 
ſo iR, je nachdem O flatt z, flatt y oder ſtatt x geſetzt wird. 
f,,„.o= 0 die Gleichung des Grundſchnittes in ber Ebene XOI 
auf die Aren OX und OY bezogen; 

f,,0,,. = 0 die Gleichung des Grundfchnitted in der Ebene X0Z 
auf die Axen OX und OZ bezogen; 

fo,y,„= 0 bie Sleihung bes Srundfchnittes in der Ebene YOZ 
auf bie Aren OY und OZ bezogen. 

VI. "Set man aber in der Gleichung L,,.=0 dt 
Fläche, ſtatt z, y, x abwechſelnd und bezüglich c, b, a, fo ik 

f,,„,e=0 die Gleichung eines Schnitted, welcher mit XO] 
parallel, und von XOY um te entfernt gelegt ift, 
auf Axen bezogen, welche in der Ebene des Schnit⸗ 
te8 parallel mit OX und OY gedacht find, und 
durch den Punkt, in welchem dieſe Ebene des Schuit: 
te8 von OZ getroffen wird. 
Serner ift 
f,n,,=0 die Gleichung eines mit XOZ parallelen und von 
XOZ um —b entfernten Schnittes 
und 
(50 die Gleichung eines mit YOZ parallelen und von 
‚YOZ um —+a entfernten Schnittes, jedesmal auf 
Aren bezogen, welche in der Ebene des Schnittes 
durch den Punkt, in denen Die Ebene des Schnittes 
von der einen der Drei Koordinaten-Aren getroffen 
wird, mit den beiden andern der KoordinatensAren 
OX, OY, OZ parallel gelegt find. 
VI. Will man aber durch die, vermöge der Gleichung 
f,,„,. = 0 gegebene Fläche einen beliebigen ebenen Schnitt legen, 
fo muß man entweder Die Gleichung der durchgelegten Ebene 
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mfjuchen und dann beide Gleichungen in: Verbindung als bie 
Bunte des- Schnittes beftimmend beibehalten (nach IL), oder 
nan muß dieſe Ebene als eine neue Koordinaten: Ebene anfehen, 
ınd die neue Gleichung der gegebenen Fläche fuchen (nach III.), 
velche fich auf diefe und noch zwei andere beliebig auf ihr und 
ruf einander fenkrecht genommenen Koordinaten: Ebenen bezieht. 
Dann iſt der gefuchte Schnitt der (nach V.) leicht zu findende 
seue Srundfchnift. 


$. 140. 
Don den Flächen der erften Ordnung. 
Betrachten wir nun Die algebraifche Släche der erften Ord⸗ 
nung, wie folche durch die Gleichung der erften Drönung 
Ax+-By-+-Cz+-D=0 
gegeben iſt. 


IL.. Die Gleichungen ihrer drei Grundſchnitte find (nach 
$. 139. V.) 

Ax+By+D =0; Ax-+Cz--D=0 und By+Cz+D = 0; 
alfo wird die Fläche der erfin Ordnung von allen drei Koor- 
dinaten»Ebenen in geraden Linien gefchnitten. 

1. Führt man neue KoordinatensCbenen ein, fo nimmt 
die neue Gleichung derfelben Fläche der erften Ordnung die Form 

A,xı +B.y, +C.2,+D,=0 
an (nach $. 139. III. 2.); alfo find die neuen Grundfchnitte 
wiederum gerade Kinien. 

Die Zläche der erften Ordnung wird alfo von jeder Ebene 
nach jeder Nichtung in einer geraden Linie gefchnitten. Dies 
iſt aber der Charakter einer Ebene Alfe drückt bie Gleichung 
der erfien Ordnung allemal eine Ebene aus. — Und umgekehrt; 
jede Ebene kann und wird allemal durch eine Gleichung ber 
erften Ordnung ausgedrückt werden, wenn man fie nur auf 
rechtwinkliche Koordinaten-Aren bezieht. 

II. Um nämlich die Gleichung zwiſchen den Koordinaten: | 
Werthen x, y, und z eines jeden Punktes DI. einer: gegebenen 


298 Elemente d. analyt. Geometrie. Kap. IV. $ 440. 


Ebene zu finden, denke man fich, wem OX, OY, OZ bie bni 
auf einander fenfrechten Koordinaten: Aren vorftellen, von O 


aus auf Die gegebene Ebene ein Perpendikel OH gefällt, welches F 


der fraglichen Ebene in H begegnet. Die Lage der Ebene if 
nun völlig gegeben, fobald man die Länge OH=h des Per⸗ 
pendikels Fennt und, noch die Winkel HOX, HOY, HOZ, welche 
dieſes Derpendikel mit den drei Arm macht, und deren Kofinuffe 
bezüglich , 8, y feyn mögen. Dann aber folgt aus $. 136.), 
daß h allemal der Summe der Projektionen von x, y und z 
auf OH gleich if, fo oft x, y, z einem Punkte M der fragh— 
chen Ebene angehören; alſo hat man 
x--Py-+y2—=h; 
und dies iſt die Gleichung ber Ebene. — Diefe Gleichung kann 
aber auch noch mit einer beliebigen Zahl r multiplicirt erſcheinen. 
IV. Sf daher eine Ebene Zueben durch die Sleichuns 

1) Ax+By-+Cz = 
und ift h bie Länge des von O aus auf diefelbe gefüllten Per; 
pendikels OM; find ferner a, RB, » die Kofinuffe ber Winkel 
HOX, HOY, HOZ, welche das Perpendikel OH mit den drei 
Arm OX, OY, OZ madt, fo: ift die Gleichung bderfelden 
Ebene auch | 

2) ax-+fytyz=h 

Es muß alſo die eine dieſer Gleichungen 1.) und 2.) aus 

der andern ſich ergeben, wenn man die andre mit irgend einer 
unbekannten Zahl r multiplicirt. Folglich muß es eine unbe 
Eannte Zahl r geben, fo. daß 
A=r, B=r, Cem und D=n if. 

Duadrirt und addirt man aber die Drei erfiern dieſer Gleichun⸗ 
gen, fo erhält man (wegen «?--B?-+-y? = 1) 
3) A?+-B?--C?=r?, alſo r—=YA?+-B?C? 
und " 

4) o=—, ß=—-, y={; 


fo wie dann 
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D 
Mittelſt der Gleichungen 3.—5.) hat man alſo für jede durch 
ie Gleichung 
Ax+By+Cz=D 


jegebene Ebene, die Länge h de von O aus auf dieſelbe gefäll⸗ 
en Perpendikels OH, fo wie die Winkel HOX, HOY, HOZ 
zefunden, welche folches mit ben drei Aren macht. 

V, Sind daher zwei Ebenen aan durch bie Sleichungen 


1) Ax +By 10 = 
ind 
2) Ak--By--Cz=Di, 


d find folche offenbar mit einander parallel, wenn dieſe Wins 
«li HOX, HOY, HOZ für beide diefelben werden, alfo wenn, 
obald YAr+-B?+-C2=r und VA®--BE-C? —r ge 
etzt wird, i 


A X B _.® und 2 c 
| we 7*7 268 m. 
. d. wenn . 
| A m C 
9 vg70 
tr). — Der Abftand der keiten parallelen Ebenen von einan— 
D’ 
ver ift dann: =+{2-7) 


VI, Laufen aber Die beiden Ebenen, die durch Die Glei⸗ 
Hungen 
1) Ax +By-+Cz =D 
2) | Ax+By-+Cz =D! 
gegeben find, nicht mit einander parallel, fo fchneiden fie ſich 
n einee Geraden; und dieſe Gerade ift durch dieſelben beiden 





”) Diefe Bedingung des Paralelismus zweier Ebenen findet man 
uch, wenn man die Bedingungen auffucht, welche erfüllt ſeyn müſſen, 
amit die Grundſchnitte der beiden Ebenen mit jeder von zwei Koordina⸗ 
en⸗Ebenen, unter ſich parallel find. 


! 
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Sleichungen gegeben, fobald man in beiden nicht nur x und y, 
fondern auch z als diefelben Werthe vorftellend fich deut. Die 
Ebenen bilden an dieſer Geraden einen Winkel mit einander, |: 
welcher dem Winkel HOF! gleich ift, den bie von O an 
auf dieſe Ebenen gefüllten Perpendifel OH und OH! mit einan 
der machen. Und nach $. 135. N. 9.), fo wie nach ber vor 
liegenden N. IV.) ift fogleich 
3) cos Hot 2.442. 4,0.2 | 
_ 4: KB. -B’+C. & 
rr 
wo r—yA?TB?C? und = YA®RTBRr iſt. 
Die beiden Ebenen 1.) und 2.) ſtehen al auf einander 
fenfrecht, wenn man 
4) A-AIB-B+C.0=0 
bat. 





VI. Wil man die Gleichung aller Ebenen finden, welche 
durch einen gegebenen Punkt Hindurchgehen, deflen Koordinaten: 
Werthe a, b, c find, fo fchreibt man nur 

 A&x—a)+B(iy—b)+- Ca — ) =0 
und nimmt A, B, C gang willführlich. 
Denn die Gleichung 
Ax+By-+Cz-+D=0 
drückt jede Ebene aus. Weil wir aber nur diejenigen haben mollen, welche 
durch den gegebenen Punkt (a; b, e) gehen, fo müffen a, b, c ſtatt x, y,z 
geſetzt, der Sleichung genügen; alfo muß 
| Aa+Bb+Cc+D=0 
eine identifche Gleichung feyn. Eliminirt man nun D, dadurch Daß man 
die beiden lestern Bleichungen von einander fubtrahirt, fo erhält man 
die ‚obige. 

VIL Sol eine Ebene durch die drei gegebenen Punkte 
hindurchgehen, Deren Koordinaten »Werthe bezüglich a, b, c; 
a,b, d und al, bu, ch find, fo nimmt man ihre 
Gleichung Ä | 

1) Ax+By+Cz+D=0 
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vv. 





5 and bat dann die drei Gleichungen 


Aa +Bb +Ce +D=0 
9) Aa! +-Bb! Cd +D—=0 
Aall4-Bb-Ce!+D = 0, 


findet daraus die Werthe m, n, p der drei Unbekannten 2, 


D 2, und dadurch geht die Gleichung 1.), wenn man ſie 
vorher durch D dividirt, über in 

3) mx--ny--pz-+1=0 
und diefe Gleichung der geſuchten Ebene Tann man nun auch 
noch mit einer ganz beliebigen Zahl D multipliciren, fo daß 


man ald Gleichung derfelben Ebene noch hat 


4) Dm-x4Dn-y-+-Dp-z+D=0. 

IX. Sol die Gleichung einer Ebene hingefchrieben mer: 
den, welche durch einen, mittelft dee Koordinaten-Werthe a, b, c 
gegebenen Punkt bindurchgeht, und noch mit ber durch Die 
Gleichung 

) ° Ax+By+G-D=0 
gegebenen Ebene parallel läuft, fo fchreibe man nur 
9  A&—a)+By—b)+CG—c)=0, 
und man bat die verlangte Gleichung (nach VI. und V-). 
X. Soll aber die Ebene durch den Punkt (a, b, c) hin- 


durchgehen und auf der Ebene VII. 1.) fenkrecht ſehen, ſo iſt 
ihre Gleichung 


3) Alk a)-+-Biy—b)4+-Ca—)=0, 
fobald A’, B! beliebig gewählt find, C! aber aus der Gleichung 
4) - A-AIB-B-+C-C=0 (8. VI N. 4) 
dazu gefunden if. — Es giebt daher unendlid) viele folche Ebe⸗ 


. nen, die durch einen gegebenen Punkt gehen und zu gleicher Zeit 


auf einer gegebenen Ebene fenkrecht ſtehen. 

XI. Soll aber die Ebene durch zwei gegebene Punkte 
(a, b, ©) und (al, b!, c') hindurchgehen und auf der durch die 
Gleichung VII. 1.) gegebenen Ebene fenkrecht fichen, fo ift ihre 
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Gleichung die 3.), fobald außer der Gleichung 4.) auch ned 
bie Gleichung 

5) Ala!—a)-+-B/(b’— b)+ Ci — co) = 0 
zur Beſtimmung der. Koefficienten B! und C’ genommen‘ toird. |" 
— (8 giebt aber nur eine einzige Ebene der Art. . 


$. 141. 


Bon den Flächen der zweiten Ordnung. 


Die allgemeinfte Gleichung ber Slächen der zweiten Ord 
nung, auf rechtteinfliche Axen bezogen ift 
1) Ax?’+-By?°+Cz°+-Dxy+Exz+Fyzr+6x +Hy+-Kzı+L=0, 

J. Denkt man fich bier einen beftinmten Werth 2’ flattı 
gefeßt, fo hat man (nach $. 139. VI.) für den mit XOY paralle 
len und von XOY um +! entfernten Schnitt, die Gleichung 
der zweiten Ordnung zwilchen x und y, deren Glieder ber höch⸗ 
fin Dimenfion Ax?-+-Dxy-+-By? find, fo daß, wenn dieſe 
Gleichungen wirklich Kurven vorftellen, dieſe Echnitte lauter 
Parabeln find (im Zale D? — 44B — O), oder lauter El 
lipfen (wenn D?’—4AB negativ), oder endlich lauter Hy 
perbeln (wenn De— 44B pofitiv if). Und da auch z’=0 
feyn kann, fo ift der in XOY liegende Grundfchnitt darunter F 
mit begriffen. 

Die mit den Koordinaten: Ebenen parallelen Schnitte treffen 
alſo die Erumme Fläche der zweiten Ordnung (den Körper) mb 
weder gar nicht, oder doch immer in lauter gleichnamigen Ke⸗ 
gelfchnitten; denn, was für bie eine der Koordinaten⸗Ebenen 
geſagt ift, gilt offenbar auch für jede der beiden andern. 

11. Führt man neue Koordinaten: Aren ein, genau tie Im 
$. 137. IL), fo wird die neue Gleichung derfelben Fläche genau 
wieder von derfelben Form, wie bie Gleichung 1.), nämlich 
2) Alk, "rBy?+Ca?+ Day, +Exız + Fyız-t es, 

+H'y--Kz, + =0, 
nur daß die Koefficienten A’, B’/, C, D!, etc. ete. bie ſechs 
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beliebigen Stücke p, q, r und 9, v, 9 in fich aufnehmen, wäh: 
rend p, q, r die Koordinaten Werthe des Anfangs: Punkes. der 


neuen Koordinaten, $, ı, d aber bie Winkel find, wodurch die 


Bage der neuen Koorbinatens&benen gegen die alten feſtgeſtellt 
fih fiebt. — Da demnach die mit diefen neuen Koordinaten- 
Ebenen parallelen Schnitte, wenn fie die Fläche wirklich treffen 
(nach I), enttveder lauter Parabeln, lauter Ellipfen, oder lauter 
Hyperbeln find, jede diefer neuen Koordinaten Ebenen aber eine 
gang beliebige Ebene im Raume ift, fo folgt 

daß jede Fläche der zweiten Ordnung von jeder beliebigen 

Ebene in einer Linie der zweiten Ordnung gefchnitten wird, 

und daß alle mit diefer Ebene parallelen Schnitte, wenn fie 
die Släche der zweiten Ordnung wirklich treffen, immer Ke 


gelfchnitte derfelben Art find, nämlich lauter Parabeln, oder 


‚lauter Ellipſen, oder lauter Hyperbeln *). 


Während aber die mit irgend einer Ebene parallelen Schnitte 1. ©. 
Ianter Edipfen find, können die mit einer andern Ebene parallelen Schnitte 
Ianter Parabeln, und die mit einer dritten Ebene parallelen Schnitte lau⸗ 
tet Hyperbeln feyn. 


IL Weil durch Einführung neuer Koordinaten Aren ſechs 


unbeſtimmt bleibende Stücke p, q, r, 9, P, H in die Gleichung 
bineinfommen, fo kann man über Iegtere nachgehends fo dispo⸗ 
hiren, daß ſechs Glieder der neuen Gleichung Null werden und 
herausfallen. Namentlich kann man aber Die mit x,yı, XıZ. 
und y, 2, behafteten Glieder herausfallen Iaffen, fo daß noch 
ale Slächen der zweiten Ordnung durch die einfachere Gleichung 
3) Ax?--By?+-Cz?-+Dx-FEy-+-Fz-+-6G = 0 
borgeftellt find, wenn fie fich auf rechtwinkliche Arch OX, OY 
und OZ besieht. 

Wird aber dieſe Gleichung 3.) zu Grunde gelegt, fo kann 
man noch folgern: 





*) Unter den Hyperbein kann ſich ausnahmsweiſe der Schnitt befinden, 
ber bloß zwei gerade Linien giebt Cugl. Note su $. 137. II.), welche fih 
ſchneiden oder welche mit einander parallel laufen. 


N 
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a) Alle mit: XOY parallelen Ebenen fchneiden den Körper }: 
in lauter Parabeln, Elipfen oder Hyperbeln, je nachdem A-B 
Null, pofitiv oder negativ iſt. z 

b) Ale mit XOZ parallelen Ebenen fchneiden den Körpe 
in lauter Parabeln, Elipfen oder Hpyperbeln, je nachdem Al 
Null, pofitiv oder negativ ift. 

c) Ale mit YOZ parallelen Ebenen fehneiden den Körper 
in lauter Parabeln, Ellipfen oder Hpperbeln, je nachdem B-C . 
Nu, pofitiv oder negativ if. Daraus folgt aber noch: . 

d) Wenn von den drei Reihen Schnitten, welche parallel J 
mit den drei Koordinaten: Ebenen gelegt gedacht werden, zwei 
Meihen lauter Ellipfen, oder beide Reihen lauter Hyperbeln find, : 
fo muß die dritte Neihe jedesmal Iauter Ellipſen geben (fo baf | 
nicht alle drei Reihen Hyperbeln ſeyn Fönnen). 

Denn, it A-B und A-C pofitiv, fo find entweder A, B und C ok 


drei zugleich pofitiv, oder alle drei zugleich negativ; folglich if dann B-C 
nothmendig auch pofitiv. — Sind aber A-B und A-C beide negativ, ſo if 


2 d.h. 2 pofiie, alfo ik Dann B-C ebenfalls pofito 


Sind aber alle drei Reihen der Schnitte Ellipfen, fo nennt 
man den Körper ein Ellipfoid; und find zwei Reihen ber 
. Schnitte Hyperbeln, fo wird der Körper Hyperboloid genannt. 


e) Iſt æiner der drei Koefficienten A, B oder C, 2.2. (, 
der Null gleich, fo find zwei Meihen der mit den Koordinaten: 
Ebenen parallelen Schnitte, Parabeln; die dritte Reihe der Schnitte 
kann dann ebenfalls lauter Parabeln liefern (wenn noch ein 
zweiter Koefficient z. B. B der Null gleich iſt) oder auch law 
ter Ellipſen (wenn A-B poſitiv) ober auch lauter Hpperbein 
(wenn A-B negativ if). Einen folchen Körper kann man ein 
Daraboloid nennen, wenn man nicht vorziehen will, unter Pu 
raboloid ausfchließlich den Körper gu verftchen, deffen drei Reb 
beri, mit den Koordinaten-Aren XOY, XOZ, YOZ paralide 
Schnitte, alle drei lauter Parabeln geben. 

IV. Beftimmt man die ſechs Unbeftimmten p, q, r, 9, 4 0 

| — 
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ſo, daß in der Gleichung 2.) nicht bloß die mit x,yı; xXxuau 
und y;z, multiplicirten Glieder; fondern auch die mit x, yy. 
und 2, afficirten berausfallen, fo findet man die Gleichung 
von der Form 
4) Ax?®-+-By?+Cz2? =D | 
welche noch alle Ellipfoide und ale Hyperboloide aber nicht 
mehr die Paraboloide liefert, weil im Zalle der Paraboloide die 
ſechs Gleichungen, welche zur Beftimmung der fech® Unbeftimms 
ten p, q, 7, p, Y und 9 dienen follen, auf Widerſprüche füh- 
ren, und biefe anzeigen, daß für die Paraboloide diefe Form 4.) 
der Gleichung ‚nicht ſtatt finden kann. 
Dagegen enthält die Gleichung von der Form 
5) Ax’+By?-+Cz?+Dx--Ey-+-Fz = 0 
noch alle Flächen der zweiten Ordnung. 
V. Eind. in der Gleichung 
Ax?+-By?-+C2?—=D 
A, Bund C alle drei pofitiv, fo liefert fie alle Ellipfoide. Sind 
aber zwei dieſer Drei Koefficienten pofitiv und der dritte nega: 
in, fo Liefert fie alle Hyperboloide. 
Dieſe Gleichung läßt übrigens fehen, daß alle Ehipfoide 
und alle Hyperboloide durch drei auf einander ſenkrechte Ebenen. 
XOY, X0Z, YOZ, in acht congruente Theile geheilt ters 
den. Der Punkt O felbft Heißt dann der Mittel: ‚Punkt die 
fer Körper. 
VI Sind in der Gleichung 
1) Ax®+-By?-+-C2?—=D 
A, B, C pofitiv, fo daß fie alle Ellipſoiden vorftellt, fo find 
2. 2, v2 die drei Entfernungen des Mittel⸗Punk⸗ 
tes O von den Punkten, in denen die Fläche des Ellipſoids von 
den drei Aren OX, OY, OZ gefchnitten merden, und die man 
lie Scheitel des Ellipfoidg_ nennen kann. Diefe drei Entfer 
3.1. | | 20 
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nungen heißen die halben Aren oder Haupt⸗Halbmeſſer 
und das Doppelte derfelben die Haupt⸗Durchmeſſer de 
Ellipſoids. Werden folche bezüglich durch a, b, c bejeichue, 


fo gebt die vorſtehende Gleichung 1.) (weil man nun = re 


gr und ge hat) über in 
9) | +45 —1. 


Dies ift alfo die Gleichung eined Ellipſoids, deſſen drei halbe 
Axen bekannt ſind. 


Alle Hyperboloide kann man aber durch die Gleichung 


D j + —— *1 
ausdrücken. 


VII. Dreht ſich eine Parabel, Ellipſe oder Hyperbel oder 
auch nur ein Syſtem zweier Parallelen, oder zweier ſich ſchnei⸗ 
denden geraden Linien (welches man als eine Uebergangs⸗Hy—⸗ 
perbel anſehen kann), um eine in ber Mitte durchgehende Ge— 
vade, fo wird eine Umdrehungs-Fläche der zweiten Ord— 
nung befchrieben, welche nach der Neihe ein Umdrehungs⸗Pu FE 
raboloid, ein Umdrehungs:Elipfoid, ein Umbdrehungss Hyperbe 
Ioid, ein Umdrehungs⸗Cylinder oder ein Umbdrehungg: Kegel”) 
genannt werden kann. 

Nimmt man die Umdrehungs-Are zur Koordinaten: Ar 
OX, fo find alle anf OX fenkrechte Schnitte allemal Kreit | 
die ihren Mittel-Punke in OX haben; daher ift die allgemeine || 
Gleichung aller diefer Umbdrehungs: Flächen der zweiten Ordnung 
nothwendig Diefe: 





*) Die Umdrehungs- Eylinder und Umdrehungs- Kegel find diejeni⸗ 
gen, welche in der Elementar- Geometrie unter dem Namen der ſenkrech⸗ 
ten oder gleichfeitigen Enlinder und Kegel vorkommen, bier jedoch ohne 
die Srundflächen alfo unendlich gedacht. 


— 
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Ax®-+-B(y?+z*)--Cx-+-D= 0. 

AO, aber nihe C=0, fo hat man ale Umdrehungs⸗ 
Baraboloide. Iſt A=0 und au C—=0, ſo hat man alle 
Amdrehungs-Eplinder. Sind A und B beide pofitio (wenn fie 
vide negativ find, fo kann man alle Glieder der Gleichung mit 
sem entgegengefeten Zeichen verfehen, fo daß wieder beide Kock 
icienten zugleich pofitiv Werden), fo hat man alle Umdrehungs⸗ 
kllipſoide. Haben aber A und B verfchiebene Vorzeichen, fo 
at man alle Umdrehungs⸗Hyperboloide, und alle Umdrehungs⸗ 
degel, je nachdem Ax?-+-Cx--D Fein oder ein volftändi- 
es Duadrat if. 


Die Gleichung 
a 2 9 
ee 
rückt alſo alle Umdrehungs⸗Ellipſoide aus; und ik noch b=a, fe. 
a fie in Ä 
x2-y242? a? 
Ihergeht, fo giebt fe die Kugel. 
Die Gleichung 
2 2 2 
at 
rückt ale Umbdrehungss Hyperboloide aus. 
Die Gleichung 
y'+.?= = 0X 1 
ellt alle Umdrehungs⸗Paraboloide vor. 
Die Gleichung 
422 =a® 
ellt alle undrehunge Cylinder vor, ſobald ſie als eine Gleichung zwiſchen 
‚ y und z angeſehen wird, mo aber die x herausgefallen find, weil bie 
vefſteienten diefer Glieder Null geworden. 
Die Gleichung 
y„”+2?= —* 
ıdlich het alle undrehung ⸗Kegel vor, während a bie trigonometriſche 
angente des Winkels if, welchen bie Seite des Kegels mit feiner Are 
acht. 


[4 


20* 
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4) 008 a =: 1 . 6) 008 B = —— 
—— v ⸗ 
b 
und 6) o0sy = — 


V. Da zwei Gerade L und J/ im Raume mit einanbe J 
parallel laufen, ſobald ihre beiden Paare Projektionen auf wii, 
der Koorbinaten« Ebenen einander parallel find, fo folgt, daß bi 
durch die Gleichungen 


ax--by-+e=0 
(D« ——— | 
und | 
axk--by-+-c =0 
an —— 8 
gegebenen Geraben L und L/ mit einander parallel Iaufen, fo oft 
1) = oder ab— ab —=0 
und? 2) = ober mn! — mn — 0 
m n 


if. — Findet eine dieſer beiden Gleichungen nicht flatt, fo lau 
fen L und L’! auch nicht mit einander parallel. 

Sollen aber die durch Die obigen beiden Paare von Glei— 
ungen gegebenen Geraden L und L/ fich fchneiden, fo müflen 
durch bie Koordinaten Werthe dieſes Durchſchnitts⸗Punktes alk 
vier Gleichungen L und L’ zugleich identifch werben. Die 
giebt, wenn man aus allen vier Gleichungen x, y unb = di 
minirt, die Bebingungs» Gleichung 

3) (ab! alb)(gn!— gIn)+-(be’—b/c)(mn’—m!n) = 0. 
Iſt alfo nur eine oder gar Feine der Gleichungen 1.) und 2), 
und auch nicht die Gleichung 3.) erfüllt, fo laufen bie Gera 
ben L und 1’ nicht mit einander parallel, und fchneiden ſich 
auch nicht; alfo liegen fie dann nicht in einer und derſel 
ben Ebene. 


ee 


/ 
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- Nu mal 2), die andere das Glied O-y (Null mal y) hat] 
auch bie Gleichungen der durch L auf XOY und XOZ ſenk- 
E: recht gelegten Ebenen, alfo auch, fobald man in beiden Die x, 
- yund z als biefelben fich denkt, Die Gleichungen der Durch 
E fhnitt8s Linie dieſer Ebenen db. h. der Linie L 
. IT. Sol eine Gerade L durch einen Vanit gehen, deſſen 
Koordinaten⸗Werthe a, b, c find, fo haben ihre Sleichungen 
die Form 


Er di, _ 


[As=at By—b)-FC@-J=0 
Alx—a)+B(y—b)-+-Ck—c)=0; . 
oder auch die Form | 
are D=D | ober —J 
Alx—a)+B!z—c) =0 2—c=n(x—a))’ 
: wo die Koefficienten beliebig gedacht find, fo daß jedes. biefer 
Paare von Gleichungen noch alle Geraden vorftelt, welche durch 
den Punkt (a, b, c) gehen. 
Geht die Gerade durch den Urfprung O der Koordinaten, 
fit a=b=c=0, und die Gleichungen dieſer Geraden 
haben alfo die Sorm 


au 


Ax--By =0 | (y=mx 
—— oder Non ' 
IV. Sind | | 


| 1) y=ax und 2) z=bx 
bie beiden Gleichungen einer Geraden, fo find x, ax und bx 
bie Drei zuſammengehörigen Koordinaten Werthe eines beliebigen 
" Sunktes M derfelben, während fie felbft durch den Urfprung O 
ber Koordinaten hindurch geht. Folglich hat man, wenn a, 
B, » die Winkel vorftellen, welchen Diefe Gerade OM mit den 
drei Aren OX, OY und OZ macht (nach $. 135. 1.) 
. 9) 0M=x-Vi-a-fb? 
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 —  O Viratb Vita I 
b 
und 6) c0sy= — 


V. Da zwei Gerade L und L/ im Raume mit einander 
parallel Taufen, ſobald ihre beiben Paare Projektionen auf zwei 
ber Koorbinaten« Ebenen einander parallel And, fo folgt, daß bie 
durch die Gleichungen 


by-+-c=0 
a mmol 
und | | 
ax--by--d = 0 
an Ferse = 0 


gegebenen Geraden L umb L/ mit einander parallel laufen, fo oft 
1) stv ode ab—ab=0 


und 2) =, oder mu’— min = 0 


if. — Findet eine dieſer beiden Gleichungen nicht flatt, fo lau: 
fen L und L! auch nicht mit einander parallel. 

Sollen aber die durch die obigen beiden Paare von Glei- 
chungen gegebenen Geraden L und L/ fich fchneiden, fo müſſen 
durch die Koordinaten Werthe dieſes Durchſchnitts⸗Punktes alle 
vier Gleichungen L und L’ zugleich identifch werden. Dies 
giebt, wenn man aus allen vier Gleichungen x, y unb = di - 
minirt, die Bebingungs+ Gleichung | 

3) (ab - aſh) (en — En) +-be—bie)(mmi—mn)=0. | 
Iſt alfo nur eine oder gar Feine ber Gleichungen 1.) und 2), 
und auch nicht die Gleichung 3.) erfüllt, fo laufen die Gera 
den L und L’ nicht mit einander parallel, und fchneiden fich 
auch nicht; alfo Liegen fie dann nicht in einer und derſel⸗ 
ben Ebene. 
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VI. Die Gleichungen der durch einen Hastı (a, b, c) ge: 
henden und mit der Geraden 
| Ax+By-+-C= oder 9 ah} 
Ak--Baz-C=0 z= pı-tq 
parallelen Geraden L find daher 
A(x—a)+B(y—b) = y—b = m(x—a) 
as kB — Hi ober —— p(x—a)) 
Und geht eine andere mit L parallele Gerade LY durch den Ur: 
fprung O ber Koordinaten, fo find ihre era 


a fchpuzo) te HZ 


ı = pi 
1) 
45. 5, 1, pp find, 
während in den Gleichungen L.), L.) und 14.) die Koefficien⸗ 
ten A, B, A!, B’ immer diefelben Werthe haben. 
| VO. Gehen zwei Gerade L und L durch einen Punkt 
(a, b, c), fo daß ihre Gleichungen die Form annehmen Eönnen 
En A(x—a)-+-B(y—b)— 0 
Gl —— DE 00 


wo m, n,p, q beügih = — 


und 
A —a)-+Biy— b) = 

A ÜUx—a)+Dla—c) = ur 
fo bilden fie an diefem Punkte einen Winkel y mit einander. — 
um dieſen Winkel p zu finden, denke man ſich zwei mit L 
und L’ parallele und durch den Urfprung O bindurchgehende 
Serade L’ und L’, deren Gleichungen die nachftehenden find, 
nämlich 


an. — ode | 
und 


Ax-+-Biy= \y=mk 
u) —— oder 2* — 


= ml 
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Fa 
menn der Einfachheit wegen —4, 28. * und ex 
bezüglich durch m, n, m’ und n’ bezeichnet weten. Hernach 
ſucht man den Winkel a, den letztere beiden mit einander bik 
den; dieſer muß der obige ſeyn. 

Sind aber «, B, y und al, Bl, „I bezüglich Die Winkel, 
welche L und L’ mit den drei Axen machen, fo hat man (nad 
6. 135. 111. 9.) 

cos 9 = 605 &:C08 a!-cos B.cos BI4-cas y-cos y. 
Setzt man aber bier herein flatt cosa, cosß, cos y, cosal, 
cos ß! und cos yl ihre (nach IV. Leicht zu findenden) Werthe, 
ſo erhält man 


— 14+-mm'—+nn! 
Yi--m?-+n?- — 
Iſt baher 
1--mm’-+nn! 0, 


fo ſtehen die Linien L und L! auf einander ſenkrecht. 

VII. Eine Gerade L ficht auf einer Ebene F fenkrecht, fo 
oft die Projektionen von L auf den Grundfchnitten yon F. 
ſenkrecht ftehen. 

Es fieht daher die durch Die Gleichungen 


1) } axt+by+c—=0 M 
mx--nz-+-g= 0 
gegebene Gerade, auf der durch die Gleichung 
2) Ax+By-+-Cz-->D=0 


gegebenen Ebene ſenkrecht, wenn Cin der Ebene XOY) bie Pro; 
jektion 

axt-by+c=0 auf dem Grundſchnitte Ax+By-D= 0 
fenkrecht fight, und wenn zu gleicher Zeit (in der Ebene XOZ) 
die Projektion 

mxt-nzHg=0 aufdem Grundfchnitte Ar +D= 0 
ſenkrecht ſteht, — alfo wenn (nach $. 121. v2) 
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. b,A_ i n ,A_ 
fi: — Iſt daher eine der beiden: Gleichungen 3.) und 4.) nicht 
füllt, fo ſteht dieſe Gerade auf dieſer Ebene nicht ſenkrecht. 


143. 
Wie krumme Linlen im Maume außgebrädt werden 

J. Je zwei Gleichungen. f,, ,=0 md 9,,,=0, 
wenn man in ihnen x, y und z * dieſelben Koordinaten ſich 
denkt, ſtellen eine krumme Linte vor, wenn bie Gleichungen nicht 
alle beide von der erſten Ordnung ſind. 

Die krumme Linie heißt eben, oder einfach gekrümmt, 
wenn alle ihre Punkt in einer und derſelben Ebene liegen. — 
Außerdem heißt fie doppelt gekrümmt. 

MU. Eliminirt man aus dieſen Gleichungen abwechſelnd 2 
nd y, fo daß man erhält 

N, 0 "und | RT 
fo fielen dieſe beiden Gleichungen die Projektionen der Erum- 
men Linie auf bie beiden Koordinatens&benen XKOY und XOZ 
or. — Denkt man fich aber diefelben Ießtern beiden Gleichun- 
en, jede einzeln als eine Gleichung zwiſchen x, y und z, fo 
ellen fie zugleich auch die Gleichungen der beiden projieirenden 
Durch die aus den Punkten der Kurve auf die Koordinaten⸗ 
Ebenen gefüllten Senkrechten gebildeten) Slächen vor, deren Durchs 
chnitt die fragliche Kurve if. — (Diele Ietere Flächen heißen 
Algemeine Eylinder»Flächen und find nur dann alge 
»raifche Flächen ber zweiten Ordnung, wenn die Gleichungen 
7,70 oder 9,0 algebraiſch und von der zweiten 


»rönung find,) 
$. 144. 


Da man aus zwei Gleichungen zwiſchen x, y und z, un 
endlich viele andere Paare von Gleichungen ableiten kann, welche - 
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Die erſtern beiden erfeßen, fo erfcheint Diefelbe Erumme Linie nad. 
und nach als die Durchfchnittds Linie von unendlich vielen Pas 
ren von Erummen Glächen, bie durch biefe neuen Paare von 
Gleichungen vorgeſtellt find. 

Iſt daher unter dieſen Paaren von Gleichungen ein Paat 
herauszufinden, in welchem die eine der Gleichungen nur vom: 
erfien Grabe if, fo iſt Die Kurve eine ebene (Cd. h. eine einfach 
gekrümmte). 


III. 
Söhere Analyfis, 





Erſte Abtheilung. 
Ableitungs⸗ und Differenzial⸗Nechnung. 


een 


“ 


Erftes Kapitel. 





Der Taylor de Lehrſatz oder bie Elemente der Ablei- 
tungs⸗Rechnung. 


4. —1465. 


Wenn Ausdrücke a, x, b,.y etc. etc. noch keine beſtimm⸗ 
ten Ziffern Werthe angenommen haben, ſondern noch ganz un: 
beftimme (allgemein) gedacht find, fo werben fie veränderliche 
(variable) genannt. — Beftändige, unveränderliche (kon⸗ 
Kante) heißen fie, fo lange man fich bei ihnen einen völlig ber 
Rimmten Werth denkt, der unverändert derfelbe bleiben fol. _ 


$. 146. 


Wenn der Merth eines Ausdrucks f von ben veränder: 
lichen Werthen der Ausdrücke a, x, b, y etc. etc. abhängig 
ift, fo wird f eine Funktion biefer letztern DVeränderlichen ges 
nannt, und dieſer Ausdruck F ift Cin der Regel) dann felbft ein ' 
Meränderlicher. — Beſteht diefe Abhängigkeit des Ausdrucks f 
von a, x, b, y etc. etc. darin, daß f unmittelbar aus a, x, 
b, y etc. etc. sufammengefegt ift, fo fagt man: „dieſe letzteren 
mOeränderlichen a, x, b, y etc. etc. Eommen: in dem Ausdrucke 
nf erplicit (unmittelbar) vor“ und £ felbft wird dann eine 
erplicite (unmittelbare) Funktion von a, x, b, y etc. 
etc. genannt. — Iſt aber f bloß eine unmittelbare Zuſammen⸗ 
fung, z. B. aus b, y,.2 etc. etc. allein, ohne a oder x gu 
enthalten, während feboch 4.3 y, z .felber wieder Funktionen 
von s:und x vorſtellen, fo fagt man:-.„a und x Eommen in f 
nimpficht (mittelbar):vors, und Eheißt dann (zwar immer 
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noch eine explicite Funktion von b, y, 2 etcz etc. aber) eine 
implicite (mittelbare) Sunftion von a und x. 

Eben fo kann F die Veränderlichen a und x erplicit und 
implicit zugleich enthalten. 

Enthält aber f einen Veränderlichen x gar nicht, weder 
erplicit noch implicit, fo fage man: „e fey nach x Fonfkant! 

Uebrigens theilt man die (erpliciten) Funktionen von x cin 
in algebraifche, wenn fie x nicht im Erponenten und auch 
nicht unter dem Logaritimens Zeichen, enthalten, dabei aber au 
feine unendliche Reihen nach x find; die fich nicht auf einen 
algebraifchen endlichen Ausdruck zurückführen ließen; und in 
tranfcendente, wenn fie eine der drei Ichtgenannten Formen 
enthalten, und wenn im Kalle der unendlichen Reihe, folche keine 
algebraifche Sunktion zur Summe hat. 

Die algebraiichen Funktionen von x theilt man micber ein 
in rationale, welche x nicht unter einer gebrochenen Pets |; 
(oder Wurzelgeichen) enthalten, — und irrationale, welche 
x unter dem Wurzelgeichen haben. i 

Die rationalen werden dann wieder in die ganzen Funk⸗ 
tionen von x getheilt, welche wir $. 42.) Eennen gelernt ba 
ben, und in gebrochene, welche Quotienten zweier gauzen 
Sunftionen find, ohne felbft einer ganzen Funktion gleich zu feye 1 


$. 147. 


Eine erplicite Funktion £ der Veränderlichen a, x, b, y, 
etc. etc. fann entwickelt, d. h. fchon völlig hergeftellt, ed 
verwickelt, d. h. mittelft einer Gleichung zwiſchen £, a, x, b, 
y etc. etc. gegeben feyn. Im letztern Balle muß dieſe Sl 
hung erft noch nach f aufgelöft werden, wenn man fentwickelt 
haben wi. — Im erfiern Falle fchreiben wir 

1) Ih 2,71 0.0c5 
wo dag Zeichen zur Nechten des (—) Zeichens ben, aus.a, z, 
b, y, z etc. etc, gufammengefegten Ausdruck vorſtellt, der (fe 
ber nicht £ enthält, fondern) durch den einzigen Suchfkaben | 
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(wie folcher zur Linken zu fehen ift) bezeichnet wird. — Im 
andern Falle fchreibt man, indem man fich die Gleichung auf 
Null gebracht denkt, z. 2. 

2) Ulp,a,2,b,y,» ete. etc. =(, 
wo das Zeichen zur Linken einen (durch IT bezeichneten) And. 
druck vorſtellt, der aus f, a, x, b, y, z etc. etc. auf eine ge 
gebene Weiſe erplicit sufammengefeßt ift (und der natürlich nicht 
noch IT enthält). | 
- Sp beiden Bällen aber kann man bie Gleichung 1.) oder 
2.) zwifchen ben Veränderlichen f, a, x,.b, y, z etc. etc., nad 
jedem dieſer Veränderlichen aufgelöft fich denken, und aus die⸗ 
fm Gefichtd- Punkte erſcheint dann jeder dieſer Veränderlichen 
als eine (verwidelt gegebene, aber) erplicite Funktion 
der übrigen. 

Sind zwiſchen m folchen Veränderlichen, u ſolche Glei⸗ 
dungen gegeben, fo erſcheinen je u von dieſen m: Veräuderlichen 
als. (in der Regel verwickelt gegebene, aber) erplicite Funktionen 
der m— ge übrigen Veränderlichen. 


/ 
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Iſt f eine erBlicite Funktion mehrerer Beränderlichen a, x, 
b, y, z etc. ete., und ift fie deshalb durch f, „.n,7,2 ete.ete. be⸗ 
zeichnet, fo iſt fie natürlich auch eine explicite Funktion von a 
allein, oder von x allein, und in fo fern wird biefelbe Funk⸗ 
tion auch bloß fo 

„E oder f, 
gefchrieben. — Sie ift aber auch zugleich eine erplickte Funk⸗ 
tion von je zweien diefer Veränderlichen, und in fo fen wird 
ie dann auch durch 
fx Fey kurs fin etc. etc. 
segeichnet. U. f. w. fe — Diefelbe Funktion f Tann aber a, 
„der x, implicit enthalten, oder erplicit und implicit zugleich, 
and dann wird fie, um dies anzgubenten, fo gefchrieben 
ka) oder ſq ·. 
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Und enthält fie a und x zugleich bloß implicit, oder erplicht 
und auch implicit, fo wird fie, will man dies ſichthar machen 
fo geſchrieben 

fa) oder auch ſo Fan. 
— um f 


$. 149. 


Wir haben im $. 54.) gefehen, dag wenn f eine beliebige 

ganze Funktion von x if, dann ee feyn . 
(©. Kumk-töß-h-3? ap toi6 Ste 

“wo das (runde) 8. ein Operations⸗Zeichen ift, und zwar fo, 
Daß Op, das vorftellt, was aus p, wird, wenn jedes Glied von . 
p, mit dem Erponenten von x multiplicirt und dann 1 vom 
Erponenten fubtrahirt wird. — Zieht man aber von beiden 
Seiten biefer Gleichung f. ab, dividirt may durch h, und ſetzt 
man zuletzt Null flatt h, fo erhält man bdaffelbe Of, ad noch 
auf eine andere Weile, nämlich: - 





f, m —hı 
G oh = = Gthx fie h=0, : 
nachdem man zur Resten vorher wirklich durd h 
dividirt hat, che Null ftatt h gefegt wird, damit 
nicht Null im Nenner erfcheine . | 
Saffen wir dag Dperationg-Zeichen d von nın F 
an für jede Gattung von Funktionen in diefer grö 
Beren Allgemeinheit Q.) auf, fo gilt derſelbe Sat (0) 
für jede Gattung von Funktionen für ganze wie fir gebrochekt, 
für algebraifche wie für tranfcendente und wird dann der Tay⸗ 
lor’fche Lehrſatz fchlechthin genannt. — Das Auffinden der 
durch AL, O5) oder 8°4,, Old) oder 9° etc. etc. be⸗ 
zeichneten neuen Funktionen von x, kann man das Ableiten 
nach x nennen. 


um fi von der Wahrheit diefer Behauptung zu fibergeugen, Tanı 
man fh das Problem von vorne herein fellen: „bie Zunktion &,, iR 


„eine 
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„rine nach ganzen Potenzen von h fortlaufende Reiſe zu verwandeln/ — 
Man ſetzt sur Löfung dieſer Aufgabe 


1) kpn=Aarta, hpAn, 3 2! — x * 
und ſucht nun die unbeſtimmt gelaſſenen Koefficienten er „Ar, 
AM etc, etc., diefer Gleichung gemäß zu bekimmen. — * man u aber 
Null ſtatt h, fo findet man zuerſt 

2) L= A. 
Zieht man dieſe Gleichung von der vorigen ab, ſo findet Äh, wenn man 
durch h disidirt, und dann wieder Null ſtatt h fest, 


2 u (fü h=0) A. 
Alſo iſt AOL nach unferem erweiterten Begriff bes Ab⸗ 
leitens in C). — Man bat daher (nach 2. und 3.) . 
4) = hrö kr die Übrigen Glieder; 
alfo auch 
5 An Aut dA-,“xXP die Übrigen Glieder; 
6) ME Ar roAt kr die übrigen Glieder; . 
uf. mw. f. 
Gent man nun in 1.) zuerſt x-+-k flatt x, fo at man 
7) an a Arc FAN a 


während man flatt Frı,, Alyyy A’, y, etc. etc. fogleich die Reihen 
nach k (aus 4.— 6.) fegen Tann. Wird nachgehends noch in 1.) h+k 
Ratt h gefetst, fo erhält man noch 


2 tötet ran, ER Lau ED. 


Während man rechts. flatt (h-H-k)?, (h -+-k)? F etc, fogleich die Glieder 
der Binomial⸗Entwickelung ſubſtituirt. Auf dieſe Weiſe erhält man (in 
7. und 8. zur Rechten) zwei Entwickelungen in Doppel⸗Reihen nach h 
und nach k, welche ein und daſſelbe, nämlich F, ,..,, ausdrücken, welche 
alfe einander gleich ſeyn müffen. Vergleicht man aber in beiden. Ents 
widlungen die mit k* affleirten lieder, fo ergiebt fi 9 fogleich als Res 
ſultat diefer Vergleichung 

AU = dA, = 88) = Bet, 

Au = BA —=88%,) = 8%, 

ai an = d(8°f,) = Ber, 


u. f. m. f. — ind fo ſieht fih der Sat (O) allgemein erwieſen, heſon⸗ 

ders, wenn man noch zeigt, dag wenn in CO) einmal xPh flatt x, dann 

auch h-H-k flatt h gefegt werden, die Doppel⸗Reihen zur Rechten, bie 
Bd. I. | 21 
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man jedesmal für f. —2 erhält, nicht bloß in ben mit k" affärten 
fondern auch wirflich in allen Bliedern mit einander fiberfinfiuinen. — 
Diefe letztere Nachweiſung iR jedoch gänzlich überflüſſig, wenn man tem Ei 
her nachweiſt, daß, ſo lange x feinen bekimmten Werth hat, jede 
ganktion don x-+h fich allemal wirklich in eine nach ganzen Potenzen 
son h fortlaufende Reihe verwandeln la (Bol. „ESyſtem der Den. * 
DL Th. J. Kap.). 

Will man aber bie wenigen Yıisnafınd- Werihe von x de 
ben, für welche Fern fich nicht in eine nach ganzen Potenzen 
von h fortlaufende. Reihe verwandeln läßt, fo darf man nur 
die Nenner ber Ausdrüde AL, 3°f,, 3° etc. etc, wenn 
folhe vorhanden find, der Nul gleich fegen, und daraus bie 
Werthe von x finden, welche dieſen Gleichungen genügen. Da 
für diefe wenigen und beſtimmten Werthe von x, bie Nenner 
eined, mehrerer, ober aller Koefficienten der Tayler'fchen Reihe 


©.) die Form 2 annehmen, fo ift eben dieſe im Kalkul unzu⸗ 


läſſige Form das Kennzeichen, dag dasnial, d. h. für dieſe be 
ſonderen Werthe von x, eine ſolche, nach ganzen Potenzen von 
h fortlaufende Reihe nicht exiſtirt. 





| 


& 150. 

Um für jede Funktion F, die Ableitung SF, in jeden Chr 

zelfalle Herftehlen zu Fönnen, muß man | 

1) die Ableitungen finden der drei einfachfien Funktionen, 
nämlich Ax”--B, a’ und Zogx, unter Zogx allenial ben 
natürlichen Logarithmen verfianden; 

2) nachweilen, wie die Ableitung einer jeden, aus zwei | 
andern Funktionen p und Y_, oder auß einer einzigen Funk 
tion p, und einem nach x Eonftanten Ausdruck A, zuſammen⸗ 
gefegten Funktion F,, in die Ableitungen der Theile p, und y, 
oder des Theils p, allein, ausgedrückt werben. — | 

Durch das letztere werden nämlich bie Ableitungen der zu⸗ 
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fammengefegteften Funktionen auf bie Ableitungen ber einfachften 
Cuach und nach) zurückgeführt. 

A. Was nun bie Ableitungen ber brei einfachften Funktio⸗ 
zen A-x"--B, a* und Jog x betrifft, fo wird man fle dadurch 
om bequemfien erhalten, daß man eine nach der andern ſtatt 
5, feßt, jedesmal f. 1 direlt nach Potenzen von h entwickelt, 
And dann jedesmal den Koefficienten von h' nimmt, Auf Dies 


fen Mege findet man fogleich ; 
1) &XAx"-B), = max"; Ä 

9, %a') ⸗ a "bg a; alſo &Ke’), = ec‘; 
3) lg. 


IR nämlich £=Ax®+B, fo ik mn A@-HbjeHB; alſo 
uach dem binomiſchen Lehrſatze 
Ba ROOT ES DET DS St O1 22 
within DE maxv-i. | 
SR aber far, fo hat man L,,= artb_ ar.ab, MWeil aber 
(nah $. 91.) 
a Bmtphelogat ee — 
IR, 1 giebt Dies 
te log a)-h-Fa*- (dog at 31 LE , 
fo dad man nun Of,==a*:loga gefunden ſieht. 
A endlich = logx; fo if Kynlog (x«+h) nd 
5 = log (x-+h) — log x = lo einer) 
(nad) $$. 47. 65. 66.) = 2,5 +3 


⸗ 


MR ehrt B.. 
aichin iR di. gefunden. 


1 
Sollen die Ableitungen gefunden werden von — oder don 
| 21* 
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| ya", fo muß man x”” flaft z, und x” n gast — * ſchreher 


und dann ſtecken dieſe Funktionen als beſondere Fälle in Ax"H-B. 

B. Was aber ben zweiten Theil des Zweckes dieſes Pare 
graphen betrifft, nämlich die Ableitungen der aus p, und w, 
oder aus p, md einem nach x konſtanten Ausbrud A, 
mengeſetzten Funktionen F, auf bie Ableitungen: ber Beſtand 
theile zurückzuführen, fo iſt derſelbe bereits in dem $. 55.), näm 
lich durch die Formeln 

1) pt), u; 


2) d.). v U Ben uU el 12 

| _ O9, 
» N 
4) A:9), =A:dp, 


für die gewöhnlichfien Fälle erledigt, wenn man mur jeßt übern 
unter @, und ı, beliebige Funktionen von x verficht; in fe 
fern namlich die dortigen Beweiſe hier mur wörtlich wiederholt 
werden dürfen. 

Aber auch der Sab des $. 56.) gilt für alle Funktionen; 
und wir geben ihn feiner Wichtigkeit wegen bier örtlich wis] 
der, nämlich: 

Iſt f eine belichige erplicite Funktion von 2, welche nicht 
x enthält, und wird flatt z eine beliebige Funktion z, von x 
gefeßt, fo dag 5 eine implicite Sunftion ſo von x wird, fo | 
bat man allemal 

J. fx) —df, 82, *). 


Auch hier darf der Beweis des N‘ 56.) nur wörtlich wieder⸗ 
holt werden. 


2) Da hier kkein x erplieit enthalten ſoll, To würde es hier * 
ſchaden, wenn man ſtatt Of,,, auch blog Of, ober &Xk,), ſchriebe, weil 
‚Seine Zweideutigkeit zu befürdten iſt (Del. F. 148.). 
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Unter den zmenblich vielen befondern Fällen, welche in dies 
Ger Formel I.) ſtecken, wollen wir bier fogleich Drei derſelben 
machweiſen. 


AIſt nämlich | 
Ä \=e.=z, 
peio findet fih Sf, —m-z"—', alfo (nach L) 
5) da), = matt. 


und iA), fo findet ſich A — A* . log A; alſo if, 
wenn 2wieder eine beliebige Funktion von x vorftellen ſollte 
(nach I.) | 

6) OA”), = A'.log A -dz,. 


Iſt aber f,— log z, fo findet fih AL = Z alfo (nach I.) 
N Blog 2), = Bu, = >. 


In Diefen Formeln 5.— 7.) ficken wieder Die Formeln A. 
1.-3.) für den beſondern Fall, bi a = x = 1.2 =x!=1-x" 
ſeyn follte, weil dann 
8) | 0, = 8x, —=1 
fich ausmweift. — Auch iſt e8 bequem, wenn man bemerft, daß 
wan allemal findet (vgl. A. 1. mit B. 2.) 
9) 2B) 6, fo oft Bnah x conflant if. 
Beifpiele. Nach diefen Formeln findet man vun fegleich: 
4) ax), — (nad) B. 4.) a-Ia) amt 1; | 
9) d2(ax”), ma"), mm — 1)ax"?; 
3) 8°’(ax”), — dm(m — 1)ax"°], —= nm — )NXxm - Yax"°; 
4) dar”), ad”), =ax".logx (na) A. 2); 
5) dx”), =x”-da, (nad B. 4, weil x" jegt nad) a conſtant — 
x" (weil nach B. 8. da, 1 ſich finder); 
6). ax! — bat’), = gax 3 —Abr’-+5cx* (nach B. 1.); 
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2 (>), —dh.7), = rt ih 

8 et 
9) (2) =0(5) =, = tn: 


1) a, 


3yx? 


41) OR) =. = — Hr -I— 1. | 
3yx* Ar 


12) od 3) =— .847°, =i9bx 7 
xy2/, x 
13) &x*.Jogx), = (nad) R. 2.) Jogx-&x°),-+x?-M}ogx), = Ir logxtx; 
I3xr—1 4x .8(3x?— 1), — (3x?— 1).&ix), 3. 

a 

weil aber | 
oz’—1),=06z und Blix), —=4 
iR, fo findet ſich | 
2 

et 
4 A —ESE )= 4x2.8(3x?--1), — (3x*+ 1%), 








16x* 
„_ 4x? .62— (3x°-+1).8x 5x 
en = er »%; 
Serner findet man: 
Asia x) —e_ = 3; -[Ke), — Ko") KuachB. 4.u1) 














) Es if auch = 3— 4x1; nimmt man aber von biefem 


legtern Ausdruck die —5 nach x, fo erhält man das obige Endreful« 
tat unmittelbar. 


*) Es ia’ Z==jrtir?; ninmt man nun von biefem 


letztern Ausdruck di  oteitung nach x, fo erhält man bad obige Endreſul⸗ 
tat augenblicklich. 
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sder, weil tm B. 6.) &Xe®), = ef”. Er —p:e® gefunden wire 
15) sin), = 0 rl. lo tet cos x; 


16) Dlsosz), = ) = 4%"), + BI, 


ni 
ri 2 =—sinz; | 





= He je 


sinx cosx.O(sinx) — sinx- .&cosx), 4 





! 7 Kr) "605 x2 at 
39) &eoigx) = (2) = sim er ’ | 
19) Dlscon), =0(— :) =&Xcos x), =—casx” 72. "Hood, . 


sinx 
— 7 ig X ecXx; 


He, = 2), =Munx), = —siax”).ösinz), 


sn 


= COSE — COLL Z.00 ec, 
nz 8 ig x‘ ⸗ 


Noch mehrere Beiſpiele irrationaler Zunktionen. 
21) &Ylax—x?), —&2ax -x (nach B. L, indem man ax —-xꝰ 
. — x? 3. — — — — 
fett) = 42ar x?) 2.O(2ax- = Ve’ 
22) —X ax—x?) =D Ve =) = &X(a—x)- (2ax—x?) Bo 
= (a2). Ola x) B), + la xt) I. Max), ug B.2) 


a—x)? 1 — a? 
— — — — ————— Gas 


——*— —— au 


= — da? 


— | 
5a?—Sax-4-4x? 


«Ya N 322.0 EN — gas TR. 
2a) (ar) (Qaz—x’ji 
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3) NE, = Bde 2er), = rer) 


—1>)8 
1-+-2x? 
Er, — 


3 Ix 
97) — dei 1) 01), = Zap) 


al %x *— 2x, +3) 
2 0 -9. = ya 


Noch mehr Beiſpiele tranſcendenter Funktionen: 
29) Sa t9Y, arx PI. Ioga · Apx), p-loga-arıt4; 
30) eb’) — _ eg be? .d— bx?), = — Ihr 6” bx?, 
31) Mei, bꝛꝰ. -&—bx?), =.’ . ea?, 
Ein urn 
| GIF), 14 











3) og 14a’), — 
34) Oleg ViTz), ae gehe 
Ge, 
aber GH) „HR. I rs 
5 


\ 35) * log ı te) = Se *); 


| { 
36) —E Yx’—1i )) = = 1 Dloga-+ Ver), m Tui 


1—r’ 
3 0(4-2os Vi +ig) =+-8gtVI Rt ie, = * 


) Man kann auch ſtatt log TE die Differeng Zog(1-Hix) — log (ii) 


fegen, und von legterer die Ableitung nach : nehmen. Dann erhält man 
1 i i 1 21i 
& (17 rw): 2 ee Tre viel ſchneller. 
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d cn p, = cos(px+g)-öpxt+g),= Pp-cos(pxtY); 


dcos(px+g), = — ain{px+- px +g, = prein(pxtg); 


Ösin(px-Fg), 
dog sin (px-F q), = a preoig(px-Fa); 


dcos( d 
d log cos er . = ar =z=—-p- sertr. 
4. 151. 
Wil man die Ableitungen nach x haben von ben durch 


. 1 | 1 
-x oder arc.sinx, —x oder arc.cosx, —x od 
cos ig 





1 1 
EX, X oder arc.colgx, FX und x 


otg cosec 
eichneten Funktionen von x, ſo muß man letztere (welche Zu⸗ 
menſetzungen aus den ſieben Operationen ſeyn müſſen) erſt 
lich herſtellen. Dies geſchieht allemal mittelft der Formeln 
6. 70. IL. IV.) nämlich Ä 


I) ee" = 008 7-Fi-sin z . 
2) ei sı—i- sin Z, 
che, wenn man N ie durch einander dividirt, 
3) _1-+tirigz _ cotg ti 
1-1: tg Tcotga -i 
en. — 
aus dieſen Gleichungen 1.) und 2.) geht ſogleich hervor 
= T..log(cos ı-i-sinz)= =—.. log (00s 2-i · xin 7); 


hrend bie Steigung 3.) fogleich ie: 


iriign _ —_ 1.7.0 z-+i 
= ä ‚log i-Itgz Q — lo ET. 


| Iſt nun snı=x, fo if = x und 
sz—=Y1—x?, und die Gleichung 4.) giebt. ſogleich: 
el) = Tlgli-e-in): 


32 
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er aber sam, ale = x mb 

sinn — Vi—x°, fo giebt dieſtlbe Gleichung 4.) 

IL = t.10g RD =— log “Vi, 


I 23232, alio | fo giebt bie Gleichung 
5.) ſogleich 


IF, 1-Hi.x 
In. 5** EL 1—i.x 


Iſt aber cotgz—=x, alſo 2* 
ſelbe Gleichung 5.) engen | 





1 | | 
Tale fo giebt bie 





1 + 1, —i+ix 
IV. Fra U Ferien vs | Hi ? 
Sf ferner seea=x, fo if e=t, alſo iR 
.ı1__.14A, san 
„4 1 He 1 , 1I-VI—x? 
rer gel 
Eben fo in man a der J.): 
VL : # x=— PAL- Ye _ in „ei —— 
ce 1 „7 


Diefe — Evi) geben zur Rasa immer uns 
endlich viele Werthe, weil (nach $. SS.) die natürlichen Loga⸗ 
rithmen jedesmal unendlich viele. Werthe haben, Ju der That 
aber giebt eg. auch (nach $$. 78. — 81.) zu jedem gegebenen St 
nug, oder Koſinus, aber auch zu jeden gegebenen Tangente oder 


D ODieſer Auddruck in IV.) zur Rechten geht aut dem in My zus 


Rechten herrer, wenn, Bus * ſtatt x geſetzt wird. SIE nämlich. 


| 1,11 
ur ſo ißp gı=; .alſo 35 Fa 
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Kotangente, u. ſ. w. fe, jedesmal unendlich viele Bogen. Des 
halb find Die Gleichungen J. — VL) ganz vollſtändige Gleichungen. 

Sind aber auf dieſe Weiſe in den Gleichungen L— VL) 
Die gedachten Funktionen von x wirklich hergefieht, fo kann man 
sum auch fogleich ihre Ableitungen finden. Man findet näm⸗ 
lich (Vgl. $. 150. Beifpie 35.— 37.) 


—— — a a) 


II. — — v3 Allo d a) 


I. Fame 1 hr alſo —E ) = pm: 
IV dl —* 


re Sm a Our), = Tre 
ve — a a), Ser 


I \-_—L_.: I \ ——— 
VI. —E — u Ve 3 alſo et). = Vet 


$. 152. 

I. Man kann jedoch auch von folchen Funktionen y von 
x bie Ableitungen nach x finden, welche nicht wirklich entwik⸗ 
kelt gegeben find, fondern zwiſchen denen man nur eine Glei⸗ 
hung gegeben hat. Denkt man fih nämlich in einer folchen 
Gleichung zwiſchen x und y, unter y diejenige Funktion von x, 
welche. aus der Auflöfung der Gleichung nach y, für y hervor; 
gehen würde, — fo find bie beiden Seiten der Gleichung genau. 
eine und biefelbe Funktion von x; — oder, beide Seiten find 
genau eine und diefelbe Konftante nach x, wenn nämlich Die 
eine Seite eine folche if, fo daß fich dann auf der audern 
‚ Seite die erpliciten x und die implicit in y enthaltenen x 
gegenfeitig aufheben; — oder, «8 find beide Seiten ber Gleis 
Hung genau Ru, wenn Die eine Seite näinlich Null ift, fo 
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! 


daß dann auf ber andern Seite wiederum bie erpficiten uns Hi 


die impliciten x einander aufheben und vernichten. — In allen 
drei Fällen aber müffen deshalb Die Ableitungen beiber Seiten 
ber Gleichung nach allem x (d. h. nach dem erpliciten und 
implicit in y enthaltenen x) einander gleich ſeyn, fo Daß, wen 
die eine Seite der Gleichung nach x konſtant ober Ruß ik, 
ihre Ableitung nach x aljo der Null gleich fich ausweiſt, daun 
auch die Ableitung der andern Seite ber Gleichung nach x, % 
Null gleich ſeyn muß. 

Auf diefe Weile giebt jede Gleichung zwiſchen y und =, 
augenbliclic eine Gleichung zwiſchen dy,, y und x, welche 
eine Ableitungs⸗Gleichung ber erfien Ordnung genannt 
wird; fo daß man dann aus beiden Gleichungen, die beiden 
Bunktionen von x, nämlih y und Ay, (in x ausgebrüdt) 
finden kann. 

Wenden wir dies zunãchſt auf einige der früheren Beifyiele an. 

Beifpiel 1. Es fen nämlich y gegeben durch die Gleichung 

1) a’ xX, 
fo daß yalgı= ze: wird, welches Sen giebt. — 
Nimmt man aber von der Gleichung 1.) links und rechts die Ableitun⸗ 
gen nach x, fo erhält man, weil Ox,—1 iſt, } 


2 a'-loga-dy,—1; 
Daraus folgt dann fogleih, wenn aus 1.) und 2,) a’ d. h. y eliminit 
1 " 
wid, Oy, * Tã za; wie vorher auch. 
Beifpiel 2. Es’ fey 
t) siny=x, af eesy=Vi-—x?, 
fo giebt diefe erflere Gleichung, wenn fie nach x abgeleitet wird, meil 
ö,—1 if, 
1 1 
’ = 1, al [N Ö — — ZZ ——,; 
cocyedy, ſo d. Sg nn 
welches Reſultat genau mit 8. 154. 1.,.) ſtimmt, weil y nichts ander 
1 
ald 7* iſt. 
Beiſpiel 3. Iſt dagegen 
' sy =X, Al siny= vi-2, 


— 
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fo giebt biete erfiere Gleichung, nach x abgeleitet, 
| 9) ainy-dy,=i, ale &y, my, 


welches mit $. 151. II,.) übereinkimmt. 
Beifpiel 4. Hat man 
1) Isym=x, 
fo giebt diefe Bleihung, wenn man linke und rechts die Ange nach 
allenu x nimet, 
1 


1 
*5 8,=1, elf öy, = o0sy? == 
weiches Mefultat wiederum ‚mit €. 151. IH,.) ſtimmt. = 
Beiſpiel 5. Wäre gegeben bie Gleichung 


1). x’ Ay2-+4y°’=0, 
fo würde folche, wenn man nach allem x dic Ableitungen nimmt, {07 


gleich geben 
8x9 27? —ixy-dy,H12yN-dy,=0, 


2) 32° —2y?+-(12y?—4xy):dy, =0. 
Eliminirt man nun * 1) und 2.). den Ausdruck y fo erhält man eine 
Gleichung gwifchen x und Oy,,, welche nach Dy, eine. Fubifche wird, fo 
ta man für Oy, drei Werthe bekommt. — Es hat aber auch ans der 
Gleichung 1.) der Unbekannte y brei Werthe, und jede Form von y 
giebt eine Ableitung (öy,) nach x. 

IH. Vermöge derfelben Betrachtung kann man auch die Ab: 
leĩtungen zweier Funktionen y und z von x finden, welche mit 
telft zweier Gleichungen zwiſchen x, y und z gegeben find. Man 
nimmt von jeder Gleichung ‚die Ableitung nach allem x, — be 
kommt zwei neue (Ubleitungse) Gleichungen zwiſchen x, y, 
2, welche auch noch dy, und dz, enthalten, und kann dann aus 
allen vier Gleichungen die vier Funltionen y, 2, dy,, dz, in x 
ausgedrückt finden. 


Sind 4. B. y und. z gegeben durch die beiden Gleichungen 


der 


1) ax+by+c2+d=0 
und 2)  Ga&-pP’-Hy—gd’+ae—r?=h>, 
ſo giebt die erſtere, wenn fie nach allem x abgeleitet wird, > 
3): a-+b-öy,-Fe-dz, = 0;. - ’ 


die andere dagegen giebt, nachdem man fi durch 3 dividirt hat, 
4) @-pPr6-9D d&,+G—r)d,=0; . 
und aus dieſen vier @leichungen, wenn man fie nach den vier Unbefann- 
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ten y, 2, dy,, Oz, algebraiſch aufloſt, erhält man Oy, und Oz, gene 
eben 9, wie wenn man aus 1.) und 2.) fogleich y und z im x andge 
drüct gefunden, und dann von jebem ber beiden gefundenen Werthe y, 
und =,, bie Ableitung nad) x genommen hätte. 

III. Auf dieſelbe Weife Tann man aber auch bie Ableitun 
gem dreier Sunftionen y, =, u von x finden, welche durch drä 
Gleichungen zwiſchen y, z, u und x gegeben find; dadurch 
nämlich, daß man von jeder Gleichung die Ableitung (beide . 
Seiten bee Gleichung) nach allem x nimmt, und fo bie drei 
neuen Gleichungen fich bildet, welche dy,, Oz, und du, enthalten. 

Und daſſelbe kann man beliebig weiter ausdehnen. | 

IV. Nimmt man aber von foldyen Ableitungs: Gteichungen 
der erfien Ordnung (melche bereitd dy,, dz, etc. etc. enthal⸗ 
ten) noch einmal die Ableitungen nach allem x, fo erhält man 
Ableitungs-Bleichungen ber zweiten Ordnung; melde 
auch noch D°y,, Ö?z, etc. etc. enthalten. — Sind daher eben 
fo viele Gleichungen als unbekannte Funktionen y, z etc. etc. 
gegeben, fo befommt man auch eben fo viele Ableitungs⸗Glei⸗ 
Hungen der zweiten Ordnung, als zweite Ableitungen dey, 
Ö°z, etc. etc. zu finden find, und man kann daher (durch Auf 
| [lung dieſer Gleichungen) auch noch 8°y,, 8*z, etc. etc. fin ' 
ben, ohne y, z etc. etc, vorher hergeſtellt zu haben. | 

Nimmt man alfo in dem vorfichenden Beiſpiele zu IL) von den Glei⸗ 
dungen 3.) und 4.) der erſten Ordnung noch einmal die Ableitungen 
nach allem x, fo erhält man 
| 6) b-8°y,-+c-8%,= 0 


6) 14H —g-d°y,+(e—r)-0°,=0*) 
als Ableitungs⸗Gleichungen der zweiten Ordnung; und biefe ſechs en 
ungen (1.—6.) reichen aus, um bie ſechs unbelannten; Unter y, 2 
Oy,, O2, dey,, der, vorgeſtellten Sunftionen von x, auf algebraiſchem 
Wege vollends zu finden. 


HM Ei namlich y —q) ˖dy, Ein Produkt ans der Kunktien y-4. 

(son x) nnd dy, (als Funktion von x). Man muß baher die Lormel 
6. 150. B. 2.) in Anwendung bringen. — Daffelbe gilt von dem näce 
Ben Gliebe (2 1)-dz, in der Gleichung 2 
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% 153. 


nung des Tantor’fihen Lehrfapes fie Yunttionen twäR vb Mhchie 
Vetanderlichen. 


Wiederholt man ganz: genau dad Verfahren dee $. 60); 
van fich aber dabei ſtatt einer ganzen Funktion eine völlig 
e Funktion , von'x und y, fo erhält man bier wie 
rau denfelben Satz, nämlich 


h,ytk — ,, tl: h+ 8%, . + sg, P 3T 4 ... 


FO KR E30 Een 


k2. hk® 
+ an 
+ 9%: te 


ft der „Taylor'ſche Lehrfag für Funktionen 
Veränderlichen“, während 8'f,, mit (öf), ober 
f,)z gleichbedentend genotinhen if; und eben ß " uk 
it auch 

DU, = KO), = DR), = —X 


NEE, 
if. | 


5 aber die Ordnung des Ableiten nach x und nach y art helle⸗ 
af. B. DCO°E), =), ik, geht Cwie 6. 60. fehen läßt) 
vervor, dag man * E auf doppelte Art entwickelt erhalten 
mal, indem man zuerk f., „ möch Petersen von ia emtsöizkelt, 
her erfi y-H-k fatt Y ſchreibt, — dann aber auch, Indem man - 
yırk nach Potenzen son k entwickelt, und dann er x+h fatt x. 
ie Vergleichung beiber Reſultate führt dann zu den Gleichungen 
=8086,),; 8°, =), u. ſ. w. fe und dedab Tan 
Zeichen Or:k, ſtatt OCOE)y ober SCORE); = vr ſtatt 

oder flatt — —n.f.m.f einführen, welche Baekhnung 
e der Ableitungen fo läßt, wie ſie ik, nämlich willkührlich. 
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II. Iſt aber f eine Funktion der drei Veränderlichen x, 
y, z, fo kann man zuerſt x+-h flatt x, und y-+-k flatt y 
feßen, und man erhält dann die vorfiehende Entwicklung 1.). — 
Setzt man in felbige zulegt noch 24 flatt z, fo gebt in der 
Entwicklung zur Rechten, jeder einzelne Koefficient wiederum in 
eine Reihe nach J über, und man erhält 


dY) Kart eh tölch+ ee 
Ai 
FOL} Behear 
200, . + .. 
— 


20* Fr te 

wo wir noch alle Glieder der zweiten Dimenfion (in Bezug 
auf h, k, h hingefchrieben, haben. 

Dies ift der „Taylor’fche Lehrſatz für Funktionen 
dreier Veränderlichen“. 

II. Auf dieſelbe Weiſe fortfahrend erhält man den 
„Taylor’fchen Lehrſatz für Funktionen von vier, fünf E 
und beliebig viel Veränderlichen". 


$. 154. 


Maan kann aber num die Sefege bes Ableitend vollends hinſtellen. 
41) Wir haben nämlich bereits im $. 150.) gefehen, daß 
wenn f eine explicite Sunftion von x ift, die t erplickt nicht 
enthält, — wenn aber unter x felbft wieder eine Funktion von t 
sage wird, dann allemal 
dy= = - öf, dx. | 





ſeyn if 
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4° Wir fügen jetzt noch hinzu: 

J 2) Wenn f eine erplicite Funktion von x und y if, die 
aber t erplicit nicht enthält, und wenn unter x und y felbft 
wieder Sunktionen von t verftanden: werden, fo ift allemal 

IL Of, = öf,-dx-+-Of,-dyı 

3) Wenn f eine explicite Funktion von x, y und z if, 
die aber t nicht explicit enthält, und wenn x, y, z felbft wieder 
beliebige Sunftionen von t vorfiellen, fo ift allemal 

IIL Of — dſ. Oxidf, dy. + Of, -dz.. 

4) Und dies läßt ſich auf explicite Funktionen von beliebig 
viel Veranderlichen ausdehnen, welche t felbft nicht explicit 
enthalten, während die erfiern DVeränderlichen wieder als belie⸗ 
bige Funktionen von t gebacht werden. 


Son nämlich) im Falle der N. 2.) Of, gefunden werden, fo muß 
mean F.,,,) in eine nach Potenzen von g fortlaufende Reihe entwickeln 
und den Koefficienten vonig" flatt Of, nehmen. — Go wie aber t--g 
Ä Ratt t gefegt wird, geht (nach dem Taylorfchen Lehrfage $. * Ko) 

a) 2, über inz,,, d. b. inx-+-h, we h=öx.: g-+ö°z,.® 27 5 +... 
und 

2 

M) y, Über in yepe d. h. in y-+-k, mo kadyeg+öy.S +; 

md es wird alfo 
Kr = herhytke 

Rum man nun fatt En... die Entwidlung aus $. 153. N. 1.), 

ſubſtituirt man in. folche ſtatt hund k die Werthe aus «.) und 4.), 
srduet man alles nach Potenzen von g und hebt man bloß die Glieder 
hervor, welche g” enthalten, fo findet man Of, -dx,--öf,-dy, als Koef; 
fieient von g", wodurch die Formel IL) außer Zweifel gefegt if. 

Soll aber Öf,, im Zalle der N. 3.) gefunden werden, fo muß man 
bemerken, daß wenn t-I-g flatt t gefetst wird, dann nicht bloß x und y 
in die Reihen x-+h und y-H-k, wie folche in a.) und 6.) zu finden find, 
übersehen, — fondern daß auch noch übergeht 


M in n,dbinzr, me 1=dn.gr+0%. at if. 
Deihalb wird nun 





EEE a ART — — 
1 23 
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Nimmt man bier aber ſtatt des Ausdrucks zur Mechten feine Entwiclung 
aus $. 153. N. 2.5 — ſubſtituirt man zu gleicher Zeit Ratt h, k, 1 die 
Reihen nach g aus a.), £.) und y.), — und hebt man bloß die mit g' 
affieirten Glieder heraus, fo findet fich fogleich als Koefficient von g' 
OL, -&x,-}-öf, -Oy,-4-df,-dz,, 
wodurch die Serma IH.) auger Zweifel geſtellt fich ſieht. 
U. ſ. w. 

man aber in Worte aus, was die Gormeln I) 

II), etc. etc. lehren, fo kann man fagen: 


Man findet von jeder Funktion f, welche t bloß implict 
(in x, y, Z, u, etc. etc.) enthält die Ableitung nach allem, 
wenn man die Ableitungen derfelben Funktion £ nach den t 
nimmt, welches einzeln in x, oder in y, oder in z, oder inu, | 
oder etc. etc. fteckt, (alle die übrigen biefer Veränderlichen dabri | 
jedesmal als conſtant anficht, fo daß jedesmal bloß bie Son T 
mel I. in Anwendung kommt) zulege aber alle dieſe Partial⸗ 
Ableitungen addirt. 


§. 1546. 

Betrachten wir dieſelben Fälle 1.) 2) 3.) ete. bes $. 164.) 
jetzt unter der Vorausſetzung, daß f jedesmal den Veränderlichen 
t auch noch expficit enthält, fo finder man 
- 4) im Falk des $. 154. N. 1.) 

fee = df. df. xx 
9) im Falle des 6§. 154. N. 2.) 
Of — Ih - dx +öf,»dy:; 
3) im Falle des $. 164. N. 3.) 
Of. = 4-9,» x öf,Oyı-+-Bf,-dz, > 
u. ſ. m f | 
Diefe Geſetze findet man aber wieber dadurch, dag man f.4,, nad 
g entwickelt und dann jedesmal den Koefficienten von g' berausfudt, 
welcher —Öf,,, fern muß. 
Man erhält jedoch auch die hiefige 1.) aus der Formel HI.) des'6. 154) 
unmittelbar, indem man daſelbſt fatt y. die einfache aller Funktionen 
von t, nämlich 1-1 oder t! oder 2 felbR ſetzt, ſo daß dy. S dt, = 1 win. 
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Eben fo erhält man die hieſige 2.) unmittelbar ans der Formel III.) 
bed $. 164.), wenn man in jene bloß t ſtatt &, ſetzt, fü daß Or, ==0L, —=1 
wird. — U. ſ. w. f. 

Anmerkung. Denkt man ſich aber unter x, y, 2, ete. 
ſolche Funktionen von t, welche Fu identiſch der Null (oder nur 
einer Conftanten nach x) gleich machen, fo ift allemal das fo 
gefundene Of der Null gleich (nach $. 152.) 


5. 155. 


Dieſer Geſetze der $. 154.) und $. 154010) kann man ſich 
ſogleich bedienen, um Ausdrücke, welche außer mehreren Verän⸗ 
derlichen x, y. etc. ete., auch noch Ableitungen z. B. von y 
nach x enthalten, ſogleich in andere, den gegebenen gleiche Aus⸗ 


hrücke zu verwandeln, in denen dieſelben Ableitungen nicht mehr, 


vohl aber Ableitungen von x nach y, oder wohl auch Ableis 


ungen von x und y Nach irgend einem dritten Veränderlichen t 


ſenommen, vorkommen. 
Sol z. B. der. Ausdruck 
(Or y?” (1 +3,38 * 
x Bu | 
uf dieſe Weiſe umgeformt werden, daß man fich unter x, alſo 
wich unter y eine Funktion eines neuen Veränderlichen t denkt, 
ind nun flatt der Ableitungen dy,, 8°yz lieber die Ableitungen 
IX, Oyı, 8°x,, 8?y, eingehen follen, — ſo geht man von ber 
sormel & 154. L) aus, nämlich von 
| Oyı = dyr-dx, i | | 
nd nimmt von folcher links und rechts aufs Neue die Ablel: 
ungen nach allem t, und man erhält, indem man jedesmal von 
er neuen Gleichung abermals links und rechts bie Ableitungen 
ach allem. t nimmt, 
1) Mid ön; 
2) 8°y, = 8°y,-dx°-H-öyr-d°x:*); 
*) Ninmt man von der 1.) links und rechts die Ableitungen nadı t, 


n aus ihr die Gleichung 2.) zu erhalten, ſo muß man ſich erinnern, daß 
92% I 
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3) dry =dty,-dx? +30’, I’ dys dt; 

u. ſ. m. f. 
xöſt man diefe Gleichungen nach dy., 8*y., etc. etc. algebraiſch |. 
auf, fo erhält man 





— dyı, 
I. dy. — dx,’ 
1 de — —A———— 


u. ſ. w. f. ) 
Dieſe Gleichungen aber gehen, tern man ty min | 
wo dann dy=dy,=1, y=d’y—0, u. ſ. f. wirh, 


l.. öy, = x,’ 
1,. 9, —— tl; 
xyꝰ 
u. ſ. m. f | 
Subftituirt man aber dieſe Werthe aus 1.) und IT) fat. 
öy, und 8?y, in den Ausdruck ©.), fo wird folcher 


_y? Ara 
(9) X "ax ’y—dyı- :O?x, 
Subfituirt man jedoch Die Werthe aus I,.) und N, .) fat 

dDy, und dey, in den Ausdruck ©.), fo wird derſelbe 


dy, wie y felbit, eine Funktion von x ift, daß daher nach derſelben Fer 
mel 1.), wenn man dy, flatt y fest, 
08,,),=88y,),-81,=0°y,-Ox, | 
wird. — Eben fo muß man bei den übrigen Ableitungen verfahren. — 
*) Man Tann die IL) eic. etc, auch unmittelbar aus der I) dadurch 


ableiten, bag man von der I.) hinter einander die Ableitungen nad t 
nimmt, endlich auch Dadurch, daß man von ber I.) hinter einander die 


Ableitungen nach x nimmt, rechts aber durch ꝙ bezeichnet und nun 


nicht überſieht, dag nach derſelben Formel 1) Op, =. if. 


Is 16 Die Meiungs-Dehmng 3A 


3 
(9,)** . 7 

%y 
wo man, wenn man will, das — Zeichen noch tweglaffen Fan, 
weil die Potenz im Zähler doch zweideutig ift, fo daß der Aus⸗ 
drud ©) oder ©,) oder ©.) doch immer Z und — zugleich 
vor fich, ftehen hat. 

Subfituirt man in den Ausdruf ©.) wiederum flaft 
dy. und 8?y, deren Werthe aus 1.) und 2.), fo heben ſich 
_ Dx, und 82x, von felber weg, und man erhält den Ausdruck 
©.) wieder. — Hätte man aber einen andern beliebig gegebenen 
4 Ausdruck F, 7,0x,,0y,,0°x,,0°y, gehabt, welcher nächſt x und 
y die Ableitungen dx., Oy,, 8°x,, 8°y, enthält; ſubſtituirte man 
in denfelben flatt dy, und 8°y, ihre Werthe (aus 1. und 2.), 
und fielen dann die Ableitungen dxi, x, nicht von felber 
‚heraus, fo wäre dies ein Beweis, daß es nicht möglich ift, Den 
Ausdruck F fo umzuformen, daß in ihm y bloß als eine Funk 
tion von x angefehen werden kann, fo nämlich, dag. in ihm 
außer x und y bloß Ableitungen von y nad) x vorkämen und 
von t gat nicht mehr die Rede wäre. 

Dieſe Umformung der Ausdrücke mit Ableitungen nennt 
man übrigend dag „Webertragen der Unabhängigkeit 
„von einem DVeränderlichen (x) auf einen andern 
u(t oder y).4 | 


3 





$. 4156. 
De Maclanrin’ihe Lehrfas. 
4 Setzt man in on Taylor ſchen ehefa 

1) In=ktödh- ost, to te 
zuerſt a flott x, dann aber wiederum x—« ſtatt h, fo er 
halt man 
9) 8, „= wröß: a0 ED! — a)? 9%, ea tn 

wenn f,, Of, 06, 0°%,, ete. etc. re Werthe der anttione 






—* Sem Ende IL Kir! 


der Die Were berwibes fie ı— =, br Fr — 
Einen zupcäcen fir einen bejmmuen Far zus a, abe al 
fir x=-6, bice Kerfürinee bie Gern E, aber cine wir 
im 2:22] umuiifse: Sec onen (nf. & 140. Eok) 
Zies yeigt cher baca geheimil an, Bag badmal eine jcld 
Entwidelung, im ergeru Tale wach ganzen Form ki 
beſinnucn Tifferen; x— o, im andern Fele nach ganzen P 
um ven x, nicht meglih ik. — Man darf aber bar 
nur dem « einen andern und einem ſelchen Werth geben, fi 
weldyen jebe ber gedachten Zunfzisum £,,. OL, d°&, O°’f,,etc.ct 
wirtiih einen beſtimmten Werth annimmt, und die Entwidelu 
nad) ganzen Potenzen Biefer neuen Differenz; x— «a ift wichru 
möglich und zugleich wiederum mittelſt der N. 2.) verwirklicht. 


Beiſpiel il. Will man 5.8. Iog(1-Hx) nach ganzen Poten: 
von x entwideln, fo hat man 


1 2 
ſ. ogli-+x); En pre I, =— —— f +47 





BEE ET TE 
re = ge ne 


Der gemeine Maclaurin'ſche Lebrfas (M. 3.) giebt alſo nun, ind 
man bier Nun ſtatt x ſeizt, 


— 


$g 156. Die Ableitungs- Rechnung. 343 


log(i4x) = Jogi x - ar’ -Hir’— ix--ir’— ir, 
wo Zog1=0, aber auh Zogl=-—t2nx.i ($. 89.) genommen ters 
den kaun. 
Wollte man Zog(1-Fx) nach ganzen Potenzen von <—1 enttwideln, 
fo müßte man in N. 2.) .- nehmen; und man erhielte dann 


| Togt-H)=1og 24" >—— 5 ) +5 )- —EF 


Setzt man hier 3. B. on alſo x<=i+ie 


1+x=" wird, fo. findet fich hieraus 
log y = logd+ 75 — 2185 +3 1950 — 4 '10855°T'5 "100055 ele.etc. 
Da nım dog" —lagit— logs if, fo folgt hieraus, wenn Zog2 und 
log5 bekannt find, fogleich Zog1t mit fehr geringer Mühe bis. auf 7 Der 
eimalßellen genau. 

Beifpiel 2. Wollte man Fogx nach ganzen Yotenzen von x ent 
wickeln, fo bätte man 
logx; —E— det 5 hm; 0%, =; etc. 
und feste man'bier O ſtatt x, fo würden die Nenner alle Kl werden. 
Eine Entwichlung von Zogx nad) ganzen Potenzen von x ift daher nicht 


möglich. Wohl aber ergiebt fi) aus N. 2.) ſogleich bie Entwicklung von 
logx nad gamen Potenzen von x—1. 











3 en, 
is, . 
— 5) 


Beifpiel 3. Wollte man Ix in eine noch ganzen Potenzen von x 

fortlaufende Reihe entwickeln, fo hätte man 
1 x | AL? 
=—-ı; 0, = 8, = DZ 
= sin = FCY x (d -x2 = —E x 
a ‚def, — IHT2R? 24x? 
| (1x?) (1—x’)3 

Segt man nun bier überall O flatt x, wie es der Gag N. 3.) verlangt, 


fo erhält man u 1.3) :- 
I, 1-4 x? , 4.3.5 x” 
sin” =,0+x +7 Str 4 Sta tr 


1 — 
wo man — 00, aber auch) 0=nz fegen kann, unter n Null und 


jede poſitive und auch jede negative ganze Zahl verſtanden (nach $. 78.). 
— Diefe Reihe giebt alfo, wenn man ſtatt x irgend einen Sinus ſetzt, 
allemal fogleich den zugehörigen. Bogen. 


Dad Geſetz, nach welchem dieſe Reihe für x fortfchreitet, iſt hier 


zwar fichtbar gemacht, jedoch auf dieſem Wege föner zu erfennen. Wenn 
man aber bedenkt, daß 








3 etc, etc. 


\ . = 
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Of, = a) a | 


= Kay), Ä 
ſeyn muß; fo kommt alled Darauf an, den Werth von SI xy"), 
für x=0 auszumitteln, um auch 8°, für x—=O zu haben. — Din 
wird aber durch den nächken Paragraphen möglich werben. 
| $. 157. 

Man Fan fih auch umgekehrt des -Taylor’fchen Lehr 
ſatzes bedienen, um in allen den Sällen, wo man Fin ohne 
Zuziehung deflelben in eine nach ganzen Potenzen von h fort 
laufende Reihe, alfo 5. 3. mo man 
1) &ıa=AotAıhb+A;,h®--A,h’t u Ahr Le 
gefunden hat, — bie ne Ableitung 8°% fogleich und unmittelbar u 
finden, ohne die auf einander folgenden Ableitungen Of,, 5*%, 
etc. etc. erft nach und nach aus einander entwickeln zu müſſen. 
Vergleicht man nämlich die Entwicklung 1.) mit der des Taylor 
fchen Sages, fo findet man 


9) def. 


n! 


Anmerkung 1. WIN man 5. B. 8’Cp-Y), auf dieſem 


Wege direkt finden, während p und ıp irgend gegebene Funftie: 
nen von x find, fo bat man 


(p ) Para Porn 

h? h? 
(Het) 
Multiplicirt man aber diefe beiden Neihen mit einander (nad) 
$. 45.), fo findet fi) als Koefficient von n 


(Od), = 8'p,Xy, m -8°"'p,-Oy An. 8" Da pe 


+08 p dp + nn Op, te. Ib OR 
wo die einzelnen Koefficienten n,, nz, na, *** 2.7 Die Binomial⸗ 


iR, daß alle 


J 





—=A,; alfo ot, —=n!A,. 
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Koefficienten ber nien Yotenz eines Binomiums vorftelen, fo Daß 


Setzt man in diefem Reſultate 3.), ſtatt n nach und nach 
2, 3, 4, 5 etc. etc., ſo erhält man: 
82m) = -d2p-+2- dp -Sptgp-öty; | 
8: (m) = -0°P+-3-8°9-dp+-3-0p-dp-4-p-d%p; 
(d-- 8a) = dtp -4-d°p-dp+6-d°p-d’ıp 
+4 89-dyp 4-98; 
EN »-d:p-+5-d*p-dp--10-8°p-9°% 
+10.8°9-8°9-45. dp. +p-O%p; 
u. f w. f., wo die Ableitungs- Zeichen d nach x zu nehmen find. 
Um die Anwendbarkeit diefer Nefultate durch ein Beiſpiel nachzuwei⸗ 
fen, ſey y=tigx nah dem Maclaurin’fchen Zehrfage in eine nad) 
sangen Potenzen von x fortlaufende Neihe zu verwandeln. — Dan muß 
au dem Ende von igx, die Ableitungen hinter einander entwickeln, um 
äulegt O ſtatt x fegen zu können, weil dies die Koefficienten der (gemeis 
nen) Maclaurin’fchen Neihe find. Allein dies führt zu fehr unangeneh- 
men und, wenig Überfichtlichen Rechnungen, wern man nicht kleine Kunſt⸗ 
. griffe anwenden. Es findet fich aber zunächſt 
öltgx), = _— =scx, d.h. d%,=1-+ry°. 
Daraus 





H, =), =), = 0 -j)e 
Nun wird Ai x=0, ud y=0, y,=1i und dey, Oʒ die 
Werthe ’y,—8°(y-J)o, Oya=d’ly-y), 8°yo =Bd*y-J)o, ete. 
etc, finden fich aber aus den Formeln C.) oder O.), wenn man daſelbſt 
e=sYypm=y nimmtund x==0 ſetzt. — Es wird dann (aus CL. oder O 
d’yo —9, yo = 8°. = 8°, = Or, =0j 
ö'yo JJ =165 8°7,=2-.6-dy,.0°y.-r20-(0°y0)°; 
u. ſ. w. f.; | 


*2 Eigentlich iſt nach N. 2.) dasjenige Glied von 8’), ; welches 
aut) O'ap, 


bie Saktoren ON "'o, und 9 belonunt, fo: n! Kan 





rm 


Weil aber (nach $. 37.) rer: du h. 


nichts weiter iſt als der rie Koefficient von der mien Poren ne Bine 
miums, fo if die obige Behauptung richtig. 





346 Höhere Analufis. L Abth. Kap. J. $. 157. 


fo daß die Ableitungen der ungeraden Ordnungen aus einander nach einem 
leicht zu überfehenden Gefege gefunden werden, für den befondern Werth 
O von x. 


Anmerkung 2. Setzt man in der vorſtehenden Kor 

0) (x—o)” ſtatt 9, fo wid Y—mkx—a)"); 
a2 — mil _ ae; de mx ae; 
Sy m — ao)" und Brp—m!, dagegen Srt!y— 
"tu — etc. etc. —=0. A daher n>>m, fo fallen aus der 
Sormel ©) alle mit "tip, Artdp .- Arıp behafteten Glie 
ber heraus, und fie bricht ſchon mit dem Gliede n„-.m!d”"o 
ab, und diefes Glied iſt zu gleicher Zeit das einzige, welches 
den Faktor x— a nicht hat; während n.m!= nt if. 

1) Für x=a und n>m findet fi alfo 

dx a)”. 2), — nal, a, 

wo 8, das bedeutet, was aus 8°" . wit, wenn man 
« ſtatt x feßt. 

2) Für x — und n=m findet ſich aus danfelben Grunde 

(x — u)” 9), m!p,- 
3) Für x=a und n<Im Wird dagegen 
8°(&— a)", = 0, 

weil num alle Glieder in der Entwicklung von d"(py\, den 
Saktor x — a enthalten, alſo — O werden, ſo oft x=a ge 
fegt wird, x 


§. 15768, 

Auf ganz ähnliche Weile kann man ſich des Maclaurin 
fehen Lehrſatzes bedienen, um in allen den Fällen, wo man f; 
direkt und ohne Zusiehung beffelben, in eine nach ganzen Pa: 
tengen von x fortlaufende Neihe zu entwickeln fich im Stande 
fieht, den Werth von 2’ fir Xx—0 (alfo 8”L,) direkt zu 
finden, ohne DO’, felber vorher herſtellen zu müſſen. Iſt nämlich 
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4) £—B+Bix-+B,x’+B,x’-+ Baron, 
und vergleicht man dieſe Reihe mit der des $. 156. N. 3.) 
fo findet fich 

De 


ar = Ba; alſo 877, =n!B. 





1 
= RT 


iR, nach dem binomifchen Lehrfage 
ee ———— Pins 


alſo if (nach 5.) ' 

Ö I =0, ſo oft a ungerade if, 
und 
—ı . 

ar - Im » oft m gerade if; 
oder es ift für jede eh tive ganze Zahl w, 


a3 
eo und RN Zae ) 


Deifpiel 2. So ik OU, = re — (41+x2)-1; 
ale tx y —EXä—— 


Weil aber nach dem binomiſchen Lehrſatze 
A+)T=1- X + LIU me 





At; hl IN — 

*) Weil o(_x Karte AZ A = 
Sfd—x?)"],. und da dies letztere für x0 ſelbſt der Null gleich 
wird, fo oft m ungerade (n--1 gerade) if, — fo if et Zr a =0, 





u 
fo oft mi gerade if, Und da Ord—x nid Sms wird, ſo 


Jnl2 
at m gerade, alſo n4-1 ungerade if, fo ik art!(- —R * 


ſe oft 41 ungerade if, Dadurch aber füllt das Sehr der Entwicke⸗ 
Mag von 5.2 (G. 186, Beifpiel 3.) er gehörig in Die Augen, 
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iR, fo hat man für 250 | 

Hz x) =0, fo oft n-+1 gerade 
und 

ne x) = (—1)".n!, fo oft n-+1 ungerade if. 


Wollte man alfo 1. 2. x mittelft des Maclaurin’fchen Lehrſate N 


würde man fogleich Raben 
1 


. 6) gg I 04x — 4x? -3x’— 4x7 ix’, 
mo ſtatt Fo die Null, aber auch mx geſetzt werden kann (mil 
56. 78.—850.), wenn n Null oder jede poſitive und auch jede negetin 
ganze Zahl vorkellt. — Diefe Reihe giebt alfo den Bogen 4.. ß 


Ri 
bald die Tangente diefes Bogens ſtatt x geſetzt wird *). 


$. 158. 
Bon ber Entwidelung von f,,] nach gebrochenen Potenzen von h, für bieienigen (ec 


dasmal nicht eriftirt, 


Weann für einen fpecielen Werth « von x fowohl f,, al 
auch Frn einen reellen Werth haben, auch wenn h unenb⸗ 


*) Dies gicht ein einfaches Mittel ab, die Zahl = noch auf einem 
anderen Wege zu berechnen, als folches im $. 59.) gefchehen ik. Daſi 
nämlih igax—1 if, fo fegt man im obige Formel 6.) 1 flott x, un 


man erhält 
a—=1-;413- +tr5—- 55 du ES Aueh € ar mh 
Mau kann de zuerſt einen Bogen z berechnen, deſſen Tangente =! 
if; dies giebt (nad) 6.) 
5 nu z st 378 4 zus t5 Ir sr 20T 
Hiernach berechnet man einen Bogen 2’ deffen Tangente =4+ if; man 
‚ndet a aus 2 
- Ita Harte 
Dann sbbirt men z und z’ und man hat wiederum Zx. — Dean CH 


la wvE 1; folglich it ar 





Ü 
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F 


lich⸗klein gedacht wird, fo läßt fich die Differenz Eın—k 


(entiveder gar nicht oder doch) nur nach pofitiven (ganzen 
oder gebrochenen) Potenzen von hin eine Reihe verwandeln, 
weil jebe negative Potenz von h, z. B. h, für h=0 ein 


@lied von der Form 7 liefern twürbe, während Krk in 


demſelben Falle der Null gleich, werden muß. 


Findet man alfo für diefen beſtimmten Werth « von x 
auf irgend einem Wege 


.9-- Gab Arch" +Azh” Ach" +A,h" te 


nach fleigeriden Potenzen von x geordnet, fo daß wir 
m,<m,<m,<m,< etc. etc 

vorausiegen; fo it m,<1 oder m, —=1; denn zeigte fich 

ber erfte Erponent von h, —>1, fo könnte man das Glied 


 0.h?t noch vorfegen, fo daß man doch wieder m, —1 oder 


A,—=0 hätte; alfo kann man behaupten, daß m, nie >1 iſt. 
Set man nun x—+h, oder vielmehr «--h, =z, fo 
wird, welche Funktion von z unter p, verfianden werben ‚mag, 


weil du=1 if (nad) $. 150. I.) 


0) dp), = 9p,- 
- Die, obige Gleichung (5) wird nun (für x= ao) 

1) &—k=A,.h"+A.h” Ah” +A,.h" te. 
und giebt, wenn man von ihr hinter einander bie Ableitungen 
nach h nimmt (nach 9) | 

2) &,—=m,A,.h*"'-m,A,-h""'--m,A,.h"1 

+mAchÜ he; 

3) 3, —m, TA, hm, u — 
tm TA. hmm?_L...; 

4) 8%, — m, A, her? m, 914, ‚her? | 

tm, ia, hrs ur F 
u. ſ. mw. f.; wo die Bezeichnung des $. 25.) gebraucht iſt. 


Man kann auch 3 Bogen z, z/ und 2” berechnen, fo dag zg @+2'+2)= 1, 
alfo tt =hk wird. — uff 
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Wird nun in allen biefen Gleichungen (2., 3., A. etc. etc) 
0 (Rum ſtatt h geſetzt, fo erhält man zur Linken bie Werth 
von df,, 8°f,, 8°, etc. etc. für x—= a, während das, mad 
biefelben Gleichungen zur Rechten (für h=0) liefern, diem 
Werthen bezüglich gleich ift. 

Iſt nun m,<I; fo zeigt fich (aus 2.) bereits Of, =,; 
ift aber m, —=1, fo giebt dieſelbe Gleichung 2.) eh=A, | 
Alſo folgt: | 

J. „Nimmt df. für x == &.n0c) nicht die Form Zi for . 
„bern einen beffimmten Werth an, ſo iſt das erſte Glied der . 
„Entwicklung von kn — noch: immer — dfs-h, mie folhes | 
„nach $. 149. ©) der Hall ift, fo oft x allgemein gedacht wird." 

Iſt aber m, =1, fo ift m,>>1 und entweder m,<? 

sder m, —=2; denn wäre der nächfle Erponent von h, >2 | 
"fo würde man das Glied O-h? einfchalten können, fo daß 
man. m, =2 und A,=0 hätte — Iſt aber m,=i| 
und m,<2, fo giebt die Gleichung 3.), weil aus ihr dad 
mit A, afficirte Glied herausgefallen iſt (wegen m, 1), wem 


h=0 gefegt wird, 9, =; iſt aber m, —2, ſo gi 


bieſelbe Gleichung jet SE—2-A,, ale A. —det4 
Daraus folgt: 

IL Mehmen öf, und 82, fir x=o noch nicht dit 
| „Form = fonbern beftimmte Werthe an, fo find bie beiden ei 





„Glieder ber Entwickelung von Gh, = Of .h-+8° en 


n„alſo genau fo, wie wenn x allgemein gebacht iſt.“ 

"St m, — 1, m,-=2, fo it m,>2 und ntwer 
<3, oder —=3, weil im Nothfalle das Glied O-h? einge 
fchaltet gedacht werden kann. — Iſt aber m,.<3, fo giät 


37 
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e Gleihimg 4), wenn h—0 gefetst wird, weil die mit A, 
d A, afficirten Glieder vorher ſchon herausgefallen ſind, 


= 1: ; it aber m,=3, f giebt dieſelbe Gleichung 


.—31AM,, ao A, — def. = — Daraus folgt: 


IM. „Nehmen di., d2f, und def, für x—=« noch nicht 
ie Form -- an, fo find bie drei erfien Glieder der Enfwicke 
ung von rn —f genau Diefelben, wie folche der Taylorfche 
chrfag ($. 149. ©) für jedes allgemeine x Liefert. 

Man kann aber fo fortfahren und findet: | 

IV. „Wenn der Roefficient o"tif, der erfie if, welcher Für 


:— o feinen beftimmten Werth, fondern etwa die Form - 4 


nnimmt, fo hat die Entwickelung von Kan für dieſen 
Verth x—=a, genau die Glieder ber Taylor'ſchen Reihe 


$. 149. ©) bis zu dem Glicde 8%", einfchlielich; das 

kichfte Glied. der Entwickelung hat aber die erfie gebrochene 

Joteng h*, während x zwiſchen n und n—-1 liegen muß. 
Beiſpiel 1. Es ſey L=xt+ii-a, Pi u, 


+h)*+bYx— ah; alſo wird für x=a 
nk —=bhi+ Ki ee eee 


ıd es nimmt auch bereits = 41524 








= für x die 


1 
tem J an. 


Beiſpiel 2. Mader Kmrttbk—a, fo nid * 
+h) +bx—o-+-h)%, und für x= a mird nun 
En = 4x’h+6x°h?-Hbhö-4+-4xh> he. — 
id in der Chat nimmt jegt weder OL == nd noch 


£, = 1%? 38— a)! für x den Ben | 5 an, ſondern 


1 
oa, = AH ve 
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Beifpiel 3. Hätte man L = a-sin(x—a)-Fb-log(x—-a) gu 
habt, fo würde L,, = a-sin(x—a--b)-+b-Jog(x—a-th) und für 
x=a, ,= 1. h-Fb-Jogh, und f,=b-JlogO geworben 
fen. Dann aber hätte die Differen f,,,.—L für <=a bereit 
Beinen befimmten Werth mehr gehabt, weil ZogO das z if, womit e pe⸗ 
tengirt werden muß, damit e*—= 0 wird, ein folder Ausdruck z aber, 
weder ein reeller noch ein imaginärer, nicht erikirt. Hier alfo kann von 
ber Entwidelung von ,,n—& für 56 nach ganzen oder gebroche⸗ 
nen Potenzen von h, nicht weiter die Rede feyn. 







Zweites Rapitel. 





Anwendung des Taylor'ſchen Lehrfages zur Versleichung zu⸗ 
fammengehöriger, befonders unendlidsTleiner Zuwachſe. — 
Die DifferentialsRechnung in ihren Elementen. 


159. . 


Mir fegen Hier die Säge vom Unendlich» Kleinen und Yon 
den verfchiedbenen Ordnungen deffelben genau fo voraus, wie 
wir folche im $. 50.) bereits bingeftellt haben. — Dielen fügen 
wir jegt die folgenden noch hinzu: 

I. Wird eine Funktion 5 für zwei nächft auf einander 
folgende Wertbe « und a-+-h von x, wo h unendlich⸗klein 
gedacht iſt, der Null gleich, fo iſt nicht bloß 0, fondern 
ah df. —0 für diefen Werth « von x, wenn berfelbe nur 


nicht 8, = =; macht. 


Denn es # nach der Voransfegung, für zu, ſowohl O, 
als auch = 0: daher nach dem Tadlor'ſchen Lehrſatze, und iu's 
velondere nach $. 158.) 

ö,.h+-A-htAy... 
Daher iſt auch (nach $. 50, N. 9.) 8,0 ei =. weil hun 
endlichrHein gedacht if. 

IM. Wird aber eine Funktion f, von x, für drei nächft 
af einander folgende Werthe von x, nämlih für x=u, 
x=a4th und x=a4tmh, to h unendlich .Elein gedacht 
wird, der Null gleich, fo iſt, nächſt &=0, auch noch 
%=0 und &—=0, für x=o; fobald nur nicht der» 
le Wer) x—« bie Ableitungen dh und 8°, auf bie 
Form I bringt, 

SL. | 3 
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Denn es if dann nicht bloß LO, ſondern auch L,,=0 md 
fh = 0, daher (nach S. 158.) | 


mh MD Dh +ök ar HAHRL.. 0 
als auch 2) ,-mb+ört.= ab LB- rEL..— 0; 


alfo auch, wenn man aus Tegtern beiden Gleichungen Bf, dadurch elimi⸗ 
nirt, daß man die erſtere u m multiplieirt und von der legtern fubtrahirt, 


3): Bm) Bm) ht 
Aus 1.) und 3.) folgt user nun (nad $. 50. N. 9.), weil h unendlih 


Hein iſt, daß auch SL=0 und L=O0 ſeyn müſſe, für den ge⸗ 
dachten Werth = von x. 


UIII. Diefe Säge N. 1.) und N. 2) kann man beliciy | 
erweitern, und zwar fo: Iſt fr der Null gleich für mn nacht fl 
einander folgende Werthe von x, deren einer « iſt, währen 
die übrigen durch «-h, a-H-mh, a--ph, a-+-gh ete. etc 
ausgedrückt find und h mnendlichsElein gebacht wird, fo # 
für diefen Werth « von x nicht blog == 0, fondern eb 
werben auch noch (für benfelben Werth & von x) die erfim 
n—1 Ableitungen of., d2f., 8°, -- SE der Null gleich, 
wenn nur Feine berfelben für Bien Werth a von x x bie Form 


41 annimmt. 


0 
IV. Hat man eine Gleichung 0, welche für drei 
Paare an einander. bezüglich nächft anliegender Werthe von x 
‚and y identifch wird, nämlih für x—=a, y=Pß; dann für 
x=a-+h, y=Pp-+k; zulegt für <= o--mh, y=P-+Hok, 
während h unendlich>Elein gedacht wird, fo ift für diefe Were 
. und S von x und y, nicht bloß 0 fondern aud 
noch 8,=0 und d,=0. 


Denn, entwickelt man Kanyn und Kran yynn MAG DM 
Taylor’fchen Lehrfage für: zwei Veränderliche ($. 153. N. 1.) in Fa 
ben, die nach hund k fortlaufen, und fest man babei überall ph fett 


- 





— — — 


[we 
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fo erhält mon für zu und y=B, wenn alles mach Potenzen 
von h geordnet wird, | 


1) 0 
2) +, p)-h+(8°, +28 E „pdf, pa. a pe =D 
3) (,- -m-+öf, °np)-h 4 Ce) ham 0, . 


Daraus folgt wieder (nach $. 50. N. 9.) | 
4) BL-Föl,p=0 und 6) m-di,-Fa:df,-ps= 0) 
und aus biefen beiden letztern Gleichungen folgt wieder 
f,=0 und Öf ‚„-’ fü x=a und ah 
V. Wenn man in einer Bleichung swifchen Uns 
enblich-Rleinen verfchiedener Ordnungen, alle Glie⸗ 
dee der niebrigften Ordnung allein behält, alle Slies 
der der höhern Drdnungen aber wegläßt, fd ift bie 
dadurch entfichenbe Sleihung allemal eine richtige, 
Denn, bringt man die Gleichung, wie fie gegeben tft, auf Null und 
vrdnet man fie dabei nach den Unendlich Kleinen in den verfchiedenen 
Drdnungen, und iſt die nte Ordnung die niedrigfte, fo wird die Gleichung 


die Form ammehne 

+, 
ws p- pa ale Blicer der niebrigften nten Ordnung des Unendlich⸗Kleinen 
z in fih Hereinige. Nach $. 50. N. 9.) iſt aber nun p= =0, | 

VI. Hat man «8 alfo mit Gleichungen zwifchen unendlich⸗ 
Kleinen zu thun, ſo kann man ſchon während des Aufbauens 
der Gleichungen, alle Glieder weglaſſen, welche das Unendlich⸗ 
Kleine in einer höhern Ordnung enthalten würden, als dieje⸗ 
nige iſt, welche in der Gleichung ſchon vorkommt. Dadurch 
wird der Aufbau der Gleichungen ungemein erleichtet. 

Es kann fich aber bei dieſem Verfahren treffem dag die fo 
entſtehende Gleichung identifch wird, d. h. daß fich diefe Sie 
ber der niedrigftien Ordnung alle von felber aufheben, das Re 
fultat alfo zwar richtig if, aber dem Zwecke nicht. mehr, ent 
ſpricht. In diefem Sale muß man alle Glieder der nächſt hö⸗ 
ben Ordnung in die Gleichung mit aufnehmen, und fo eine 
nene Gleichung fich bilden, welche vieleicht eine Beſtimmungs⸗ 

weiq * 
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Gleichung”) ($. 16.5 iſt und deshalb das Verlangte lee. _ 
u. ſ. m f. 


$. 160. 


I. Hat man zwiſchen f und x eine Glechung, fo dag f 
ale eine Sunftion 5 von x bergeftellt werben kann; denkt man 
fih nun unter x und f zufammengehörige Werthe, die dieſe 
Gleichung genügen; find endlich andere zufammengehörige, bie | 
fer Gleichung genügende Werthe von x und f durch x-Ax 
und f-+ Af bezeichnet, fo hat man 

1) = od DD frAf=hrar 
Wendet man auf den Iegtern Ausdruck den Taylor'ſchen Lehr 
faß an ($. 149. ©), fo giebt die Gleichung 2.) fogleich 


3) ° Af=dh-Ax-+ödrH- an! +. 


Die durch Ax und Af bezeichneten —* find die Dif⸗ 

ferengen zwifchen den alten und neuen Werthen von bezüglich I, 
x und f und werben daher auch fo genannt; biefelben heißen L- 
auch die Zumachfe (welche poſitiv, negativ, Null, ja fehl | 
imaginär ſeyn können, und) welche die alten. Werthe von x 
und f erlitten haben, als fie in die, durch x+-Ax und FA 
begeichneten neuen (zufammengehörigen) Werthe übergegangen 
find. — Die Gleichung 3.) zeigt alfo, wie bie Differenzen Ax 
und Af von einander abhängen. — Für gewiffe Werthe von 
x kann aber bie Entwicklung von Af nad Potenzen von. 
Ax (nach $. 158.) auch gebrochene Potenzen von Ax it 
fih aufnehmen. 








*) Man vergeffe hier nicht, dag (nach $. 16.) jede Gleichung den 
Weſen nach eine identiſche iſt, daß aber die Beſtimmungs⸗Slei⸗ 
chung einen oder mehrere unbekannte, durch x, z etc. etc. 
Ausdräde enthält, fo daß fich in ihr erfi dann alle Glieder gegenfeitig 
wegheben würden, wenn man flatt diefer Buchftaben x, z 'ete. etc. die 
Ausdrücke, melche fie gerade vorſtellen, fubftitnirte. — Deshalb gerade die 
nen dieſe BeRimmungss Gleichungen zur Beſtiumung ber unbelannien 
einfimeilen durch x, z etc. etc. bezeichneten Ausdrücke 
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Denkt man fich aber Ax unendlich-Elein von ber fie Dr 
nung, fo wird auch AF unendlich⸗klein von der Item Ordnung 
(wie.die Gleichung 3. zeigt, in Verbindung mit $. 50. N. 8.), 
fo lange nicht OK —=0 wird, d. 5. fo lange x allgemein ge 
dacht iſt. Man bezeichnet nun diefelben zufammengehörigen Zu⸗ 
wachſe Ax und Af, wenn fie unendlich-Elein gedacht werden, 
allemal bezüglich durch dx und df, und nennt fie Dann nicht 
mehr Differenzen, ſondern Differentialien. Weil aber, in fo 
fern dx unenbdlichsElein ift, alle höhern Potenzen von dx gegen 
die niebrigern außer Acht gelafien werden müflen (nach $. 159. 
VL), fo geht die Gleichung 3.) nun über in 

4) df=dh-d*r, oder 5) zZ 
Diefe Gleichung zeigt alfo, wie die zufammengehörigen Differen, 
zialien (unendlich-Eleinen Zumachle) dx und df von einander 
abhängen. — Gie läßt zu gleicher Zeit fehen, daß man die 
Ableitung Of, mit Necht auch (wegen A.) einen Differen- 
tialsKRoefficienten, und ebenfalls mit Necht (wegen 5.) 
einen Differential-Duotienten nennen kann **. 

Das Differenital df finden, wenn dx gegeben ift, heißt 
differenziiren. Weil man aber df fogleich hat (aus 4.), 


dh. 


*) Man unterfcheide von nun an forgfältig die Cfiehenden) d von 
den (runden) 8. — Lenteres ift allemal ein Dperations-geichen, wie 
das Multiplikation, Divifionss oder WurgelsZeichen u. dergl.; erfleres 
(4) bedeutet dagegen an fich gar nichts, aber dz 4. B. ſtellt einen unend⸗ 
Jich-Heinen Zuwachs von 2 vor. 


e) Sollte für einen befonderen Werth & von x die Ableitung Of, 
bie Som I 1 annehmen, fo wäre (nad) 6. 158.) dE=A-(dx)", wo m<i1 


feyn uf; und A müßte für dieſen (Ausnahms⸗) Werth zon x, direkt 
gefunden werden. — 

Gewöhnlich denkt man fi aber in allen Zällen nt df nicht den 
wirklichen Zuwachs von f, fondern die Form OL -dx, fo dag die Gleis. 


dung 5.) für alle Werthe von x beibehalten wird. 
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fobald Of, gefunden iſt, fo beſteht Bas Weſentlichſte des Diffe 
venzitvens im Auffinden ber Ableitungen; und das iſt ber Grund, 
warum man das leßtere Gefchäft auch fchon mit dein Namen 
des Differenziirens belegen kann und belegt, 


$. 161. 


Er f eine Sunftion von x und y, fo kann £ Drei verfchle 
bene Zuwachſe erleiden; a) wenn x allein, b) wenn y allein, 
und c) wenn x und y zugleich wachſen. 

Läßt man x allein um das unendlich⸗kleine dx wachſen 
fo wird der Zuwachs df von f aus der Gleichung 


1) df=öäf,.dx, oder —df, 


gefunden (nach $. 160.0. 4) | 
| Läßt man y allein um das unendlidyEleine dy wachſen, 
fo wird ber zugehörige Zuwachs df (wo aber df jegt ein 
ganz andere Bedeutung bat, als in der Gleichung 1.) aus de 
Steichung 

2) df—df,-dy oder 


gefunden. 

Und machten x und y zugleich um bezüglid, dx, dy, ſo 
giebt Der Taylor'ſche Eehrfag für zwei Veränderliche (des $. 153.) 
wenn man dx flatt h, und dy ſtatt k fegt, auch die Glieder 
der zweiten und höhern Dimenfionen von dx und dy, als Um 
endlich» Kleine höherer Ordnungen mwegläßt, fogleich . 

9) df = öf,-dx-+-öf,-dy. 
In jeder dieſer Drei Gleichungen Vl. — 3.) bat baffelbe Zeichn 
df jedesmal eine andere Bedeutung. Namentlich iſt, wie man 
ficht, der in 3.) durch d£ bezeichnete unendlich⸗kleine Zuwachs 
genau die Summe der beiden verfchiedenen Zumachfe, welche 
in den Gleichungen 1.) und 2.) jedesmal durch Af ausgebrädt 
werden. — Deshalb nennt man die beiden df in 1.) und in 


T 
dx 


df 


we 
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2): welche man, um, ne on einander zu unterſcheiden, bezüg⸗ 
uich fo ſchreibt, nämlich S-dx und r dy, oder auch ſo— 


d df\ . 
nämlich (£)-dx ‚und ar (welche man. aber zwed⸗ 
mäßiger: fo ſchreiben würde, nämlich di und df,) die Theil: 
Zuwachſe oder Partial-Differentialien von f, während 
der Zuwachs df in 3.) dag totale Differential von f ge 
nannt wird. 

Wird alfo hier bloß df gefchrieben, fo vetfteht man das 
totale Differential von £ in 3.) darunter. Die Gleichung 3.) 
kann man dann auch fo ee | 

d=l.4+l 3 
oder | 

ar— — dy, 
wo zur Rechten, der —* dx oder 9 allemal erſt die Ve⸗ 
dentung des Zeichens df im Zähler ‚näher bezeichnet. 

Anmerkung. Iſt aber &,=0 vorausgefegt, für alle zu⸗ 
finmengehörigen Werthe von x und y, fo ift auch rany4ay, = 0, 
und Demnach auch di=0, d. h. | 

öf, dd ·dy ⸗ 0. 


$. 162. | 

Iſt £ eine Funktion dreier Veränderlichen, fo ift das totale 
Differential AE (welches man erhält, wenn x, y, 2 sugleich um 
besüglich dx, dy, dz machfen) allemal der Summe der drei 
Parzial-Differentialien gleich, welche man erhält, wenn x, ober 
y, oder z allein um bezüglich dx, dy ober dz wächſt. Es iR 
nämlich (nach $. 153. N. 2.) 

|  di=dh-dx+öf,-dy-töf,.de, 

oder, nach der andern. Schreibmweife _ 
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fobald Of, gefunden tft, fo beſteht das Weſentlch >. 
renzilrens im Auffinden ber Ableitungen; und tab, 
warum man daß leßtere Gefchäft auch ſchon — 
des Differenziirens helegen kann und belegt — 
4. 161. 3 er 
In E eine Funktion von x un ee — 
bene Zuwachſe erleiden; a) wenn Z 2 
A 9 
Läßt man x allein um z — ⸗ 
ſo wird der Zuwachs df v7: fi 2. — 
1) df—äf,.dr 2% = 
gefunden (nach $. 160° 3 
Läßt man y 6 
fo wird be RA 
ganz andere UF outer FE Mac 
ea . of, eine Funkti v 
7 „ eine Sunktion von. Pan ; 
7, dem zu dx gehörigen Differers dal bon 
u) ober d?f fragen. Man findet barın Aug 
Yyy wenn daſelbſt at flat £ gefegt wird, d*f—gy; 
ne, ia aber dldf), = d(AR- dr = (nach 9. 150, R 
wol = 0°-dx; 


PR wird 


1) d’f=98°5,.dx? ober a, 


-fo daß man ficht, wie dag jweite Differentigg dep 

Zunktion f von x) unendlich-Elein von ber zweiten Er 

iſt. — Und aus demfelben Grunde, nämlich weil dx * 

x conſtanter Faktor und d?f eine Funktion von xi LT 

die N. 4. des $. 160.) ſtatt kgeſetzt werden : h. De 
n 


„Br 


man noch 
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ı=f. dx rn dy-+-S.dz, 


1 (a) 


Anmerkung 1. Iſt ober 5,0 für ale zuſammen⸗ 
gehörigen Werthe von x, y, z, alfo auch. wenn x-4-dx, y-+dy 
und z-4-dz gleichzeitig flatt x, y, z gefegt werden, fo iſt auch 
d=0,b.$b. _ | 
öf,-dx+öh,-dy-+öß,.d=0. 

‚Anmerkung 2. Diefe Betrachtungen laſſen fich auf 
Sunfionen k von beliebig viel Beränderlichen ausdehnen. 


$. 163. 
L u t eine Funktion von x allein, alfo 
df — df,- dx, 
fo tft in dem Probukte Of,-dx, der Faktor dx nach x conflant, 
dagegen iſt der erfte Faktor Sf, eine Funktion von x; folglich 
iR dE mit £ zugleich eine Funktion von x. Man kann daher 
wiederum nach dem zu dx gehörigen Differential von df d. $. 
- nach dd) oder d?f fragen. Man findet dann aus $. 160. 
N. 4), wenn dafelbft Af ſtatt F gefegt wird, d*f = d(df),.dx 
nun ift aber dldf), = d(Af;- da) = = (nah $. 150. B. 6 
dx-8(f,), = 8°6,-dx; 
folglich wird | 
1) d’f=2?f,-.dx? ober =: f., 


ſo daß man ſieht, wie das zweite Differential def (einer 
Funktion f von x) unenblich-Elein von der zweiten Ordnung 
ft. — Und aus demfelben Grunde, nämlich weil dx ein nach 
x conflanter Saftor und d?f eine Funktion um x ift, bie in 
die N. 4. des $. 160.) flatt f geſetzt werden fann, findet 
man noch 


x 
ee — En —— un — 
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2) def d°f,.dx® oder a 8. 


dx? 
Und allgemein findet fich 
2 IE) ober en 
x" 


(0 bag dag nt Differential von £ snendlich«Elein von ber 
nm Ordnung iſt. 

II. Sf noch immer eine Funktion von x, wird ober x 
ſelbſt wieder ald Funktion eines neuen Veränderlichen t gedacht, 
und wächft num letzterer um ein unendlich=Eleines dt, fo werben 
x.und, # zugleich mit wachlen, fo. daß man (nach $. 160. 
N. 4).det ‚hat 

1) dx—dx.dt und 19 df=dfy-dt. 
Dadurch aber find dx und df felbft wieder Funktionen von t, 
fo daß man (wenn t,auf's neue wächft um dt) bie Zumachfe 
von dx und df, nämlich d?x und def nach 1.) ausgedrückt 
hat durch 

dex dextdte md 29 df= defh dte, 
Und wächſtet noch einmal, fo erhält man (nach J.) 

> d’x=d’x.d? mb 3) df= orlerdi. 

u. ſ. w. f. 

Allein dieſe in 2), 3.) durch def, def, ete. ete. bezeich⸗ 
neten zweiten, dritten und höhern Differentialien, in 
denen dt als conſtant, dx aber als mit t zugleich fich verän⸗ 
dernd gedacht ift, find gang andere, als bie in 1.) durch dieſel⸗ 
ben Zeichen d*f, def, etc. ausgedrücten Differentialien, die in 
der en ſich ergeben, daß dx conftant gedacht ifl, 

Es iſt nämlich nach den Befegen ‚ber Ableitungs⸗Rech⸗ 
nung 6 150. B. I.) 
1) Of, = Oh -Oxı. 
Subftituirt man biefen Werth flatt fu in bie Gleichung 1..), 
ſo geht folche (wegen de 1.) in - 
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1,) df — df, · dx 
über; alfo ift df in J.), und df hier, ein und dafſelbe. 


Nimmt man aber in 1.) links und rechts noch einmal 
die Ableitungen nach allem % fo erhält man (nach $. 150. B. 2. 
und I.) 
m PEPREEPA .dx,?-L-Ööf,- -Otz,. 


Subftituirt man diefen Werth in die 2), fo giebt Ile (we⸗ 


gen der Gleichungen 1. und 2.) 
9,) def = 82£,-dx?-1-Bf, ‚der, Ä 
mährend das erfie der beiden Glieder zur Rechten das ebenfali 


burch A?f bezeichnete zweite Differential von kiſt in L) db. h. 


unter der Vorausfegung genommen, daß x um &, nicht aber 
dx felbft fich verändert. 

‚Nimmt man von der Gleichung 2.) wiederum die Ahle 
tungen nach allem t, ſo findet man (nad) $. 150. B. 1.2 
und) 

30 deſ def. dx.30d. -dx-d°x,--df,- ‚Bx; — 


Wird nun dieſer Werth in 3. ) ſubſtituirt, ſo geht Ye | 


Gleichung Wegen 1. und 2.) über in 
3,): dad. .dx?4-3-.82f,.dx-d?x-+-öf dx, 


während in dieſer Gleichung das erfte Glied zur Rechten dat | 


ebenfans durch def begeichnete dritte Differential von £ in 1), 
d. h. unter der Vorausſetzung genommen ift, dag dx conſtant 
fr d. h. Wi bloß x allein um dx aufs neue wachfend gedacht 

Im ober dieſe verfchiedenen 8°F, verſchicbenen def u ſ. w.f. 
nicht mit einander zu verwechſeln, ſchreibt man ſtatt der deh 
aet etc. etc. in I) lieber Ia-dxr, SF.de, etc. ot, fi 
dag man an den Nennern, die deshalb immer fichen bleiben 
müſſen, erſt die Bedeutung der Zähler def, d’f, etc. erkennt. 


Die Gleichungen 14,— 34. etc. etc.) können dann fo. quefehen: | 








i 
| 
| 
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1.) del; 


* 

9,) dr= I ar .d’x; 

3.) dr -dx43S.0x: — ds; \ 
uf m. f. 


Dabei find, wie die Anficht der Formeln lehrt, alle zwei⸗ 
ten Differentialien Unendlich⸗Kleine der zweiten Ordnung; alle 
dritten Differentialien Unendlich⸗Kleine der dritten Ordnung; 
u. ſ. w. f. ' 

| $. 164. 


1. Sf f eine Funktion von x und y, und wachſen x 
und y gleichzeitig um bezüglich dx und dy, fo wird 


) di=dh-d<-+df,.dy= td 


Mächft aber in Af, welches nun eine Funktion von x und y 
it, x und y aufs Neue um dx und dy, fo erhält man aber 
mals ein Differential von df, welches durch d?E bezeichnet wird. 
Diefes deſ findet fi aber, wenn man in 1.), df flatt £ fegt, 
und man bat daher 


2) daf d2-dx dt, -dx-dy-tö91,-dy®, 
welches auch fo gefchrieben wird (nach $. 1 


Bin. dx?-2--—— * Er .dx- + | Ay 22 


H Es if namlich 
). at: 
, =), = = 0), = | 
und diefe, wie Bruchsbrüche ausfehenben Formen * * 
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und weil dieſes jetzige zweite Differential d2f. abermals eine 
Funktion von x und y ift, fo erleidet d?f einen neuen Zuwachs 
d(d?f), den man durch def bezeichnet, wenn man x und y 
aufs Neue wachfen läßt um dx und dy, fo daß dx und dy | 
ſelbſt allemal conftant (nach x und y) bleiben. Dieſer letztere 
findet fich, wenn man in 1.) d?f fat f ſchreibt, | 

3) df— 

8°f,-dx?-4-38°'f, ,-.dx?-dy-+380%f, „-dx-dy?-49°1,-dy®, | 
welches man gewöhnlich fo gefchrieben findet 

df= 


dsf 
Er 4 Le er er * .dx- day I, —* 


wobei, aus der Berne, die Bedeutung, in ehe die 1, 
8 3 

Zeichen = und —— er genommen find, snmitelbe in 
die Augen fällt. 

II. Denkt man ſich immer noch ſals eine Funktion von 
x und y, welche bezüglich um dx und dy wachſen; Denkt man 
fich aber dx, dy felbft wieder veränderlich und zwar fo, daß x 
und y als Funktionen von t gedacht werden, während t um dt 
wächft, fo daß eben dadurch x und y um dx und dy, letztere 
aber felbft wieder um drx und d?y wachſen, fo hat man, wenn 
die dadurch entftehenden erften, zweiten, ete. etc. Zuwachſe von 
f durch df, d?f, etc. etc bezeichnet werden, 








1) df = fg» dt = (äf, - xt Afy-dyı)- dt 
oder 
1) at — Af,- dc +äf,.dy, 


in fo fern d<=dx..dt und dy==Bdy..dt iſt. 
Ferner bat man 
d’f= = 0°f dt, 





durch Er obgleich dieſes Zeichen ganz überflüffig if, (ba man fh 
der Anus Bein (8) bedient. - 
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ber 


. h. 
’fy= 
d2f,-8%,?-+28" 16, -Bx-Oy-td°t,-dyı?-+-öf,: Dieter, -d?y;; 
folglich ift, wenn man diefen Werth in d?f fubftituirt, 
2) d’f= 

82f,-dx?+-28"'f, -dx-dy-+-d?f,-dy?-[-öäf, aex ꝓToh ·dey, 
vo die drei erſten Glieder der Gleichung zur Rechten gerade das 
n I.) ebenfalls durch def bezeichnete zweite Differential von f 
anter der Vorausſetzung bilden, Daß x und y zwar um dx und 
dy wachfen, letztere aber felbft unverändert bleiben. Diefe Glei⸗ 
hung 2.) fehreibt man aber auch häufig fo: 


8° = ö(öf, dx-F+öf,-dyı)ı 


9) def 
d’f d?f df df 
* ‚der ar at α d? 

uf m f. 


Anmerkung. Daſſelbe kann man natürlich auf Funktio⸗ 
nen £ von beliebig viel Veränderlichen ausdehnen. | 


$. 165. 


Es finden aber die Formeln $. 164. II. 2. etc. etc.) auch 
dann noch fiaft, wenn x und y Sunktionen nicht bloß von t 
allein, fondern von t, u, v, etc.etc. find, und dadurch um dx, 
dy wachſen, daft, u, v, etc. etc. gleichjeitig um di, du, dv, 
etc, etc. fich verändern, wenn nur d?f, d?f, etc. etc. bie totalen 
Zuwachſe vorftellen, welche f, df, etc. etc. durch jebes neue An- 
Wachfen von t, u, v, etc. etc. erleiden. 

Diefed Algemeinere der Differential Rechrilung ſieht man 
aber am bequemften ein, wenn man für die Differentialien ähn⸗ 
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liche Säge hinſtellt, wie fie im $. 150. B.) für die Ableitungen 
bingeftellt worden find, weil man. dann die Differentialien aus 
einander gerade fo finden kann und nach ganz analogen Ge⸗ 
fegen, wie man dort bie Ableitungen auseinander gefunden bat. 

Diefe Sätze find folgende: 

Wie und durch welche Veranlaffung die beiden Veränber⸗ 
lichen p und nur immer Die unendlich-Eleinen Zuwachſe de 
und db erlangt haben mögen, fo ift doch immer 

1) wenn f=oH+Y, dann d=dp+dı, 

2) wenn f=p-Y, dann d=Yy-dp-p-dı, 

3) wenn =, dann a nk A 
fobald nur jedesmal unter dE der unendlich-Eleine Zuwachs ver: 
fanden wird, den £ durch diefe Zumachfe dp und dw vono 
und ı)» erleidet. 


Denn es if im Falle der N. 1.) 
f+I= oe) und f=eoty 

diefe beiden Gleichungen von einander fubtrahirt, geben aber die N. 1.) 

Sm Zalle der N. 2.) hat man, außer = pp, noch 

f+4=(p+de) · do+p-dp-+-dp-dy. 
Subtrahirt man aber die vorige Gleichung von dieſer, und bebenkt man, 
daß do-dıp unendlich»Elein von der zweiten Ordnung ift, daher nad) 
$. 159. VL) wengelaffen werden muß, augenblicklich die N. 2.). 

Iſt aber wie in N. 3.) =, f iſt £-y=o, alfo nach N. 9) 

a df+f- dp = do. 

Setzt man nun hier — ſtatt 5, und findet man dann aus der Oki. 


chung den Unbekannten df auf algebraiſchem Wege, fo hat man bie N. 3.) 
Wendet man 5. B. Diele Säge auf bie Gleichung 
df = df,-dx--äf,-dy 
any. welche man dadurch erhalten hat, daß f als eine. Funktion 


von. x und y.angefehen worden ift, während x und y bezüglid 
. am dx und dy wachſen, — und fest man dabei voraus, daß 


N 
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rgend eine Veranlaſſung gleichzeitig x und y'um dx und dy, - 
letztere felbft aber wieder um dex und d?y wachſen macht, fo 
rhält man, wenn d?f den dadurch fich ergebenden Zuwachs 
von dE vorſtellt, vermöge des Satzes N: 1.) zunächſt 

def dä -dx)+-dlAf,-dy); 
dann aber, vermöge des Satzes N. 2.) | 

d?f= d(df,)-dx-+df,-d?x-}-d(öf,)-dy-Höf,-d’y. 

Nun ift aber, weil Af, und Bf, wiederum Sunftionen von x 
und y find (nach dem Gage $. 161.) 

d(df,) = &8f,),-dx-+-d(Af,),-dy 


d(öf,) = d(Af,),-dx-Hd(öf,),-dy. 


Subftituirt man daher dieſe Werthe in die vorſtehende Glei⸗ 
chung, ſo erhält man 
df= 
8°6%,-dx?--28%1f, -dx-dy-t+d°,-dy? -+öf,-d?x-H-öf,.d?y, 
ganz fo, wie folches im $. 164. II.) für den befonderen Fall 
gefunden worden ift, daß bie Zuwachſe d?x und d?y ihr Ent 
fichen dem befonderen Umſtande verdanken, daß x und y Funk 
tionen von t find, während t felbft um dt wächft. 

Aus diefem allgemeinften Gefichtspunfte, aus Dem wir hier 
(in diefem Paragraphen) die Differential- Rechnung betrachten, 
Tann man aber in allen vorhergehenden Paragraphen Die zwei⸗ 
ten und höhern Differentialien für jebe befondere Annahme un 
mittelbar aus einander, d. h. aljo, alle unmittelbar aus dem 
erften Differential erhalten, indem man die Nummern 1.—3.) 
diefes Paragraphen unmittelbar in Anwendung bringt. 


Anmerkung. In allen Refultaten der Differential: Rech: 
nung aber, wo gar Eeine Ableitungs- Zeichen (8) gebraucht find, 
ſtehen bie einzelnen dx, dy, df, etc. etc. flatt der unendlich» 
Heinen Zumachfe; dagegen find die Formen 
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at da ee ar 

ei a a a eye 
völlig gleichbedeutend mit den Funktionen 

Ob, Oy., DE, Dry, BUf,,, Bf, etc.etc, 
fo daß- dieſe Duotienten Formen gleichfam Operations s Zeichen 
werden, nämlich gleichbebeutend mit bem Operations »Zeichen 2. 


ee 


IV. 
Erfie Reihe 
J der | 
Anwendungen der höhern Aualyſis). 


— 


| *). Dieſe Anwendungen kann man auch überfchlagen und fogleich zur 
nächften Abtheilung (womit der 2te Band diefes Werkes beginnt) nämlich. 
sur Integral⸗Rechnung weiter gehen. 

Bd. 1 24 


54 


et uhr "orte sur 5 





Erſtes Kapitel. v 





Beſtimmung der 3, der größten und kleinſten, und der 
Grenz⸗Werthe. 


$. 166. 
Befiimmung der — z Werth. 
1. Nimmt eine Funktion f, für irgend einen beſtimmten 


Werth a. von x’ die - nn an, fo kann dies davon herrüh⸗ 


ren, daß f bie Form bi 0, bat, und dag P, und Q (ganze oder 


gebrochene) pofitive Potenzen von x—a zu Faktoren haben, fo 
daß alfo f, die Form 
h _P __&-af9, 
&% Ray, 
bat. 
Kann man nun biefe Faktoren im Dividenden und Divifor 
wirklich herausfinden, fo ift für x—a, 
1) 1-0 wenn u>», ‚ 
2) tl v: d. 5.* eine im Kalkul nicht weiter guläffige Sorm, 
wenn u<”, 


Ps “ 


und 


P. 
3) ha, wenn av; 


teil bie Form n gar nicht entflanden feyn würde, wenn man 
24 * 
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nicht unterlaffen hätte, die Funktion £ vorher, che man x=a | 
fetste, auf ihre einfachſte Form zu bringen. 

Es entficht nun die Srage, wenn blog P, und 0, 
gegeben find, — mie kann man biefe Werthe (in 1.—3.) 
finden? — " 

Dies gefchicht aber auf folgende Weife: man fett zuerſt 
a-+-h flatt x, fo daß s—a=h wird. 

Dann erhält man 


P,+h 
4 mei 
) = On 


Nun entwickelt man Purn und O,ın in, nach (ganzen ober 9 ge fi 
brochenen) Potenzen von h fortlaufende Reihen, fo wird ſich 
bei der erſtern ein Faktor h, bei der andern dagegen ein Gab 
tor h’ herausrücken laſſen, wo u und » pofitive-und entweder 
ganze oder gebrochene Zahlen find. Dividirt man nun diee 
gemeinfchaftlichen Faktoren h* und h’ im Dividenden und DI 
vifor, ſoweit es geht, fort, fo darf man zuletzt nur noch O flat 
h feßen, um ben wahren Werth 1, d. 5. den wahren Werth ' 
von f für x=a zu haben. 

So oft aber P,yn und Q,+n nach ganzen Potengen von h 
entwickelt werben Eönnen, fo oft hat man, meil der Voraus⸗ 
fesung zu Sole P=0Q.=0 wird, nach dem Taylor 

hen Satze 
5) r op, ‘h-H13:P.. -h?-+18°P,.h’—+-.-- 
BL EU 210 
Dividirt man Zähler und Nenner dur) h tweg, und fegt man 
dann O ftatt h, fo hat man | 
6) —— 
80,’ ' 
Sollte aber wiederum OP, —=80,=0 feyn, fo würde man 
(in 5.) Zähler und Nenner durch 4h? wegdividiren können und 
man würde dann für h=0 erhalten 


7 =: 





- — — — — — 
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Iſt noch immer. °P, = 0 und auch 8°Q,=0, fo findet ſich 
J deP. | 
8) | = 30, 
U. ſ. w. f. | 
Nimmt, aber irgend einer dieſer DifferentialsKoefficienten | 
von P,, oder von Q,, für x=a die Form z an, fo ift dies 
ein Zeichen, Daß Pr oder Q.Ah, gebrochene Potenzen von h 


in ſich aufnimmt, und dann. muß Die Entwickelung in Reihen 
direkt ſtatt finden. 


Nachſtehende Beiſpiele werden dies näher erörtern. 





Beifpiel 1. Dan fol den Werth von or “für x=a fin 
a — x 


den. — Hier iſt P=a—r, Q=at—ı"; Ale PP = —mtT!, 
9,=—mx" 1; alſo if de oe ſuchte Werth 











Beiſpiel 2. Den Werth von Aut z für x—1 u berechnen. — 


Hier id OP, ut, 8Q,=1; ap ve beſuchte Werth | 
“8, __n 
1 





ax?— 2acx + ac? 


NZ’ ’ 
Beiſpiel 3. Den Werth Ds’ —2bex-+be? für ıme zu beſtim⸗ 
men. — Man hat hier 
OP =2ax—2ac; 80, = Mbx—2be; 
und es wird OP.—80.—0; alfo nimmt man noch 
Pa) m 9Q,= 2 
und hat nun den gefuchten Werth | 


ya 
= —E— 44H 


diefer Ausdruck zur ir Rede nimmt aber für x=1 par» den Werth n an. 
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⁊ — Fb u Sn — 


a* —b* 


Beifpiel 4. Man fol den Werth von ——— für x0 be⸗ 


, log(i—x) 
Rimmen. — Hier hat man 


op, =a".Joga—b'.logb; 9,=- 1 


Alto if der gefuchte Werth 
_ BP, _Joga—Ilogb _ log ®-**) 
an. — 7 


— — 1 


0 
Beifpiel 5. Man fol den Werth —— nd finden | 
für x=a — Hier if Ä Ä 
oP, =Ix’—2ar—a; 80, = %. 
Alſo ik der gefuchte wen » 


z, = 
x? 
Beifpiel 6. Man fol den Werth von Pose Free ern 
für za finden. — Dasmal if ‘ 
PP =a—ı 8Q0,=—%a’+6ar?— Ar’; 
und daher wird ber gefuchte Werth 


0 


550. 


= mm ten 
0 


und dies iR eine im Kaltul unzuläffige Form, mit welcher nicht weitr 
gerechnet werben Tann. | 
Beifpiel 7. Den Werth von (i—x)-igixx zu berechnen, wenn 


*) Sn der That haben Zähler und Nenner der gegebenen Zunktien 
den gemeinfchaftlichen Faktor (<—c)°. 
. 0) Segt man flatt a* und b* die nach x fortlaufenden Reiben, f 
wie auch die Reihe ftatt Zog(i—x) (nach $. 91. und $. 67.), fo kann man 
mit x Zähler und Nenner fogleich mwegdisidiren, und man erbält 
daſſelbe Refultat (für x 0) ohne Weiteres, ’ 
”“*) an kann Zähler und Nenner diefer Funktion durch a—x mp 
dividiren, Dann erhält man (für <a) daffelbe Reſultat fogleich, ahnt 


vorher 7 u erhalten. 


—— LIT * “oe . 
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x=1 ff. — Man ſchreibt die gegebene Funktion fo: ag hat dann 
P=1-ı wm O0 =eofg ixx; 
alfo 
| _ EZ 
op, =—1 und 80, — va)? 
und fo findet ich der gefuchte Werth - 
Ä _Mı __1_,3 
=; Et 


ep: 1—sinx-tcosx „ __,;, 
| Beifpiel 8 Den Werth von inxteoss für x = ix zu 
finden. — Hier hat man 


oP, = — 05x — sinX;. OQ, = cosx— smxs 
folglich ik der gefuchte Werth 
= — **1. 


Beifpiel 9. Den Werth von ———— zu finden, für 


(sinx)?’ 
x=0. — Man hat hier 
oP =x.sinz; 90, = Hsinx)?:coszx. 


Alſo wird ber ef Werth 


x . 


ER. für x—0 
== — Feinz-cosı sin x Fu 


Da aber diefer Ausbrud für x==0 wiederum die Form . annimmt, 
(0 muß man entweder fogleih °P, und 82Q, und * für x<=0 
nehmen; oder man kann auch, zur Abmechfelung, das nene Problem ſich 


hellen, nämlich: den Werth von ——— 5 * zw finden für x—=0. Sür diefe 
neue Aufgabe hat man nun P= Fr Q= = 3sinix; 


alfe op, = 2 und dQ, = 6cos2x; 
alfe wird der gefuchte Werth | 
Ä 2 AM 
ST _ 
Beifpiel 10. Man fuche noch die Werthe von 
D ig2%x-cotg(ix-+-x) für =; 
2, mer logx a 
— — für x * a3 


—E :sin(at+x) — sin ß-sinx 


sin(atBtx) für ara Bi 
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sr 





4) I—a Flag _ für x 13 
1 zx—1—logx _4 

5) TR ut d. h. von @—ı)Igx für x=1; 
2 —1+x _ 


und man wirb folche bezüglich — = 5, Ti, sina, —2, 3 und — finden. 
Beifpiel 11. Sol man den Werth von 
x>— 4ax24-722x— 2a? — 2a?Y2ax — a® 
x2— 2ax— 2?+2aY2ax —x? 
für x=a unter der Vorausfegung finden, daß flatt der Wurzeln ihre 1 
pofitiven Werthe geſetzt werden (denn nur in diefem Zalle nimmt er die 


Sorm 7 an), fo nrüßte man bis gu O*P, und 0, fortgehen, weil 


alle uurbergehenben Ableitungen son P und Q für x—=a noch imme 
der Null gleich werden. 
Setzt man aber lieber, ohne die Ableitungss oder Differential Red: 
nung anzuwenden, ſogleich a-+-h flatt x, fo erhält man 
2a5--2a2h— ah?2---h’— 2a®Ya?T-2ah 
— 22?+h?2--2aYa?—h® " 
- Entwickelt man nun bier beide Quadrat: Wurzeln, in fo fern man beüg 
lich (a2 22h)? und (a? —hs)8 dafür ſchreibt, mittel des binomifchen 
Lehrſatzes nach Potenzen von h, fo läßt ſich Zähler und Nenner mit h* 
megdividiren; und fegt_ man dann er 0 ſtatt h, fo erhält man den ge 
ſuchten Werth = — 5a. 


‚Beifpiel 12. Soll der Werth von — 


—7 Teer 
ren für <= 1 gefunden merden,. und fegt man hier ſeogleich 


1-+-h ſtatt x, fo giebt diefe Funktion den Werth 
(1-+h)- Zog(t--b)—h 

h-Zogti-+h) 

oder, wenn man flatt Zog(1-+h) die Reihe (aus $. 67.) fchreitt, 
(A-+h)fh—$b2+.. — 

h(h—4h?+-... 
Drdnet man hier Zähler und Nenner nach h, fe kann man mit h? weg 
dividiren, ehe man h=0 fett; und man erhält dann ‚den gefuchten 


d. h. ru 


Werth = 


"Beine 13. Sol der Werth von 
(«—yJa’—(a— y)xX’+(a— x)y" 
(x«—y)(e—y)(a—x) 





e 
4: 
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funden werden für x=y=a, fo fege man zuerſt ah flatt x,-und 
an erhält, wenn der Zähler und der Nenner durch h wegdividirt und 
nn O flatt h gefett wird, . 
at (a— yJnari_ 
—(a—y)? 
8 Werth de gegebenen Zunktion für x—=.a. Nun fucht man noch 
auf demfelben Wege) den Werth diefer Texten Sunftion yfür ya; 


nd man findet zuletzt folhen — len, 


y” | u 


= —a2)Yx?—a2 


. o 14. 
Beifpiel Sol der wahre Werth von — 


efunden werden, für x=a; und ſetzt man het F ſtatt x, ſo er⸗ 
ält man zunächſt N 
Geb Ha VähERE aht+b? ober —E | 


selcher für h=0 unmittelbar in 2aY2a übergeht. 
Beiſpiel 15. Löſt man die kubiſche Gleichung 
az’--bz2?--ez--d= 0 | 

uf, fo findet man für z einen dreideutigen Ausdruck. gür a=0 Mir 
un einer der drei Werthe von z' die Sorm 4 annehmen, welches an⸗ 
eigt, daß dieſer Werth jetzt gar nicht mehr exiſtirt. Die beiden andern 
Verthe von z dagegen nehmen (für a=0) die Form * an, und wenn 
man den wahren Werth derſelben als Funktionen von a für a—= 0 ſucht, 
findet man genau die beiden Werthe von z, welche aus bxexFd 0 
ervorgehen. 


I. Iſt y durch die Gleichung @, ‘0 gegeben, und 

nt man letztere nach allem x differenzürt, um aus 
Op, dp, ·dy „= 0. 

en Werth von dy, für x=a zu erhalten, und nimmt, dann 
olcher Werth die Form 7 an, weil dp, —0 wird, — ſo darf 
nan nur dieſelbe Gleichung noch ‚einmal differenzüren und 
san erhält 

Bo, dy 8:0, dy,2-+89,.8°y,=0. 
in dieſer Gleichung Fut nun für x a, weil dann der Voraus⸗ 
sung zufolge d9,= O wird, dag letzte, mit 8°y, afficirte Glied 
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heraus, fo daß aus dieſer Sleichuns nun dy, für x=a ge 


funden werden kann. | 
Iſt z. 3. gegeben die Gleichung | 





1) (vb)? —(x— a) —-c)=0, 
fo erhält man durch das Differenziiren derſelben | 
9) Ay—b)dy, —Xx— a)(x—e) — (x— a)? = 0. 


Son nun hieraus ber Werth von Oy, für. x=a gefunden werben, I |, 
giebt bie 1.) y=b dazu, und die 2.) giebt dann =. Die | 
rendürt man daher letztere aufs Neue, fo erhält mn ⸗ 
3) Ay—b)d%y +FWy? — Ax—c)—-Ax—a)=0, ’ 
und diefe Gleichung giebt für <= a, weildann y=b iR, augenblickih T' 
dy* — 4- ) 30, oder dy, Veſxc. 


Würde dy, noch einmal die Form 7 annehmen, fo müßt 


man die Differential: Gleichung noch einmal differenziiren. U.f. 
w. fe — Und dann gelingt dieſe Methode nicht allemal, wem ] 
man nicht vorher aus der Gleihung p,, 0 all Wurzeln | 


weggeſchafft hat, weil außerdem fehr leicht die Koefficienten von 


öy,, für x=a bie Form n annehmen. Eönnen. 


$. 167. 
Don den größten und Heinfien Werthen gegebener Sunktionen. 


I. Alles was wir im $. 58.) über den Gang der reden J 
Werthe von f, gefagt haben für den Fall, dag f, eine rationale 
ganze Funktion von x iſt, kann hier für jede beliebige J 
Funktion wiederholt werden und bitten wir unfere geneigten 1 
£efer, jenes nachzulefen und bier eingefchaltet zu denken. 

Namentlich alfo: wenn für irgend einen Werth von s 
%,=0 und 3°, et wird, fo ift für denfelben Werth 
Minimum 
Marimum 


von x, £ felbft ein , tie auch die Funktion l 


befchaffen feyn mag. 
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Weil aber das Dafeyn eines größten ober Eleinften Wer 
thes von f, davon abhängt, ob f, größer als beide durch F&yn 
und f,_. vorgeftellten nächften Nachbarwerthe von f,, oder 
Heiner als beide ift, während h unenblich>Elein gedacht wird; 
und weil, wenn f, Feine rationale ganze, ſondern eine belie⸗ 
bige Sunftion von x ift, die Entwicklung von ſ. nicht alle⸗ 
mal nach ganzen Potenzen von h fortläuft, ſondern gerade für 
den Werth a von x, für weilhen 6, ein Marimum oder Mi: 
nimum iſt, gebrochene Potenzen von h in ſich aufnehmen 
könnte, — fo wird man dieſen Fall bier noch befonders ber 
trachten müſſen. 

Iſt nämlich 6 für x=a wirklich ein Marimum ober 
ein Minimum, — enthält Dabei 1... tirflich gebrochene Po: 
tenzen von h, und ift h* die erſte gebrochene Potenz, welche 
in der nach fleigenden Potenzen von h geordneten Neihe für 
Sun vorkommt, fo ift entiweber u>1 oder u<I. Iſt u>1, 
fo ift (nach $. 158.) noch immer 

die folgenden Glieder mit 

uhr J —* Potenzen von h 
Daher findet die Schlußweiſe des 8. 58.) noch immer ſtatt, 
und es muß alfo noch immer Of. —0 feyn, im Falle 
das f, ein Marimum oder ein Minimum ru — Iſt aber 


u<1, fo wird (nach $. 158.) ſchon Af, = für x=a 


WIN man alfo keinen der Werthe von x, für welchen f, 
tin Marimum oder Minimum wird, vernachläffigen, fo muß 
man fie nicht bloß aus der Gleichung 0, fondern aud) 


au6 ber Gleichung 3 0. derholn 


Man ſetzt alſo df. —=0, findet daraus bie Werthe von 
x, welche di. — 0O machen, und prüft jeden derſelben, ob 
a jedesmal poſitiv oder jedesmal negativ ift, wenn h 
unenblichElein gedacht wird. — Dann aber fest man auch 
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IE >7=0 oder den Nenner von 5,0; findet die Wer: 


the von x, welche aus biefer Gleichung hervorgehen, und prüft 
dann auch jeden von biefen legtern Werthen, ob für ihn Ey —h 
jedesmal pofitio oder jedesmal negativ. wird. - 
Beifpiel 1. Es feyen die Werthe von x zu Anden, weiche 
ax)? gu einem Maximum oder Minimum machen. 
Hier if - 
\ = a1)? ; 
alfo 
(10a —13x)x} 
15@— x)? 
Setzt man nun 0, fo giebt dis 
| x3(10a —13:)—0, 
fo daß man für x zwei Werthe befommut, nämlich 


x=0 und =. 
prüft man nun die Differen £&,,—f, für x=0, fo findet ma 
Ga-b=hta—h);. ' 
und diefe Differenz wird offenbar jedesmal pofitiv, man mag h poſiti 
oder negativ nehmen. Alfo iſt für z=0 ein Minimum. 

Prüft man aber diefelbe Differenz ff, für na, ri 
wird man dasmal, weil num f,,, Feine gebrochene Potenz von h in fh 
aufnimmt, beffer thun, den Werth D°E, zu berechnen umd zu fehen, ob 
folder für = — na pofitiv ober negativ wird. 

"Man findet aber, wenn p und » Zähler und Renner von 
Of, bezeichnen 
-Op -d | 
eh — ee alſo — * | 
fobald man nur def, für Diejenigen Werthe von x haben wilh 
welche P= U machen, oder welche aus P—= 0 hervorgehen. So 


findet ſich für unfer Beiſpiel fogleich d21, — 125%) 


öl, = 





Abxtla— x)? 
*) Auf diefen Heinen Kunfgeiff, wodurch man fich die Herſtellun⸗ 





- Dr) 
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Und weil biefer Ausbrud für x == -. negatio wird, fo hat £, für 


denſelben Werth von x einen größten Werth; d. h. f, if für x= 2 
ein Marimum. 
Zulest muß man aber auch noch Of, = + d.h. a0 ſetzen, 
x 
d. h. den Nenner von Of, der Null gleich nehmen. Dies giebt 


| xma. | 

Sept man nun a-+h flatt x, fo erhält man 2 ' 
Sn @atbt-h —atht Hair + 

und weil £=0 mird, fo ändert dasmal f,,,—f, fein Vorzeichen 

siht, man mag h pofitiv oder negativ nehmen; diefe Differenz iſt, wenn 

nur humendlich- Hein gedacht wird, allemal pofitiv; folglich ik f, für 

x=a nochmal ein Minimum. 

Diefe Funktion f, oder (ax), it alfo für recht große nega- 
tive Werthe von x pofitiv und recht groß, und ihr Werth mird immer 
Heiner, je näher diefe negativen Werthe von x nach der Null bin rücken; 
endlich, für x=0, hat f, einen Heinften Werth und zwar den Werth 
Null erreicht, und für die nun folgenden pofitiven Werthe von x fangen 


die Werthe von f, wieder an zu wachſen, bis £ für = nr ‚einen 


größten Werth angenommen hat; fo dag von da an ihre Merthe wieber 
abnehmen, für die noch größern Werthe von x. Endlih für x=a 
hat £, wiederum einen Heinfen-Werth, der SO if, angenommen, um 
von da ab mit x zugleich immer fort und ohne Ende zu wachſen. 
Beifpiel 2. Sind die Werthe von x su fuchen, für welche bie 
durch die Gleichung 
1) y?— Zmxy+x?— 20 
gegebene Funktion y von. x größte oder kleinſte Werthe hat, fo findet 
man, durch differenziiren 


2) y-dy,—mx-dy, —my-+x=0 
oder 
7 „_my—x 
3) | „= Your . 
——— — —, j 
des vollſtändigen deſ erfpart, und welcher allemal angewandt werden 
o 


Tann, fo ‚oft f, die Form 7 oder die Form p hat, machen wir 
die Anfänger noch beſonders aufmerkſam. 
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Setzt man nun ay,=0, fo giebt Dies 





4) my—x-0 oder oz, 
und die Gleichungen 1.) und 4.) geben nun 
5 — = —. 
) xı= Var * und y per 


um nun zu fehen, ob diefer Werth von x die Funktion y zu einem Darius 
oder Minimo macht, berechnet man O*y,, jedoch für biefen Werth wen |; 
x, welcher den Zähler von dy,, und dy, ſelbſt der Null gleich madt. 

Derfelbe redueirt dey, auf | 





1 1 
m dh — 


—— ſo oft die Wurzel vi» 
—ım 


Alfo ik y ein Marimum für x = ” 


poſitiv genommen wird, Dagegen if y ein Minimum für den andern ne 
* Werth von x, wo ſtatt der Wurzel ihr negativer Werth gen 
men iſt. | 


Endlich giebt die Gleihung —-—0, ned 





öy, 
6) y=ıx. 
Die 1.) und 6.) geben nun 
a ma 
ID — und — m , 
7) x Vi, y Vom 


Setzt man nun hier, um biefen Werth von x jun prüfen, x-+-h Rattz, | 
und y+k flatt y in die Gleichung 1.), indem man ſich unter x und y 
die fo eben Cin 7.) gefundenen Werthe denkt, welche die Gleichung 1.) Ki 
identifch machen, fo erhält man zur Beſtimmung des, zu bem Zumadhd |. 
h von x gehörigen Zumachfes k von y, die Gleichung 
k?2-+2’y— mx)k — 2mhk — %(my —x)h-+-h?=0; 

oder, wenn man flatt x und y ihre Werthe (aus 7.) fest, 

k? — 2mlık = — 2af1— m? — n?2:h— h’; 
woraus | 
k=mh+Y— 2 Yi—m?:h—ı1—m?)h? 

hervorgeht. And da dieſer Werth k, für h pofitiv und unenblichs Hein, 
imaginär wird (fo oft Yl— m? pofitiv genommen if) und nur fürh ae T 
gativ reelle Werthe annimmt, fo macht diefer Werth vor: x die Funktion 
y weder zu einem Marimum noch zu einem Minimum, fondern es haty - 
für diefen Werth von x einen Grenz: Werth, fo daß fie (ſo lan. 
Vi—m? poſitiv gedacht wird) für Heinere Werthe von x noch reel, füt 
größere Werthe von x aber imaginär wird. 
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Dentt man ſich aber YI—m” negativ genommen, fo wird y auch 
egativ, und diefer Werth ift dann wieder ein Grenz: Werth, wie ebenfalls 
ı dem Vorkehenden in die Augen fällt. 

Man kann aud) fagen, dag f, allemal ein Maximum ober 
n Minimum ift, für jeden Werth von x, für welchen Of, im 
zegriff ift vom Pofitiven zum Negativen oder vom Megativen 
m Pofitiven über zu gehen; folglich, wenn Of, — 0 ober 


4 iſt. — So lange nämlich Of, poſitiv iſt, fo lange iR 


‚im Wachſen begriffen, und fo wie Of, negativ wird, fo iſt 
‚im Abnehmen; in dem Momente alfo, wo Af, nicht pofitio 
mb nicht negativ, nächſt vorher aber pofitiv und nächft nach 
we negativ, ober nächft vorher negativ, nächft nachher aber po⸗ 
itiv if, — in demfelben Momente muß bie Bunktion vom Ab 
schmen zum Wachſen oder vom Wachen zum Abnehmen über⸗ 
hen, aljo ein Marimum oder ein Minimum feyn. 

Diefe letztere Betrachtung macht fogar jede frühere Theorie 
iberflüſſig, weil fie für fich allein völlig evident if. 

II. Was aber die Auffindung der Werthe von x und von 
y betrifft, für welche eine Funktion f,, zweier Veränderlichen 
in Marimum oder Minimum wird, in Bezug auf alle anderen 
vichft anliegenden Werthe von f, welche für beliebige und ums 
bhängig von einander gedachte nächft größere und näch ſt 
leinere Werthe von x und von y hervorgehen, — fo darf man 
unächft nur genau das wiederholen, twag.im $. 61.) hierüber 
ie Doppel⸗Reihen, alfo auch für gauge rationale Funktionen 
weier Veränderlichen gefagt if. Namentlich muß man alſo 
us den Gleichungen 

ı) öf, == 0 und 2) ö,—0 
ie Werthe von x und y finden, und für jebes zuſammengehs⸗ 
Ige Paar unterfuchen, ob 

3) df,- .a6,> (dt, )? 

ſt. Iſt dieſe Bedingung 3.) erfüllt, und ift dann noch für die 
ben Werte von x und y, def, ober 22f, negativ, fo ift f 


, 
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ein Marimum, während f ein Minimum if, wenn neben der 
vorſtehenden 3.) noch 8°f, oder d*f, pofitiv ſeyn follte. Und 
ift die Bedingung 3.) gar nicht erfüllt, fo findet dasmal weder 
ein Marimum noch ein Minimum flatt. 


Denkt man fich drei auf einander fenkrechte KoordinatensAren 0X, 
OY und OZ, und x und y als die mit OX und OY parallel genemme⸗ 
nen Koordinaten⸗Werthe, fo kann man fih f,, als die dritte, auf der 
beiden andern x und y fenkrechte Ordinate denken; dann bilden bie Ends Ih 
Punkte aller diefer Drdinaten f eine krumme Fläche; und die bier gef 
denen Werthe von x und y geben die Zußpunfte in der Koordinaten 
Ebene XOY, über welchen die Ordinate f größer ik, oder Heiner iR, a 
alle rings herum ihr nächkanliegenden Drdinaten. 

Wollte man die Stellen finden der krummen Släche, deren Drbinete 
bloß größer it, als die beiden nächflanliegenden, die mit ihr im einer, 
mit XOZ parallelen Ebene liegen, und zu gleicher Seit größer als die 
beiden in der mit YOZ parallelen Ebene ihr nächk anliegenden Ordi⸗ 
naten, fo würde man (nach L) sur Erfüllung der erfiern Bedingung 

ö,—0 und def, negativ, 
sur Erfüllung der andern Bedingung aber 

df. 0 und def, negativ 
erhalten, fo dag man die Werthe von x und y, welche bier geſucht wer 
den, wiederum aus den Gleichungen 1.) und 2.) herholen muß, dagegen 
bie Bedingung 3.) nicht erfült zu feyn braucht. — Findet fich für ein 
Baar der aus 1.) und 2.) entnommenen Werthe von x und y, die Be 
dingung 3.) nicht erfüllt, dagegen zu gleicher Zeit O°E, und O°K, pofitie, 
fo iſt die Ordinate £ Heiner als dieſe vier ihr nächſt anliegenden Drdis 
naten; in Bezug auf diefe vier Drdinaten ift alfo dann f ein Mininmm. 

Und finder fich für ein Paar aus 1.) und 2.) fich ergebender Werthe 
son x und y; gleichzeitig O°E, negativ, aber OL, poſitiv, fo iR f in Be 
zug auf die beiden nächſt anliegenden mit XOZ parallelen Ordinaten eis 
Maximum, zu gleicher Zeit aber in Bezug auf die beiden andern nähk 
anliegenden, mit YOZ parallelen Drdinaten ein Minimum. 


im aber fein Paar der Werthe von x und y zu verlie 
ren, für welche £ in einer, oder der andern, oder ber Übrigen 
Beziehungen ein Marimum oder ein. Minimum werben Fan, 
muß man aufer den Gleichungen 1.) und 2.) auch noch ab 
wechfelnd die Paare von Gleichungen 


1.) df. 0 und 9) —E 
1.) 
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1,)-. at und 2) 9,=0, 


| 0 
endlich Ä 
1 ' 0. 
1,) , — J und 2,) öf, — 5 


vornehmen, aus ihnen x und y finden, und dann jedes Paar 
olcher Werthe z. B. x=a, y—Pß, dadurd prüfen (ob es 
n dem verlangten Sinne f zu einem Marimo oder Minimo 
nacht), daß man a--ph flatt x, und P-4-gh ſtatt y gleich⸗ 
‚eitig fet, und nun Farpn,grgm in eine nach ganzen und ge: 
brochenen Potenzen von h fortlaufende Neihe entivickelt, dann 
aber zuſieht, ob Farın, arg —fa,g entweder für jedes p und für 
iebe8 q immerfort pofitiv oder immerfort negativ bleibt, ober 
nur, wenn qg—=0 und p beliebig, und zugleich went p=0 
aber q beliebig iſt. 

Anmerkung Da wir fpäter (im zweiten Bande) gu der 
(allgemeinften) Lehre vom Größten und Kleinflen noch einmal 
zurückkehren müffen, fo wollen wir bier vorläufig nichts weiter 
mehr hinzufügen 

§. 168. 


Beſtimmung der Grenz⸗Werthe und der abſolut größten oder kleinſten Werthe 

einer Funktion. 

Die Auffindung der relativen Maxima und Minima 
nach $. 167. I.) dient übrigens auch dazu, die abfolut größ⸗ 
en und abfolut Eleinften (reellen) Werthe einer Funktion f, 
u finden. Der abfolut größte oder abſolut Eleinfte Werth einer 
unktion iſt nämlich entweder ein Werth, wo die Funktion vom 
tellen zum imaginären übergeht, d. h. ein Grenz: Werth, ober 
e iſt einer, von ben relativ größten ober Eleinften Werthen. Hat 
van daher alle Grenz: Werthe und alle relativ größten oder 
einften Werthe (letztere nach $. 167. I) gefunden, fo iſt der 
bſolut größte oder Eleinfte Werth nothwendig darunter. | 

Es iſt aber & für x—=a ein Sr wenn 
Bd. I. 25 
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reell, f. dagegen imaginär, ober wenn ber letztere Werth 
reell, der erfiere Dagegen imaginär ft, immer unter der Voraus; 
fegung, daß h unendlichsElein gedacht wird. Läßt fich aber 
fan in eine nach ganzen Potenzen von h fortlaufende Reihe 
verwandeln, fo iſt allemal &_. mit fayn zugleich reell; folglid 
muß Farm auch gebrochene Potenzen von hin fich aufnehmen, 
wenn f, din Grenze Werth ſeyn fol. Alſo findet man (nad 
$. 158.) alle Werthe a von x, für welche 5 ein Grenz⸗Werth 
wird, wenn man nach und “. 
=, dann auch ot TE hernach = etc. etc. 
fett, aus jeder diefer Gleichungen die ihr genligenden Werche 
von x findet, und dann jeben einzelnen dieſer Werthe prüft, ob 
er 5, wirklich zu einem Grenz: Werthe mache oder nicht. 
Iſt 1. B. | 
Kabhatrg +, 

fo hat man " 

= cH+2gr-+5ax—x2)}a—x), 

= —5lax—z2j-H150ex— 2’) —2)8, 

9, =— daran) re 3 

—— 

und die folgenden Ableitungen deſ, deſ, etc, etc. behalten Potenzen von je 
(2ax—x?) im Nenner. Die Gleichungen * de 5 geben 





dasmal nichts; die Gleichungen el 7’ —E etc, ete. geben t 
ober alle ein und baffelbe, nämlich 
2ıx—-r?=0, dh. xzx=0 md za. 
Setzt man nun O-Fh flatt x in &, fo findet man 
m =b+ch-Fgh?+Qch—h2)3; 
und dies iſt reell für h pefitiv, aber imaginär für h negativ. — Setzt 
man dagegen 2a-4-h flatt x, fo ergieht ſich 
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weiches imaginär if für h pofitio, ‚aber reell, fo oft h negativ Cübrigens 
aber immer unendlich Hein) genommen wird ). 


on 


W x 169. | 
" Beſtimmung der Werthe von fi ı==. on 
Iſt x unendlich⸗groß, ſo iſt — 1. men, stlein. Sol 
daher der Werth von & beftimmt werben, fir x umendlich- 
groß, ſo darf man nur 2 2, oder = fegen, bie 


uene Funktion von z nach Potenzen von z sednen (weiches - 


direkt, aber auch mit Anwendung des Maclaurin’fchen Lehrfages 
gefchehen kann) und dann z-umendlich-Elein, d. h., in der 
Rechnung, der Null gleich nehmen. 


Es kann jedoch Fälle geben (namentlich wenn in der Funk⸗ 
fion Logarithmen vorkommen), in welchen dieſes Verfahren 
nicht zum Ziele führt, und wo man noch einige Kunftgriffe an⸗ 
wenden, namentlich vorher den Logarithmen entfernen muß. 


OU 5. B. der Werth son =Ex für x=@ "gefunden werden, 


fo kann man 

logx=y; alfo x=e 
fegen, und man edle (nad) $. 64.) 

do == —— — — 
Atmytzey’+in’y’r- 
Dder, wenn man Sähter und Nenner durch y dividirt, 
bogx _ | 1 

= Fra y’+- 

und da diefer Nenner für yo felbf unendlich⸗groß wird, fo oft n 


*) Da Übrigens, wie man flieht, die Grenz Werthe nach einer ganz 
andern Methode gefunden werden, als die Marima und Minima, fo kön⸗ 
nen wir ed nicht billigen, daß manche Schriftſteller diefelben mit dem Na⸗ 
men der einfeitigen Maxima oder Minima belegen. 

3* 


2 
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veſttis iR, fo folgt, daß der Werth son TEE fit = der Ral 


gleich wird, fo oft m, wenn auch noch fo Hein Caber nicht unendlid: 
Fein) und poſttiv if. 


SE aber n negativ und =—m, fo if ner — “logx ir 
ber unendlichsgroß für za | 





weites en 


— 


Anwendung ber Differential-Rehnung auf ebene aurven. — 
Beſtimmung des unendlich kleinen Zumadfes des Bogens 
und des Flächen⸗Inhaltes derfelben in die Köordinaten 
ausgedrüdt. — Bon den Dfeulationen und Berührungen 
ber Kurven unter fih und mir geraden Linien. — Ben 
den Vielfachen⸗, Wenders, wudteht um Einiel: Punkten 
einer Kurse 


Vorerinnerung, 


Obgleich eine krumme Linie ſtetig gefrümmt if, ſo Kann men ſich 
doch ſelbige (nach Leibnitz) auch denken als aus unendlich⸗vielen, mir, 
endlich «Heinen Geraden zuſammengeſetzt, alfo gleichfam als eine gebrochene 
Linie, aber von unendlich vielen Eden. Diefe letztere Anficht fällt nach 
überdieß mit der erfieen (welche die Kurven als ſtetig gekrümmt erkennt) 
nicht bloß annähernd, ſondern genau zufammen; welche Wahrheit in die 
Augen fällt, ſobald man nur Das unendlich⸗Kleine von dem Sehr⸗ 
Kleinen gehörig iu unterſcheiden nicht unterläßt Togl. ſorgfältig $. 80.). 
— In den hier folgenden Unterſuchungen werden wir beide Anſi ichten 
parallel mit einander halten, um in folgenden Kapiteln, wenn wieder von 
Kuwen die Rede iſt, der größern Bequemlichkeit wegen, bloß diejenige 
mählen zu können, welche für den augenblictichen Zwec als die be⸗ 
quemſte erſcheint. 


$. 170. 


Begriff der Dfeulation und des Berührens und Schneidens zweier ebenen Kurven nach 
Leibnigifcher Anfiht. Geradlinige Tangente und Krümmungs-Kreis. 


IL. Nach der eibnigifchen Anficht der Kurven, haben zwei 
Kurven eine Oſculation der nn Ordnung, wenn fien nächſt⸗ 
aufeinander folgende ihrer unendlich -Eleinen gerablinigen Element: 
chen mit einander gemein haben. Diefe Ofculation wird alles 
mal entweder ein Berühren oder ein Schneiden genannt, 
je nachdem die den gemeinfchaftlichen Elementen auf beiden Sei- 
ten nächſt anliegenden Elemente der einen Kurve auf einer und 
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derfelben Seite, oder auf den verfchiebenen Seiten ber andern 
Kurve liegen *). 

Nach diefer Leibnigifchen Anficht kann alfo auch. eine 
gerade Linie mit einer Kurve eine Ofculation haben, welche 
ebenfalls entweder ein Berühren oder ein Schneiden feyn wird, 
je nachdem die Kurve auf beiden Geiten des gemeinfchaftlichen 
Elementes dieſſeits der Geraden bleibt, oder fo eben von der 
einen Seite der Geraden zu der andern übergeht. In biefem 
letztern Sale, ſagt man: bie Kurve habe an dieſer Stelle einen 
Wendepunkt. — Diefe ofeulirende Gerade nennt man jedoch 
getsöhnlich die Tangente oder Berührungs-Linie der Kurve 
an diefer Stelle, (obgleich fie im Falle eines gerade vorhandenen 
Wendepunktes die Kurve nicht berührt, fondern fchneider). 


N. Iſt nun OMU (Sig. 18.) irgend eine Kurve, welche 
durch irgend. eine Gleichung zwifchen den auf OA und OY 
begogenen Koordinatens Werben x und y gegeben ift, - und 
ſoll nach Leibnig Die Lage der geradlinigen Tangente "TMt 
an irgend einem Punkte M gefunden werden, fo betrachtet man 
da8 .unendlich-Eleine Element MN der Kurve, defien Verlänge 
sung die gedachte Tangente TMt ift, zieht die Ordinaten MP, 
NR, legt durch M mit OX die Parallele MS, welche NR in 
S trifft, bezeichnet MS durch dx, alſo NS durch dy, nennt PT 
‚ bie Subtangente, und hat aus den beiden ähnlichen Dreiecken 
MPT und NSM die Proportion | 

NS:MS = MP: PT 


d. h. dy:dx = y:PT; 
alſo 
) Sdbtg. PP y. XSy · dxx æ 
8° Y dy —Yy° y 7 dy, 


°) Es verfieht fich von ſelbſt, daß zwei Kurven fich an einer Gtelle 
ſchneiden Fönnen, ohne an diefer Stelle überhaupt eine Dfeulation 
iu haben. 


) Es if nämlich nach S. 160.), wenn man x ald Zunktion von 
y anfieht 
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Gewöhnlich zieht man noch MW fenkrecht auf die Tan; 
gente MT, nennt MW die Normale und PW die Subnor 
male, und hat dann zur Beftimmung der legfern die Proportion 

PW:PM = PM:PT 


oder .. 
_ PWy=y:-, 
ı | y-y dy, 
woraus | 
2) Subnorm. PW = y-dy, 
folgt. 


Nennt man p den Winkel PTM, der von TX nah TM 
bin von O big zu 180° gezählt WR, fo findet man ſogleich 
und augenblicklich 


R 
3) gpo= en = Oyx 
wo p fpiß ift, wenn dy, d. h. wenn dy, pofitiv wird, wäh⸗ 


rend ꝙ fich ſtumpf ausweiſt, wenn dy, d. h. wenn Ay, nega⸗ 


tip wird). 
. Sind x! und y! die Koordinaten-Werthe eines beliebigen | 


Punktes u der Tangente 'TMt, fo giebt Die Betrachtung der 
Figur. ee 





= — = == = dy, 
oder 
4) y'—y = Ayla), 
dx —=dx,-dy; 
oder, wenn man y ald Funktion von x betrachtet, 
dy=dy,.dx, 


fo daß alfo, weil y und Oy, gegebene ober leicht zu findende Junktionen 
son x find, die Subtangente PT bloß in die Abfeiffe x ausgedrückt 
ſich ſieht. 

9 Wollte man die Benennung Subtangente und deren Auffin⸗ 
dung ganz unberückfichtigt Iaffen, fo würde der Winkel MTP oder p ebens 
falls alles leißen, was zur geometrifchen Beſtimmung der Lage der gerad: 
linigen Tangente {MT nur immer nothig if. 
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Diefe Gleichung giebt zw jeden Abſciſſen⸗Werthe x! ben güge 


börigen Orbinaten- Werth y! eined Punktes u ber Tangente, In 
alles in x ausgedrückt, während x den beftimmten Abfciffens | 


‚Merth des Punktes M vorflelit, an welchem 'TTMt Tangente 
wird. Diefe Gleichung A.) heiße daher udie Sleichung der 
Tangente“. 

„Sind x und yll die Koordinaten⸗Werthe eines beliebigen 
Punktes » der (auf der Tangente jedesmal fenkrechten) Nor 


male MW, fo ift die Gleichung zwiſchen x und ydı (nach |! 
$. 121, VI, und wegen der vorfichenden A.) bie nachfichende |: 


6) yilya— u - x); 
und biefe heißt bie „&leichung der Normale.« te giebt 
zu jedem beliebigen Abſciſſen⸗Werthe x4 den zugehörigen Ordi⸗ 
naten- Werth y! eines Punktes » der Normale, 


Als hierhergehörige Beifpiele kann man die Auffindung ber Tangen⸗ 
ten an die Kegelfchnitte (in den $.$. 130.132.) auf dem hieſigen allge: 
meinen, für alle ebenen Kurven geltenden Wege noch) einmal vornehmen. 


IM, Nach der geradlinigen Tangente an eine Kurve 


ſucht man gewöhnlich den oſculirenden Kreis. — Hat derſelbe 


nur ein einziges der gerablinigen Elementchen mit ber Kurve 


gemein, d. h. bat er bloß eine Oſculation der erften Ordnung |ı 
fo heißt er der berührende Kreis. Für jede Stelle der Kurte | 


finden unendlich viele berührende Kreife ſtatt, weil das Element 


hen gleichfam zwei Punkte angiebt, durch twelche bie Kreisliuie 


gelegt werden foll, — durch zwei Punkte aber unendlich viele 
Kreife gehen. Alle diefe berührenden Kreife haben ihre Pittek 
punkte in der, auf das Elementchen fenkrechten Geraden, d. h. 
in der Normale der Kurve an diefer Stelle, während bie Radien 
derfelben, von Null an alle verfchiedenen pofitiven Werthe a 
nehmen, bis in's Unendliche. 

Soll aber der pfeulirende Kreis zwei nãchſt auf einander 
folgende Elementchen mit der Kurve gemein, folglich eine Oſcu 
lation der zweiten Ordnung haben, fo wird er der Krüm 





— — — ee 
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mungs⸗Kreis genannt. Da für ihn zwei Elemente, alfo ge 
woiffermaßen drei Punkte der Kurve gegeben find, und. da drei 
Punkte eine Kreislinie völlig beftimmen, fo folgt, daß an jeber 
gegebenen Stelle M (Sig. 18.) einer Kurve nur ein einziger 
Krümmungs⸗Kreis eriftirt, deſſen Mittelpunkt, da er einer der 
unendlich vielen berührenden Kreife ift, ebenfalls in der Nor- 
male MW ber Kurve liegt. Und weil man'.(nac) biefer Leib⸗ 
nitziſchen Anſicht) dieſe Lage des Mittelpunktes ſchon kennt, ſo 
kommt alles nur noch darauf an: den Halbmeſſer dieſes Kreiſes, 
welcher der Krümmungshalbmeffer genannt wird, in den 
Abfeiffens Werth x der Stelle M, wo die Oſculation flatt finden 
fol, auszudrücken. 


Dies kann nun nach Leibnigifchen Begriffen auf folgende 

Art gefchehen: Sind, (Fig. 29.) MN und NP zwei nächft auf 
einander folgende gerablinige Elementchen der Kurve, und ift C 
der Mittelpunkt des Krümmungskreiſes, fo it CM = CN der 
geſũchte Krümmungshalbmefler, den wir durch c bezeichnen 
wollen. Denkt man fi) CM fenfrecht auf die Tangente MN, 
und CN fenkrecht auf die Tangente NP, fo ift Winfel RNP 
— Winkel MCN, und diefen wollen wir, im Bogen für den 
Radius 1 ausgedrückt, durch 5 bezeichnen. — Er wird der 
Herührungs- Winkel genannt, und iſt immer unendlich-Flein. 
— Iſt nun Bogen AM = s, fo iſt, wenn die Abfeiffen« Werthe 
der Punkte M und N bezüglich durch x und x-H-dx ausgedrückt 
werden, offenbar Bogen AMN durch s-4-ds ausgedrückt. Wird 
ferner Winkel NMTX durch p bezeichnet, fo ift offenbar Wins 
kel PNTX, durch P-dp auszudrücken, während (nach $. 160.) 

1) dy — dy, dx, ds — os, · dx und dp = dy,.-dx 
gefunden und jeder dieſer unendlich⸗ ‚feinen Zuwachſe dy, ds 
dp danach berechnet wird. 

- Da nun MN oder ds die Hypothenuſe ift des rechtwink⸗ 
lichen Dreiecks, deſſen eine Kathete dx, Die andere dy ift, ſo 
bat man fogleich 
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) .: gelitir=kNt ©. 
und, weil —* der Figur) 05 W. MIX—W. NTX HH, 
3) 6 —dp —-Idpꝙ dxʒ 


auch (nach II. N. 3.) 
1 
4) 169 = dy,, und = —; 
). to=dy — — 
alſo, wenn man dieſe Gleichung 4.) nach x Differenglire 





Op, — 
5) cos p? =d°y,, ober By, = Öys?” 
weshalb (aus 3.) | 
6) ö = __Vy dr 
1-Fdy,? 


wird. Im Kreife hat man aber, weil 5 der Bogen für den 
Radius 1, und ds (oder MN) der Bogen für den Nabiug c 
ift, bei einem und demfelben Eentriwinfel MCN, 


7) ce ö=ds ddr c= >; 
alfo ift der Krümmungshalbmeffer 
83 
_ _ (t-+3y,°)” 
8) c=— Er , 


100 dy,, dey, aus dem gegebenen y, gefunden werden, während 
ſtatt x derjenige beſtimmte Abſciſſen⸗Werth geſetzt wird, welcher 
dem Punkte M entfpricht, für welchen der Krümmungs-Kreis 
geſucht wird. — Endlich kann man aus der Formel 8.) das 
(—) Zeichen ganz weglaſſen, da der Zähler doch zweideutig iſt, 
e felbft aber immer pofitiv werden muß, fo daß man dag Zei⸗ 
chen des Zählers anders nehmen muß, je nachdem der Nenner 
ö?y, cinen pofitiven oder einen negativen Werth annimmt. 
Denkt man fi iz x als Funktion von y, fo zeigt fich (mach 
$. 150.) 
9) _ A-+8x,?)? R 


2 
— X 
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Und denkt man ſich x und y als Funktionen eines dritten Ver⸗ 
Anderlichen t, fo findet fih (nach $. 155.) 
\ — rn 
10) = x d?y—dy-d’x, ! 
IV. Sollen endlich zwei belichige Kurven, deren eine durch: 

ben Drdinaten- Werth y., die andere durch den Ordinaten⸗ 
Werth y/, gegeben ift, während ſtatt x nach und nach alle vers 
ſchiedenen Abſciſſen⸗Werthe geſetzt werden, — eine Oſculation 
der nien Ordnung haben, an einer beſtimmten Stelle M (Fig. 29.), 
— deren Abfeiffen: Werth x ein völlig beftimmter if, — fo. 
muß, damit beide Kurven die erfte Ede M mit einander ge 
mein haben 

1) für. diefen beftimmten Werth von x, y« = y% u 
ſeyn; damit aber diefelben Kurven auch die nächte Ecke N mit 
einander gemein haben, muß offenbar noch, für Denfelben Werth 
von x, 

2) y=dy d.h dy. = dyı, 
ſeyn. Sollen ferner beide Kurven auch noch die nächſte Edle 
P mit einander gemein haben, fo muß diefe Gleichung 2.) auch 
noch beftehen, wenn in fie x-t-dx- ftatt x gefeßt wird, d. 5. 
vwenn man vom Punkte N zum Punkte P gerade fo übergeht, 
die vorher vom Punkte M zu dem Punkte N. Dies führt aber 
u der Sleichung 

3) dy=d’y oder 9°y, —d°yl,, 
immer für diefen beftimmten Werth von x. — Und fo ficht 
man, daß wenn eine Ofculation der nien Ordnung flatt finden 
oll, dann auch noch für denfelben beftimmten Werth von x 

4) . d’y — dey!, day — d*yl, on d’y — d’y! 
‚der | 

9°, = d’yl, ty Ötyl, dy, — N, 

ſeyn müffe, und dag nur, wenn diefe n--1 Gleichungen alle 
nfüne find, für einen beflimmten Werth von x, die beiden 
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pofitis IR, fo fülgt, daß det Werth von mE füt <= 'ber Neil 


gleich wird, fo oft n, wenn auch noch fo Hein Caber nicht unendlich: 
Hein) und yofktis ik. ch noch fo Bein Caber nicht unendlich 


SR aber n negativ nd =—m, fo if Er — “Jogx W% 
ber unendlich⸗groß für x = | 
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Anwendung ber Differential: Reänuns auf ebene Kurveg,.— 
Befimmung bes unendlich Heinen Zuwachſes des Bogens 
und des Flächen⸗Inhaltes derfelben in die Koordinaten 
ausgedrüdt. — Bon den Dfeulationen und Berührungen 
der Kursen unter fih und mir geraden Linien. — Ben 
den Vielfachen⸗, Wenden, wüctehe und Einsel: Punkten 
einer Kurve. 


Vorerinnerung, 


Obgleich eine krumme Linie ſtetig gekrümmt iſt, ſo kann man ſich 
doch ſelbige (nach Leibnitz) auch denken als aus unendlich⸗vielen, mir, 
endlich- Meinen Geraden zuſammengeſetzt, alfo gleichfam als eine gebrochene 
Linie, aber von unendlich ‚vielen Eden. Diefe letztere Anſicht fällt noch 
überdieß mit der erſtern (welche die Kurven als ſtetig gekrümmt erkennt 
nicht bloß annähernd, ſondern genau zufammen; welche Wahrheit in die 
Augen fällt, ſobald man nur das Unendlich⸗Kleine von dem Sehr⸗ 
Kleinen gehörig zu unterſcheiden nicht unterläßt Col. forgfältig $. 50.), 
— Sn den bier folgenden Unterfuchungen werden wir beide Anſichten 
parallel mit einander halten, um in folgenden Kapiteln, menn wieder von 
Kuwen die Rede iſt, der größern Bequemlichkeit wegen, bloß, diejenige 
wählen zu können, welche für den augenblicklichen Zweck als die be⸗ 
quemſte erſcheint. 


$. 170. 


Begriff der Dfculation und des Berührens und Schneidend zweien ebenen Kurven nach 
Leibnigifcher Anficht. Geradlinige Tangente und Krümmungs: Kreis. 


1. Nach der eibnigifchen Anficht der Kurven, haben zwei 
Kurven eine Dfeulation der nr Ordnung, wenn fien nächft 
Aufeinander folgende ihrer unendlich -Eleinen geradlinigen Element 
Hen mie einander gemein haben. Dieſe Ofculation wird alles 
Mal entweder ein Berühren oder ein Schneiden genannt, 
je nachdem die den gemeinſchaftlichen Elementen auf beiden Sei⸗ 
ten nächſt anliegenden Elemente der einen Kurve auf einer und 
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berfelben Seite, oder auf ben verfchiedenen Seiten ber andern 
Kurve liegen *). | 
Nach dieſer Leibnigifchen Anficht kann alfo auch eine 
gerade Linie mit einer Kurve eine Oſculation haben, welche 
ebenfalls entweder ein Berühren oder ein Schneiden feyn twird, 
je nachdem die Kurve auf beiden Seiten des gemeinfchaftlichen 
Elementes dieſſeits der Geraden bleibt, oder fo eben von der 
einen Seite der Geraden zu der andern übergeht. In dieſem 
leßtern Falle, ſagt man: die Kurve habe an diefer Stelle einen 


Wendepunkt. — Diefe ofculirende Gerade nennt man jedoch 


gewöhnlich die Tangente oder Berührungs-Linie ber Kurve 
am diefer Stelle, (obgleich fie im Falle eines gerade vorhandenen 
Wendepunktes bie Kurve nicht berührt, fondern ſchneidet). 


D. Sf nun OMU ($ig. 18.) irgend eine Kurve, welche 
durch irgend. eine Gleichung zwiſchen den auf OX und OY 
bezogenen KoordinatensWerthen x und y gegeben tft, - und 
ſoll nach Leibnig die Lage der gerablinigen Tangente 'TMt 
an irgend einem Punkte M gefunden werden, fo betrachtet man 
808 unendlich⸗kleine Element MN der Kurve, deſſen Verlänge⸗ 
rung die gedachte Tangente TMt ift, zieht die Ordinaten MP, 
NR, legt durch M mit OX die Parallele MS, welche NR in 
S trifft, bezeichnet MS durch dx, alfo NS durch dy, nenne PT 
‚bie Subtangente, und bat aus den beiden ähnlichen Dreiecken 
MPT und NSM bie Proportion 

NS;MS = MP:PT 


d. h. | dy:dx = y:PT; 

alfo ’ 
} — .— — * 
1) Subtg. PPSYy dxy * N). 


*) E38 verfieht fich von felbfi, daß zwei Kurven fich an einer Stelle 
fgneiden können, ohne an diefer Stelle überhaupt eine DOfeulation 
in haben. 


Es ik nämlich nach $. 160.), wenn man x als Funktien vom 
y anfieht 


' 
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Serößnlich zieht man noch) MW ſenkrecht auf die Tan⸗ 
sense MT, nenne MW die Normale und PW die Subnor⸗ 
male, und hat dann zur Beftimmung der Iegtern die Proportion 

PW.:PM = PM:PT 


PW:y—= I, 
on y=Yy dy, 
woraus 
2) | Subnorm. PW = y-dy, 
folgt. 


Nennt man p den Winkel PTM, der von TX nad TM 
bin von O big zu 180° gezählt Bi: fo findet man fogleich 
und augenblicklich | 

3) oo Bgy= = = dy,, 
wo p fpig ift, wenn dy, d. 5. wenn dy, pofitio wird, wäh⸗ 
rend p fich ſtumpf ausweiſt, wenn dy, d. h. wenn Ay, neges 
tiv wird”). 

Eind x! und y’ die Koordinaten Werthe eines beliebigen | 
Punkres u der Tangente TMt, fo giebt die Betrachtung der 
Figur, augenblicklich 

Ä y-y_ 





| l—x =19 = dy, 
oder 
4) - yly = dy..Klx), 
dx —dx,-dy; 
oder, wenn man y ald Funktion von x betrachtet, 
dy==öy,.dx, 


fo daß alfo, weil y und Oy, gegebene oder leicht zu ſindende Funktionen 
von x find, bie Subtangente PT bioß in die Abfeiffe x ausgedrückt 
fich ſieht. 

9 Wollte man die Benennung Subtangente und deren Auffins 
dung ganz unberückfichtigt Iaffen, fo würde der Winkel MTP oder ꝙ ebens 
fans alles leiten, was zur geometrifchen Beftimmung der Lage der gerads 
linigen Tangente {MT nur immer nöthig if. | 
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Diefe Gleichung giebt zu jebem Abſciſſen⸗Werthe x’ Dem zuge⸗ 
börigen Ordinaten: Werth y! eined Punktes u ber Tangente, 
alles in x ausgebrückt, während x den beftimmten Abſciſſen⸗ 
Werth des Punktes M vorfieht, an welchem TMt Zangente | 
wird. Diefe Gleichung 4.) heißt daher udie Gleichung ber | 
Tangente", | 

„Sind x und yı die Koordinaten: Werthe eines beliebigen | 
Punktes » der (auf der Tangente jedesmal fenkrechten) Nor 
male MW, fo ift die Gleichung zwiſchen x und yu (nah 
$, 121, VI, und wegen ber vorftchenden 4.) die nachfiehende 


Ä 1 
6) ya in; 


und biefe heißt die „Sleichung der Normale.“ Sie giebt 
zu jedem beliebigen Abſciſſen⸗Werthe x4 den zugehörigen Orbi 
naten- Werth y!l eines Punktes v der Normale, | 
Als hierhergehörige Beifpiele kann man die Auffindung ber Tangen⸗ 
ten an die Kegelfchnitte (in den $.5. 130.132.) auf dem hiefigen allge 
meinen, für alle ebenen Kurven geltenden Wege noch einmal vornehmen. 
II. Nach der geradlinigen Tangente an eine Kurve 
fücht man gewöhnlich den ofenlirenden Kreid, — Hat derſelbe 
nur ein einziges der geradlinigen Elementchen mit ber Kurbe 
gemein, d. h. hat er bloß eine Oſculation der erſten Ordnung |; 
fo heißt er der berührende Kreis. Für jede Stelle der Kurbhe 
finden unendlich viele berührende Kreife ſtatt, weil das Elemmb |, 
chen gleichfam zwei Punkte angtebt, durch welche die Kreisimie |. 
gelegt werden fol, — durch zwei Punkte aber unendlich viele 
Kreife gehen. Alle diefe berührenden Kreiſe haben ihre Mittel 
punkte in der, auf das Elementchen fenkrechten Geraden, d.h. ! 
in der Normale der Kurve an dieſer Stelle, während die Radien 
derfelben, von Null an alle verfchiedenen pofitiven Werthe a | 
nehmen, bis in's Unendliche. 
Son aber der oſculirende Kreis zwei nächſt auf einander 
folgende Elementchen mit der Kurve gemein, folglich eine Dfıws 
lation der zweiten Ordnung haben, fo wird er ber Krüws 
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mungs⸗Kreis genannt. Da für ihn zwei Elemente, alfo ge; 
wiſſermaßen drei Punkte ber Kurve gegeben find, und. da drei 
Punkte eine Kreislinie völlig beftimmen, fo folgt, daß an jeder 
gegebenen Stelle M (Fig. 18.) einer Kurve nur ein einziger 
Krümmungs- Kreis eriftirt, deflen Mittelpunkt, da er einer ber 
unendlich vielen berührenden Kreife tft, ebenfalls in der Nor- 
male MW der Kurve liegt. Und weil man\.Cnach dieſer Leib- 
nigifchen Anficht) dieſe Lage des Mittelpunktes fchon kennt, fo 
kommt alles nur noch darauf an: ben Halbmeffer dieſes Kreifeg, 
welcher der Krümmungshalbmeffer genannt wird, in den 
Abſciſſen⸗Werth x der Stelle M, wo die Ofculation ſtatt finden 
fol, auszudrücken. 
Dies kann nun nach Leibnigifchen Begriffen auf folgende 

Art gefchehen: Sind. (Fig. 29.) MN und NP zwei nächft auf 
einander folgende gerablinige Elementchen ber Kurve, und ift C 
der Mittelpunkt bed Krümmungskreiſes, fo ift CM = CN ber 
gefichte Krümmungshalbmeffer, den wir durch c bezeichnen 
wollen. Denkt man ſich CM fenkrecht auf die Tangente MN, 
und ON fenkrecht auf die Tangente NP, fo ift Winkel RNP 
— MWinfel MON, und diefen wollen wir, im Bogen für ben 
Radius 1 ausgedrückt, durch 6 bezeichnen. — Er wird der 
Berührungs-Winkel genannt, und ift immer unendlich >Elein. 
— Iſt nun Bogen AM = s, fo ifl, wenn die Abſciſſen⸗Werthe 
der Punkte M und N bezüglich durch x und x-H-dx ausgedrückt 
werden, offenbar Bogen AMN durch s-ds ausgedrückt. Wird 
ferner Winkel NMTX durch p beeichnet, fo ift offenbar Wins 
kel PNTX. durch) P-dp auszudrücken, während (nach $. 160.) 

1) dy=dy,-dx, ds=ds.dx und dp = do, dx 
gefunden und jeder diefer unendlich: Kleinen Zuwachſe dy, ds 
dp danach berechnet wird. 

Da nun MN oder ds die Hppothenufe iſt des rechtwink⸗ 
lichen Dreiecks, deffen eine Kathete dx, Die andere dy ift, fo 
bat man fogleich | 
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9). seVififeilidg ©, 
und, weil —* der Fig) 0 W. MX—W. NTX: iſ 
3) .6= —dp = — dp, -de; 
auch (nach II. N. 3.) 
1 i 
4) . IP dyn, und = 


alfo, wenn man biefe Gleichung 4.) nach x differenziirt 








0 | __dy 
5) cosp® — dey,, oder Op, — 1 Öyz? 9 
weshalb (aus 3.) 
6) 6=— * dx 
1808y 


wird. Im Kreiſe hat man aber, weil 5 ber Bogen für den 
Radius 1, und ds (oder MN) der Bogen für ben Radius e 
ift, bei einem und demfelben Eentritwinfel MCN, 


7) e=d oder c=T; 
alfo ift der Krümmungshalbmeffer 
83 
— 8 x2)” 
8) =— — ® 


wo dy,, 8?y, aus den gegebenen y, gefunden werben, während ' 
ſtatt x derjenige beftimmte Abfciffen- Werth gefegt wird, welcher 
dem Punkte M entfpricht, für melchen der Krümmungg:- Kreis 
gefucht wird. — Endlih kann man aus der Formel 8.) das 
(—) Zeichen ganz mweglaflen, da der Zähler doch zweideutig if, 
e felbft aber immer poſitiv werden muß, fo daß man das Ze 
chen des Zählers anders nehmen muß, je nachdem der Nenner 
d2y, einen pofitiven oder einen negativen Werth annimmt. 
Denkt man fi 4J x als Funktion von y, fo zeigt ſich (nach 
$. 155.) 
9) _ (1-+8x,?)? BR 


2 
BR X 
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Und denkt man ſich x und y als Funktionen eines dritten Ver⸗ 
änderlichen t, fo findet fich (nach $. 155.) 
a — —S——— 
10) TI dry dy-d°x, 
IV. Sollen endlich zwei beliebige Kurven, deren eine Sure 

Ben Ordinaten- Werth yx, die andere durch ben Ordinaten⸗ 
Werth y!; gegeben ift, während flatt x nach und nach alle vers 
ſchiedenen Abfciffens Werthe gefegt werden, — eine Oſculation 
der nien Ordnung haben, an einer beſtimmten Stelle M (Fig. 29.), 
— deren Abfcifien: Werth x ein völlig beftimmter if, — fo 
muß, damit beide Kurven die erfte eu M mit einander 9“ 
mein haben 

1) für. Diefen beftimmten Werth von x, yx = ya | 
ſeyn; damit aber diefelben Kurven auch die nächfte Ecke N mit 
einander gemein haben, muß offenbar noch, für denfelben Werth 
von x, 

2) y=dy 85 —X 
ſeyn. Sollen ferner beide Kurven auch noch die nächſte Ecke 
P mit einander gemein haben, fo muß dieſe Gleichung 2.) auch 
noch beftehen, wenn in fie xt-dx- flatt x gefeßt wird, d. 5. 
wenn man vom Punkte N zum Punkte P gerade fo übergeht, 
wie vorher vom Punkte M zu dem Punkie N. Dies führt aber 
zu der Gleichung 

3) . dy=d’y oder 9°y,—=d°y,, 
immer für dieſen beftimmten Werth von x. — Und fo ficht 
man, daß wenn eine Ofculation der nien Ordnung flatt finden 
fol, dann auch noch für denfelben beftimmten Werth von x 

4) | d’y — d’y!, d’y — dey, .. d’y — d’y! 
dder | 

dey, ö’yl,, öty, — dtyl,, + dey, — ö'y, 

feyn müffe, und dag nur, wenn diefe n41 Gleichungen alle 
erfüne find, für einen beſtimmten Werth von x, die beiden 
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Kurven am diefer Durch x gegebenen Stelle eine Dfcufation der 
nn Ordnung haben *). 

Sind beide Kurven durch Gleichungen gegeben, ‚die noch 
nicht nach y aufgelöft find, fo genügt man diefen n--1 Bedin 
gung®» Gleichungen der Oſculation am beften, wenn man di 
eine hinter einander Differengüirt, Dann aber in fie flatt y. 


Öy., Q’y,, etc, etc. die aus der andern Gleichung, eutnomm⸗ 


nen Werthe ſubſtituirt ſich denkt. 


Es if leicht, aus dieſer letztern Betrachtung wiederum den Krüu⸗ 


Mmungs- Kreis zu erhalten. Die Gleichung eines jeden Kreifes ift nämlich, 
wenn a und b die Koordinaten Werthe feines Mittelpunktes find, und 
x, y die Kostdinatens Werthe eines beliebigen Punktes deffelben vorfiehen, 
während c fein Halbmeſſer ift, 


1%) (x—a)?+ (y—b)? = c?, 
Differenzirt man nun diefe Gleichung zwei mal hiater einander, fa ex: 
halt man 

2‘) «—a)+(y—b) dy. = 

3%) 1++-8y,”+(y—b):8°y, =. 


Hat nun diefes Kreis mit der duch y=y, gegebenen Sume eine Of 
Intion der 2ten Ordnung an ber Stelle, deren Abfeiffens Werth durch x 


und Drdinatens Werth Durch y bezeichnet ift, fo dasf man nur im bien I 
drei Gleichungen (1.3) flatt y. dy, und 9°y, die aus der @leichung | 
y = y, der gegebenen Kurve entnommenen Werthe ſetzen, und biefe drei |" 


Gleichungen ſelbſt müffen für diefen befiimmten Werth von x (und zuge 
hörigen von y) welcher dem beftimmten Punkte MI angehört, identiſche 


werden. Aus dieſen drei Gleichungen C1’.— 3°.) kann nım a, baundo 


gefunden werden, und man findet Teicht 








1 2 

h—-y= .— a alu b; 
1 

a-ı=— 2 2 dy,. dlſo a; 


und ce dann genau fo wie —* wo I. y, und dey, aus der Oli }: 


*) Es muß eigentlich die Differenz; y„—y’, für nt nädhk af 
einander folgenden Werthe von x, von einem beftimmten an gerechnet,“ 


der Null gleich werden. Daraus allein folgt aber fogleich aug $. 19. 
DIL) daß 


= yo u. ſ. w. f. bi Ay, 






feyn müffe, im Falle eine Dfeulation der nten Ordnung ſtatt finden fell. | 
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dung. der gegebenen Kurve in x ausgedrückt werden, mährend flatt x 
ſelbſt der Abfciffen- Werth des beftimmten Punktes M gefest wird, an 
weichem die Oſeulation fatt finden ſoll. 


$. 171. 
Diefelben Imterfuchungen nach Lagrange. 

Betrachten wir jetzt dieſelben Probleme nach Lagrange, und 
ſtellen wir uns dabei vor, daß alles im nächſt vorſtehenden 
Paragraphen enthaltene nicht geſagt ſey. 

J. Indem wir in dieſem Paragraphen die Leibnitziſche An⸗ 
ſicht der Kurven verwerfen und die Kurven ſelbſt als ſtetig ge⸗ 
krümmt und von den gebrochenen Linien qualitativ verſchieden 
anſehen, denken wir uns zwei Kurven, vorgeſtellt durch die 
Gleichungen | 

y-1 m y-=y%, 
in welchen Gleichungen mir die Abſciſſen⸗Werthe x als die 
einen und dieſelben uns denken können, während wir die zu 
jedem Werthe von x gehörigen Ordinaten⸗Werthe y und y’ im 
Allgemeinen als verfchieden anfehen müſſen, damit beide Kurven 
niche mit allen ihren Punkten zufammenfallen, fondern wirklich 
wei verfchiedene Kurven feyen und bleiben. 

Damit nun beide Kurven den, zu einem beflimmten Ab⸗ 
ſciſſen⸗Werthe x gehörigen Punkt M mit einander gemein ba- 
ben, muß für dieſen beftimmten Werth von x 

1) | y: = ys 
werden. 

Da nun Yarnn Yırn die zum Abſciſſen⸗ erde xth 
gehörigen Ordinaten⸗Werthe beider Kurven find, fo daß 
Yrpn m Ylyn den, parallel mit dee Drdinaten: Are genommenen 
Abſtand beider Kurven nächft an M vorſtellt, in fo fern h une 
endlich Elein gedacht. wird, fo fchmiegen fich die Kurven (dicht 
an dem Punkte M) defto inniger an einander, fe geringer Diefer 
Abſtand if, — d. Hs je mehr erfte Glieder in den nach fieis 
genben Dotenzen des unendlich Eleinen h geordneten Entwickelun⸗ 
gen von Jetb und yl.+n einander gleich find. Und man ſagt 
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(nach dieſer Anfiht): daß Die ‚beiden Kurven an dem 
Punkte M eine Dfeulation der nr Ordnung haben fi 
wenn für bdiefen beffimmten Werth von x außer 
y,=yı noch die n erfien Glieder in den nad fie 
genden (ganzen oder gebrochenen) Potengen von h entwit 
gelten Reihen für yurn und ylyn bezüglich einander | 
gleich find. — Und diefe Ofculation ift ein Berühren ode 
ein Schneiden, je nachdem die Differenz yon — yYıın für ein 
unendlich: Elein gedachte h, und für diefen beffimmten Werth 
von x, mit h zugleich ihr -— oder — Zeichen nicht ändert, 
ober ändert. 

Im Allgemeinen alfo findet allemal eine Dfculation ber 
nn Ordnung ftatt, fo oft außer y. — yı, noch 

2) dı%,= Oyf,, y,=d’y,, y,= O’yl,, 
und zulegt B’y, — d"yt, | 

if. Und iſt dann n eine gerade Zahl, fo iſt die Ofculation ein 
Schneiten; iſt aber m ungerade, fo ift fie ein Berühren. — 
Für diejenigen befonderen Werthe von x aber, für welche eine 
ber Ableitungen dy, 8°y,, 8°y,, etc. etc. die Form 4 as I 
nimmt, muß man die Enttwickelungen von y.yn und y/ıyn nah 
gebrochenen Potengen von h (dem $. 158. gemäß) Direkt ‚vor 
nehmen, um zu fehen, wie viele erfie Glieder diefer beiden Ent fı 
wickelungen einander gleich find, d. h. von welcher Ordnung 
die Dfculation für diefen Ausnahms⸗Werth von x iſt. 

Sind daher beide Kurven, welche mit einander eine Of 
lation der nien Ordnung haben follen, Durch die Gleichungen 

9,7 0 und 4,,>0 

gegeben, fo wird man eine biefer Gleichungen n mal hinter ein 
ander differenziiren (um Die n--1 Gleichungen zu erhalten, aus 
denen yo By 8’yo + D'y, in x ausgedrückt gefunden 
werden Fönnen), dann aber in dieſe n-+-1 Gleichungen 
2 o=0, Op =(, dep 0, pn, 
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ſtatt Yu, dy., Dry + 8'y, die aus der andern Gleichung ., O 
dafür hergeholten Funktionen fubftituirt denken, und man twirb 
Die n-+1 Bedingungs> Gleichungen 24) der Ofculation haben. 
I. ft die eine Kurve durch die Gleichung 

'» y=Yı 
gegeben, die andere aber eine gerade Linie, gegeben durch die 
Gleichung 

2) y= axi-Lb, 
fo daß vermöge der Bedingungen der Oſculation 

3) y„—=axtb, alo 4) dy,=a | 
wird, fo hat dieſe Gerade 2.) mit der Kurve 1.) am ber durch 
den beftimmten Werth von x gegebenen Stelle M eine Dfculas 
tion der At Drbnung, fo oft für diefen beſtimmten Werth von x 
die Gleichungen 3.) und A.) unter ber Vorausſetzung flatt finden, 
daß y. und dy, aus der Gleichung 1.) entnommen worden find; 
d. 5. wenn a und b fo find, daß für diefen beftimmten Werth 
von x die Gleichungen 3.) und 4.), die außer a und b nur 
noch x enthalten, identifch werden. Subſtituirt man bie aug 
3.) und A.) gesogenen Werthe flatt a und b in die Gleichung 
2), fo erhält man als Gleichung der geradlinigen Tangente 

6) y—y=dy,(a!—x), 
genau fo wie im $. 170. IL 4.). 

Die Gleichung der Normale an derſelben Stelle iſt nat 

Ich dann fogleich (nach $. 121. * 


6) y —y =— 38-2) 


Hat man aber bie Gleichung der Tangente (in 5.), fo findet 
man, wenn (Fig. 18. oder Fig. 19.) Winfel MTX = p gefegt 


wird —Y-J foglei 
‚ wegen 2. xi—_x’ 09 eich 


7 ig p dy 
Und führt man auch bier die Begriffe dee Subtangente PT 
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und der Subnormale PW ein, fo iſt, wegen pr= ten ' 


wieder 


Linien immer durch poſitive Zahlen ausgedrückt werden müſſcn 
fo find danach die + Zeichen zu regeln. 

An denjenigen Stellen der Kurve, deren Abſciſſen⸗Werthe I 
dy, —= 0 machen, läuft die Tangente mit der Abſciſſen⸗Are Iı 
parallel. — An denjenigen Stellen aber, deren Abfcifien- Wet |: 


x bie Ableitung dyz auf bie Form 4 bringen, alfo dx,=0 | 


machen, lauft die Tangente mit der DOrdinaten-Are paralld, I 
d. h. fie ſteht auf der Abfeiffen- Are fenkrecht; — welches I 
tere fogleich daraus hervorgeht, dag man die beiden Koorbins 
ten-Aren mit einander vertaufchen, daher y, y’ als Abfeiffen 
Werthe und x, x! ald Ordinaten⸗-Werthe anfehen Eaun, fo daß fi 
die Gleichung der Tangente: diefe Form 
x!—x = 8x, (y/—y) 

annimmt. | 

IT. Sol die durch die Gleichung 

1) y-Yy 

gegebene beliebige Kurve, mit dem durch. bie e Gleichung 
> &—-)?+—-b)? = ec: 
gegebenen Kreife an einer durch x gegebenen Stelle Mein 
Dfenlation der 11" Ordnung haben, fo muß (nach I.), wenn 
in 2.) x flatt x! gefegt wird, nicht bloß y!— y, fondern aud) 
noch Oy’, = dy, werden. Dies giebt die beiden identiſchen 
Gleichungen 


3) Ka’ + =e 
und 
4) («—2) +y—b).dy: = 0, 


nämlich Die Gleichung 2.) und bie. aus ihr hervorgeht, wenn 
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nach x! differenziirt wird, und wenn in beiden x ſtatt x! 
d ſtatt y und Ay, die Werthe aus 1.) geſetzt gedacht find, 
daß die A.) entfteht, wenn man die-3.) nach allem x diffe⸗ 
nzürt. — Diefen Gleichungen 3.) und 4.), in denen x und 
und Ay, beftimmte Werthe angenommen haben, müflen nun 
e Werthe von a und b (welche die Koordinatens Werthe des 
zittelpunktes find) und von c (welcher Werth den Radius 
wftelle) genügen. Denkt man fi) a, b und c noch völlig ums 
fiimmt, fo kann man folche aus den beiden Gleichungen 3.) 
id A.) zu beflimmen fuchen. Weil man aber nut zwei Gleis 
ungen bat zur Beſtimmung Diefer drei Unbekannten a, b, c, 
erhält man unendlich viele Auflöfungen, d. h. es giebt un: 
dlich viele Kreife, welche mit der gegebenen Kurve 1.) eine | 
ſculation der erften Ordnung ober eine. Berührung haben. “ 

Denkt man fi) a nach und nach immer anders und am 
78, fo giebt die Gleichung 4.) immer b dazu. Denkt man 
ch alfo in der Gleichung A.) a und b als Koordinaten: Werthe 
r verfchiedenen Mittelpunfte aller berührenden SKreife, fo if 
e Gkichung 4.) die Gleihung der Geraden (weil fie von 

r 1m Ordnung iſt in Bezug auf a und b), in welcher alle 
fe Mittelpunkte liegen. Und weil man derſelben Gleichung 
ich die Form | | 


b_-y=— 3 — 


ben kann, ſo ſieht man ki (aus IL 6.), daß dieſe Gerade 
it der Normale der gegebenen Kurve an M zuſammenfällt. — 
o fieht ſich Hier bewieſen, was nach der Leibnitziſchen Anſicht 
h auf Euklidiſch⸗geometriſchem Wege von ſelbſt verſtand. 
Soll aber der in 2.) gegebene Kreis mit der Kurve 1.) 
ve Dfenlation der Aten Ordnung haben, in welchen Falle er 
r Krümmungskreis und fein Radius der Krümmung 
ilbmeſſer genannt werden, fo muß auch noch 8°y, — 8°y, 
‚n, d. 5, — wenn man die A.) n: 9 einmal differengüirt, ſo 
8 man | 
Bd. 1. 26 
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5) 1-+3y,°-+(y—b)-d°y, = 0 
erhält, — es muß diefe Gleichung 5.) auch noch eine Bei 
werben, fo wie man flatt y, dy,, 8°y, Die aus der Gleichung 1.) 
entnommenen Werthe, ftatt x aber den beftimmten Abſciſſen⸗ 
Werth der Stelle M feßt, an welcher die Oſculation ſtatt Haben 
fol. Die Gleichungen 3.), 4.) und 5.) geben nun 


1 ö —* 1 ö 1* 
Ys Ya 
und 


d e dat 
d°y, a, 


oder, wenn man x alfo auch y noch ale Sunftionen dont Fi 
ſich denkt, > 


_ _(&x+8y.2)? 
' 9) = dx. Ö’y—dyı- -O2x,° 
und dadurch iR die Lage des Mittelpunftes in ber SRormal 
und auch der Krümmungshalbmefler c völlig beftimmt; und J 
zwar gerade fo wie im $. 170.IE.N. 8.—10). . | 


Anmerfung Dan bat diefer Theorie ber Oſculationen 
nach Lagrange den Einwand gemacht, daß fie die Oſculation 
von der Lage der Koordinaten: Aren abhängig mache. Soll 
aber die Dfeulation nicht von der Lage der Ordinaten⸗Axe ab 
hängig erfcheinen, fondern wirklich als eine den Kurven felbit 
(an diefer Stele) einwohnende Eigenfchaft, fo muß man zeigen 
daß wenn man neue Koordinaten: Aren einführt und die neuen 
Koordinaten: Werthe duch x, y und y! bezeichnet, dann mit 
dy. —dyl,, auc) allemal dy, — Oyl;; ferner mit dy, dyb 
und 9°y,=d?’y%,, auch allemal 3°y, —=d?yı, u. ſ. wf 
ſeyn muß. Dies ift aber fehr leicht nachgemwiefen. Nach $. 123.) 
find nämlich die Gleichungen zwifchen y, x, y und x allemal 
von der Form 

) yenxtpy mb 2) r=—Px-tay 
mo 423832 13 
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alfo ift noch, wenn man nach allem x Bifferengiirt, 

3) dy, =a-tp-dy, und 4) 9, =—PB-La-dy, 
folglich auch 

De .8 

5 —— 

) == —B+tudy 
Auf demſelben Pi findet man aber für jeden Punkt der ans 
bern Kurve, deffen Koordinaten: Werthe bezüglich x und y’, und 
dann x und y ſeyn mögen, 

6) öy! — a--B-dyl, j 


Hat man nun den Punkte M im Auge, fo-bat für ihn, ba er 
beiden Kurven gemeinfchaftlich iſt, nicht bloß x, fondern auch x 
für beide Kurven einen und denfelben Werth. Iſt daher noch 
(für denſelben Werth von x, alfo auch für den zugehörigen 
Werth von x) dy. = dy/,, fo folgt auch (aus 5. und 6.) ſo⸗ 
gleich noch Ay, — dyı.. — Und man erkennt nun leicht, (wenn 
man fich die Gleichung 5.) und 6.) noch einmal nach allem x 
differenziirt denkt), daß aus dy,—dyl, und d*y, — d?yl, 
für diefen beftimmten Punkt M, auch noch 8?yr — d?y!, her 
vorgehe; u. f. mw. f. — Man findet namentlich) noch (wegen 
a’ ß? — 1) 


De re. 
am (Brady? 
u. ſ. w. f 
4. 172. 


Auffindung der geradlinigen Aſymptoten. 


Iſt x der Abſciſſen⸗Werth des Punktes T (Gig. 29), in 
welchem die Tangente MT der Abſciſſen⸗-Axe OX "begegnet, fo 
finder fich folcher aus der Gleichung ber Tangente ($ 171. IL 
3) indem man y 0 fegt. Man findet dann 

1) = yon, 
während; wenn W. MTX ꝙ gefegt wird (nach $.171. U. 7.) 
96 * 
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. 2) = Br, 
if. — Stellt man nun in diefen beiden Gleichungen die Ans M 
drücke zur Nechten als Funktionen von = ber, und fegt man IF 


114 


brücke nachgebends auch als Funktionen von 7 ber, und fett 


man dann 0 d. h. y=o,— fo erhält man die Werte 


von x’ und @ für den Fall, daß die Tangente die Kurve ef 
im Unendlichen berührt. — Eine folche Tangente wird gerab ] ’ 


ren zu einem Widerfpruch, fo ift folcher ein Beweis, daß Ir 
mal Feine geradlinige Aſymptote exiſtirt. 


Iſt 4. B. gegeben als Gleichung einer Kurve 
wat), 


> 
ſo giebt fie, wenn fie differenzürt wird, fogleich J 
= — tr _ 2 
x — 


TAC x” 
Dividirt man hier Zähler und Nenner durch x*, und ſetzt man dann 
= =0, fo nimmt diefer Ausdruck für dy, die Werthe 1 an, welches 
p=45° und 1350 liefert, | | 
Ferner erhält man aus der Gleichung 1.) 
Yo —8x-+-15x?— 9x°’+ 9x T4xV(1 — x)?(4—2x-+x?). 
—4+ 5x —’+ x*F2 YA—x)a—- at) 
und dividirt man hier Zähler und Nenner durch x*, fo erhält man für 
1 z=% fogleich den Werth von x’, 
Diefe Kurve hat alfo zwei abapeeen—, welche durch den von O um 
2 entfernten Punkt T hindurchgehen (Sig. 34.) und daſelbſt mit der Ab: 
feiffen- Are OX und mit ihrer rückwärts gedachten Richtung OX’ Winkel 
von 45° machen. Diefelbe Kurve hat aber noch eine dritte Aſymptote, 
welche mit der Ordinaten⸗Axe OY zufammenfällt, und die man finden 


[4 
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würde, wenn man x’ und Oy, bloß als Funktion von y und dann von 


r herſtellte, zuletzt aber z=0 fest. Hier findet fie fich jedoch beque⸗ 


mer Daraus, daß für x unendlich-Elein, y unendlich groß wird, während 
für z=0, die Ordinate y ganz aufhört zu feun, weshalb OY Aſymp⸗ 
tote iſt. 

Uebrigens hat dieſe Kurve drei Cheile mit ſechs unendlichen Schen⸗ 
eln, welche mit den drei Aſymptoten zuſammenfallen, wie ſolches in der 
Sigur 34.) zu fehen if. 

Jedoch findet man die geradlinigen Afpmptoten, ohne fie 
18 Tangente im Unendlichen anzufehen, häufig aus dem andern 
Begriffe, nach welchem fie folche gerade Linien find, die fich den 
Schenfeln ver Kurven ohne Ende nähern, ihnen unendlich nahe 
ommen, ohne fie je erreichen zu können. — Das Verfahren ' 


ſt folgendes: Man feßt = z, verwandelt dadurch y in 


ine Funktion von z, entwickelt dieſe (mittelft des Maclaurin- 
chen Lehrfages) in Neihen, die nach fleigenden Potenzen von z 


. 5. von 2 fortlaufen. Wenn dann y die Form annimmt 


ee £ / Yen: ETC En Co En 

0 4, v etc. etc. wachlend und poſitiv find, fo darf man nur, 
enn A und B reelle Werthe find, 

4) y—=Ax+B | 
ehmen, und dieſe letztere Gleichung ift Die Gleichung der Aſymp⸗ 


te, weil y —) für — unendlich-Eein d. h. für x, 


I6ft unendlich⸗klein wird *). 
Nimmt alfo die Gleichung 3.) nicht diefe Form an, nimmt 


*) Steht eine Afymptote auf der Abfeiffens Are ſenkrecht, fo findet 
an fie ebenfalls auf diefem Wege, nicht, weil für fie x nie unendlich 
oß wird. Man findet fie dann entweder dadurch (wie in obigem Bei⸗ 
tele), daß man bemerkt, wie für x=a, y unendlich-groß wird, oder 
duch, daß man die Koordinaten, Apen verändert, ober doch mit einan⸗ 
ꝛr vertauſcht. 
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fie etwa noch Glieder von der Korn ax”, Bx” etc. etc. in 
fi) auf, wo m, n etc. etc. pofitio find, oder it A odeB 
nicht reell, fo exiftirt Eeine gerablinige Afymptote. (Man vgl. 
noch $. 132., mo bie Aſymptoten der Hyperbel gefunden ud.) 


$..173. 


Die Differentials oder Ableitungs- Rechnung iſt auch noch 
geeignet, die ausgezeichneten Punkte einer Kurve erfennen zu 
laſſen. Zu den ausgezeichneten Punkten zählt man aber 

1. die Wendepunfte. — Ein Punft M heißt ein Wen⸗ 
depunkt, wenn bie beiden ihm nächft anliegenden Punkte auf 
derfchiedenen Seiten der gerablinigeun Tangente an M, liegen. — 
FR x der Abfeiffens Werth diefes Wendepunktes M; ift xh 
der Abfciffens Werth bed an M nächft anliegenden Punkte (ber 
bem M vorangeht, wenn h negativ gedacht wird, welcher aber 
ben Punkte M folgt, fobald man fich h pofitio denkt, während 
h jedesmal unendlichsElein gedacht werden muß); ift ferne 
Yun die Ordinate der Kurve -und y’,,, bie Ordinate der durch 
bie Gleichung 

y'—y=ay,(x!—x) 
gegebenen Tangente, fo findet ſich aus legterer Gleichung, men 
man x--h flatt x’ febt, 

Yhzytdy,h, 
während nach dem Taplor'fchen gehrfaße für die Ordinate der 
Kurve, 





Y+h — y-t+dy,- h-}-8° Ya’ +0: Y, 3! —* 
gefunden wird. Hieraus findet ſich 


h? h® 
Yırn“ Yan = y,‘ ri 37 7 .., 
Der Punkt M if nun ein Wendepunkt, wenn biefer 
Unterfchieb y ya, mit h zugleich fein -— oder — 
Zeichen wechfelt, — alfo wenn 


$. 173. Anwendgn. auf ebene Kurven. . 407 
9 =0 
wird, ohne daß man zu gleicher Zeit — 0 bat, ober 
wenn gleichzeitig 
%y —=0, 8°’y =0 und de 0 

wird, ohne daß man zu gleicher Zeit 8°y, —=0 bat; nf. m. f. 

Sollte, während 8°y,—0 if, dey, bie Form I an 
nehmen, fo müßte man fir diefen Ausnahms⸗Werth die Diffe: 
veng Yon —Yayn direkt in eine nach. h geordnete Neihe ver⸗ 
wandeln (die auch gebrochene Potenzen von h in ſich aufnimmt) 


und zufehen, ob folche mit h zugleich ihr — oder — Zeichen 
ändert, oder nicht. — Und um keinen Horbandenen Wendepunkt 
( 


gu verfehlen, muß man auch jedesmal noch 82y = fegen,. 


weil auch für dieſen Ausnahms⸗Werth von x, die "fire 
Yon Yurn, nach gebrochenen Potenzen von h entwickelt, 


mit h gugleich ihre 4 oder — Zeichen ändern kann. Und. follte 
A x, welcher 8, macht, auch ſchon 


dy =7 machen, fo daß die Tangente an dieſer Stelle auf 


der 6feifen. Are fenkrecht ſteht, fo findet fein Wendepunkt ſtatt, 
wenn für denfelben Werth von x, bie Ordinate y ein Grenz> 
Werth wird. | 

II. Zu den ausgezeichneten Punkten gehören ferner bie 
Durhfchnittspunfte der Kurve, wie z. B. der Punkt m 
(Sig. 31). — Da an diefen Punkten zwei oder mehr Tangen- 
ten gleichzeitig flatt finden, fo muß Ay, für dieſe Werthe von 
x und y gleichzeitig zwei ober mehr reelle Werthe haben, die im 
Allgemeinen einander ungleich find, in Ausnahmefällen aber auch 
einander gleich werden Eönnen. ' 

Man findet: daher Biefe Ducchfehnittäpunfte, wem man 
die gu einem und demfelben x Cim Allgemeinen) gehörigen Wer⸗ 
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the von y einander gleich ſetzt, und für jedes Paar Die,m 
diefer Gleichung hervorgehenden Werthe von x und-y,. 
Ausdruc für dy, prüft, ob ex wirllich gel (ober. we) m 
Werthe annimmt, wenn lettere auch Ausnahmemelfe dam 
gleich werden follten. Dabei Heißt ber Punkt m, je mod 
ſich zwei, drei, ober n reelle (gleiche oder ungleiche) Werthe 
Ay, finden, ein doppelter, breifacher, m facher Pakt « 
Findet fich aber zu einem biefer Werthe von x, nur ein ci 
ger reeller Werth von dy,, fo’ daß die übrigen alle imaginde 
fo bleibt der Punkt m nur ein einfacher Punkt”). 
Mm. Ruückkehrpunkte find Tolche doppelte Punk, 
denen die Kurve aufhört, wie z. B. (Big: 30.) bie Punkte 0 
und B, oder (Fig. 32.) der Punkt m. — Sie werden haft 
nach berfelben Megel, wie alle boppelten Punkte gefunden, mE 
daß bie Hiefigen von denen in. II.) noch dadurch abgefondet 
werben, daß man zuſieht, wie bie Werthe von Yorh und Yu) 





*) Schafft man ans einer Gleichung zwiſchen x und y alle mehr 
beutigen Ausdrüde, alfo namentlich alle WurzelsZeichen weg, und wid 
ſie dann durh uw, ,=0 vorgeſtellt, fo giebt fie fogleich, wenn fie nach 
allem x differenziirt wird, 


1) . du,-tdu,-dy,=0 oder = 


wo rechts im Zähler und im Nenner fowohl x als auch y beliebig unter 
mifcht, darin aber Feine mehrdeutigen Ausdrücke vorkommen können. Für 
einen vielfachen Punkt, wo y nur einen einzigen Werth hat, würde nun 
aus dieſer Gleichung auch dy, nur einen einzigen Werth annehmen, wenn 





| d 
nicht. dieſelben Werthe von x und y, den Bruch * auf die Forn 


7 brächten. 

Man kann alfo auch die vielfachen Punkte noch dadurch finden, de| 
man zuerſt die Gleichung. a,,=0 ohne Wurzeln herfiellt, dann du, =! 
und da, =0 fest, aus biefen beiden Gleichungen x und y findet, zu 
letzt aber prüft, ob fie auch der gegebenen Gleichuns u, =0 (e 
Kurse) ſelbſt genügen, 
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allen, wenn ſtatt x der Abſciſſen⸗Werth Diefed Punktes ge 
wird; dadurch allein kann man dann erkennen, ob der frag 
Punkt ein Durchfchnittspunkt oder ein Rückkehrpunkt iſt. 
Da bei den Rückkehrpunkten beide Ziveige nur einen eins 
ı Zweig ausmachen, in fo fern jeder abbricht, folglich der 
in den andern übergeht, fo müſſen Die Tangenten beider 
ige auch in einander übergehen, daher am Nückkehrpunft 
t mit einander zufammenfallen. Im Nückkehrpunfte haben 
er beide Zweige immer eine gemeinfchaftliche Tangente.‘ 
Man umnterfcheidet aber noch: Rückkehrpunkt Ber 
en Art, wie folcher z. 3. in der durch die Gleichung 
. y=b+a—3a% 
ebenen Kurve vorfommt, und mo bie. beiden Zweige dicht 
Rückkehrpunkt auf verfchiedenen Seiten der gemeinfchaftlichen 
igente liegen d. h. einander ihre Konverität zukehren; — und 
ckkehrpunkt der weiten Art, wie ſolcher z. B. in der 
ch die Gleichung 
yarıı 
ebenen Kurve vorkommt, und wo bie beiden Zweige dicht 
Rückkehrpunkt auf einer und derfelben Seite der gemeins 
ftlichen Tangente getroffen werden, d. 5. einander umfaflen, 
r beide ihre Konvexität der gemeinfchaftlichen Tangente am 
ckkehrpunkte zuwenden. | 
Ferner giebt e8 noch: u 

IV. Einzeln fiehende Punkte, Einzelpunfte oder 
nfiedler, wie z. B. der Punkt m in-der durch die Gleichung 


_3H/8 ZADAR) 
X 





ebenen Kurve der Fig. 33.). — Es ift dies der Punkt, der 
für x=3 ergiebtz denn es wird y imaginär fowohl für 
=3-+h, als auch fir x=3—h, fo oft h unmdlich> 
n gedacht wird; folglich feht diefer Punkt m ganz verein- 
ı und auf Feiner Geite liegt ihm ein zweiter. flefig an ‚Die: 
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fee Punkt m ift daher ein, der Kurve (bie zwiſchen den zu 
xs=—1 um x=-+1 gehörigen Ordinaten⸗ Richtungen 
liegf) zugehöriger Einzelpunkt. 

Da nur mehrdeutige Ausdrücke imaginäre Werthe ante 
men, fo folgt, daß ein Einfiedler ebenfalls als ein Vielfacher 
punkt angefehen werden kann, und fich dahurch findet, dag man 
die beiden, zu einem und demſelben unbeftimmten x gehörigen 
zwei (oder mehreren) Werthe von y einander gleich fegt. Iſt 
a der aus dieſer Gleichung bervorgehende Werth “von x, fo 
müffen y. und y,,, imaginär werben, wenn für x—a ein 
Einzelpunkt ftatt finden fol. 

Anmerkung. Durchfchnittspunfte, Rückkehrpunkte, Ein 
fiedler, fegen eine Sorm von y voraus, welche mehrdeutig if, 
fo aber, dag fir x=a zwei oder mehrere Werthe einander 
gleich werden. Es enthält alfo y in feinem Ausdrucke Glieder 


von der Form Ak—a)".Q,; dann aber enthalten dy,, | 
d°y,, dey, etc. etc. bezüglich Glieder vom der om | 
m—n . m— 2n m— da 
B.(x—a) ” 9, C-(z—a) ” «9, D.(x—a) " 
u. f. m. fe Da nun einer dieſer Erponenten doch endlich ne 
gativ werden muß, fo wird für x—=a einer der Differentidle 
Koefficienten (und dann müffen bie ihm nachfolgenden alle) die 








Form 4 annehmen. 


Man findet daher dieſe ausgezeichneten Punkte der Kurve 
alle dadurch, daß man die Ableitungen dy,, 8°y,, dey, etc- 
etc. eine nach der andern —=0 und =+ fegt; für den 
fich ergebenden Wert) x—a aber, bie Werthe von y,_, amd 
Yayn näher prüft. | 


Beiſpiel 1. Betrachten wir. zunachſt die durch ihre Scheitel, 
Gleichung 
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) — 
ebene Ellipſe (Sig. 19.). — Sie giebt 
b a—x 

=—. nd 93) 8° = . 
n By. a Ylax—x? a ) 6% (ax—x2)8 
wird daher, wenn AP=x if (aus $. 171. IL 6. u. 5.) 
subig. PT=-+: — und sudnorm,. Pw=+r 2 
d 


— ab ı 





Jax—x? 
d Dies ſtimmt alles genau mit den Formeln $. 131. VII. 16. und 18.). 
erein, in fo fern man flatt des dortigen von C aus genommenen x: 
er x—a fegen muß. 
Der Krümmungsbalbmeffer an M wird (nach $. 171. IIL) 


— [a?b 2 1{a?— ni ara, 


b — 
MIX d.h. LE 





nd Biefer wird, ſowohl für 0, gr auch a— By d. h. an 


n Scheiteln A und B, —* d. h. dem halben Parameter der El⸗ 


pſe gleich. 

Segen wir nun, um bie ausgezeichneten Punkte zu finden, dy, S0 
der =4, ferner 8°y,—0 oder = u. ſ. w. f. — Die Gleis 
jung dy,—=0, giebt xa, und weil derſelbe Werth dey, negativ 
nacht, ſo lange y d. h. die Wurzel V2ax—x? pofitin if, dagegen dey, 
oſitis macht, wenn y negativ if, fo folgt, daß für x=a, alfo an den 
ſunkten D und E, die Tangente mit ber Abfeiffens Are AX parallel Täuft, 
nd dag y dafelbk ein Marimum ift, wenn. pofitiv, dagegen ein Minis 
um, wenn man ſich y=—CE denkt. Und weil die Ordinaten der 
ı D ober E nächft anliegenden Punkte der Tangente größer find, als 
züglich die zu denſelben Abſeiſſen gehörigen Ordinaten der Kurve, fo 
)ret die Kurse an D und E der Abfeiffen-Are ihre Konverität zu. 

Die Gleihung dy, = 3 giebt 2ax—x?=0, d.h. x=0 und 
= 2%. An den Sceiteln A und B alfo flieht die Tangente auf der 
ſeiſſen⸗ Are AX fenkrecht, und weil die zugehörigen Werthe von y 


renz⸗Werthe find *), fo findet auch hier an den Scheiteln Fein Wende 
imkt ſtatt. 





*) Segt man nämlich in die Gleichung 9 * 2 (Axt zuerſt 
bh, dann 2a--h ſtatt x, fo erhält men 


412 Erſte Reihe d. Anmwend: d. hoͤh Anal. Kap. IL $. 178, 


um aber zu fehen, ob überhaupt kein Wendepunkt Ratt finde, muß 
man auh noeh 8y,=0 und = I fegen. Die erfiere Gleichung 


giebt ab>=0 umd diefe kann daher gar nicht ſtatt finden. Die andere 
Dagegen giebt wieder Qax—x?=0, d.h. x=0 md x= Aa; und 


beide geben nichts Neues, fondern nur das, was aus &y, = rolh⸗ 


wendig hervorgehen mußte. 
Beiſpiel 2. Hätte man ſtatt yalax-ı}, genommen die 


Gleichung — Ax-2")}, ſo wären alle Ordinaten um daſſelbe 


p größer geworden als vorher. Man hätte alſo dieſelbe Ellipſe erhalten, 
nur daß ihr Mittelpunkt nicht in der Abfeiffen-Are AX, ſondern um p 
höher Coder tiefer, wenn p negativ) gelegen hätte. — Würde man dw 
gegen bie Gleichung 


b 
1) — ar 
nehmen, fo würde man Feine Ellipfe, fondern eine algebraifche Gleichung - 
der Aten Ordnung baden. Dan würde dann erhalten. 





—x 2 — ab 
2) = + — und 3) A 


Die Gleichung dy, 0 giebt jegt andere Werthe von x ald vor⸗ 
her und zwar vier Werthe. Nach Maßgabe, daß fie alle vier reell find, 
oder nur zweie davon reell ausfallen, oder alle imaginär find, zeigen dieſe 
vier Werthe vier Stellen, oder zwei Stellen, oder das Nichtdaſeyn folder 
Stellen an, an welchen die Tangente mit der Drdinaten- Are parallel läuft, 


Die Sleihung dy, = + giebt wider x—=0 und x=%, f 
daß die Kurve für diefelben beiden Abfeiffen-Werthe, wie vorher die El⸗ 
lipfe, Tangenten hat, die auf der Abſciſſen⸗Axe fenkrecht ſtehen. Und fert 


man Oh und 2a-th flatt “ fo erpält man 
Yo+h = P+g + a —* 
b r 2 
und Ya =p+q@a+b)’ + (—b)”2a+-h)?, 
fo daß yYoyı für ein negatives h, dagegen ya... für ein poſitives h, 


x ı ı 
Der erfiere Werth wird imaginär für ein negatives k, der andere Duge 
gen für ein poſitives h. 


§. 173. Anwendgn. auf ebene Kurven. 413 


imaginär werben; biefelben Werthe O und 2a von x, machen alfo y zu 
Grenz Werthen, fo daß an diefen Stellen Feine Wendepunfte flatt finden, 
Die Gleihung 8°y,—=0 giebt jest 


Qyllax—x)? ab oder Ag?(lax—x?) — a2b2, 
welches eine Gleichung vom 6ten Grade ift, die für x fechd Werthe lie⸗ 
feet. Man erhält aber daraus 


| 4q? 
sder, wenn ber einzige reelle Cund allemal pofitive) Werth diefer Kubikwur⸗ 


4 durch r beeichnet wird, fo daß die beiden andern r(—3-+-3V—3) find, 
l x?  2aıx= —r und 2’ — 2ax rg +3iy3), \ 


2ax — x?’ 





zZ _ woraus 
5 x=a-+Ya’—r und x=atYa+r(4-+-Liyg). 


} 


Ben diefen ſechs Werthen find die vier letztern gewiß imaginär, die beis 
ben erfern aber nur dann, wenn a?<r, dh a<r oder 
2 x 
.<z d.h. 4q?a*<b®, oder q pofitiv oder negativ, aber an fi 





<a if. — Tritt alfo diefes nicht ein; iſt vielmehr q poſitiv oder nes 


satin, aber an ſich 235 ſo giebt es zwei Stellen der Abſeiſſen⸗Axe, 


zch an welchen O°y,—=0 if und für welche 8°y, nicht =0 wird 
iJ Dann hat alſo die Kurve Wendepunkte an dieſen Stellen, und zwar, 
a weil m jedem Werthe von x zwei Werthe von y gehören, im Ganzen 
vier Wendepunkte. IR endlih ra d. h. q poſitiv oder negativ, aber 
an ſich = fo finden deshalb Feine Wendepunkte mehr ſtatt, weil 


jest diefelben beiden Werthe von x mit denen zuſammen fallen, für welche 
=. if 
- Die Gleihung 8°, = m giebt wieder x<=0 und x—2a, 
welches diefelben Stellen find, an welchen man ſchon dy, = + bat, 
d. h. wo die Tangente auf der Abfeiffens Are fenkrecht fieht *). 
———— 
”) Mir werfen auf dieſe Kurve noch mehr Licht, wenn mie bemer⸗ 


Ten, dag y=p-rqgz? die Ordinaten einer Parabel ach (Fig. 35.) 
vorſtellt, deren Scheitel in a iſt, und daß unfere durch die Gleichung 


— pt tun 


dorgeſtellte Kurve gleichfam eine wergerrte Ellipfe if, deren Hauptdurch⸗ 
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Beifpiel 3. Nimmt man die durch die Gleichung 
b 3 
y=—(ax—x?) 


gegebene algebraifche Kurve der bten Ordnung (Sig. 30.), fo giebt fe 
b_ uns au gb a —Aax 

0,=3, (@ x)(2ax—x”)" und dey, =3- —— 
Die Gleichung &y,=0 giebt 26, o und x243 
folglich läuft die Tangente an D und E, wo xz—a if, ferner an O 
und B, wo x=0 und x—=2% if, mit der Abſciſſen⸗Axe parallel, 
wenn fie nicht mit ihr zuſammenfällt. An D und E find die Ordinaten⸗ 
Werthe y Marima und Minima. An O und B dagegen ſind Kücklehr⸗ 
punkte, weil yoyn und y2. 10 fich imaginär ausweiſen, während zu jedem 


Werthe von x, welcher >O oder <2a iſt, namentlih m x—=0+k | 


und x=2a—h immer zwei und reelle Werthe von y fich ergeben. 


Die Gleichung dey, —0. giebt x=all+$Y2). Diefelben Be | 


the von x machen dey, nicht der Null gleih und bringen 8°y, auch 
nicht auf die dorm 5 alſo braucht es keines weiteren Beweiſet, baf bi 


Kurve vier Wendepunkte hat, zwei links der DCE, bie andern beiden 
rechts von DCE, jeden von DCE um Zay2 fenkrecht entfernt. 

Die Oleihung 8°y, =; giebt endlich noch einmal 20 mi 
z—2a5 fie zeigt daher die Rückkehrpunkte noch einmal an. 


Beifpiel 4. Nimmt man y-p+ (dr), fo giebt die, 


weil alle Drdinaten um p größer merden, genau biefelbe Kurve als ver 

ber im Beifpiel 3.), nur daß die Abfeiffen-Are jegt gegen die vorige um 

p tiefer liegt Coder um —p höher, wenn p negativ, alfo —p poſiti 

ſeyn follte). 
Nimmt man aber die durch die Gleichung 


1* Pt + 2 —- 


meffer AB oder 2a ſich in bie Parabel ach gekrümmt und gezeret hat, 
mährend die Punkte der Kurve jest nad) oben und unten parallel wi 
der Drdinaten-Are AY von diefem parabolifchen Durchmeffer ach gleich 
weit abliegen. Der Mittelpunkt C der Ellipfe ik nun nach e hin gr 
gerrt; die Scheitelpunkte A und B der Ellipſe find. nach « und b je 
verzogen. Die Tangenten an a und b fiehen dabei noch immer auf AX 
fentrecht. Iſt q groß genug, fo daß bei diefer Verzerrung Wendepunkt 
entfianden find, fo Tiegen folche auf beiden Seiten von Ce in gleicher 
ſenkrechter Entfernung von Ce, zweie links und zweie rechts. 
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ebene Kurve, fo giebt folche 
87, = gr-+ 3 (ax) (dar 2)? 


43. (3? a? — Aax-+ 2x? 
2 —g 3 — — — 
d 0% 177 lax—x? 


Die Sleihung dy,—=0 giebt jezt für x fünf Werthe, von denen 
er oder drei reell feyn Eönnen, wenn nicht alle fünf reell feyn follten. 
3 giebt daher eine, drei oder fünf Stellen, wo die Drdinaten Maxima 
er Minima find und die Tangenten parallel mit der Abfeiffen- Are laufen. 

Die Gleichung dy, = 4 giebt nichts. — Die Gleichung d°y,—0 


ebt eine Gleichung vom Aten Grade, welche entweber vier reelle Werthe 
mn x liefert, oder zwei, oder gar feinen; db. b. es hängt von dem Vers 
e von q ab, bei Übrigens gleichen Werthen von a und b, ob die Kurve 
er Paare oder zwei Paare Wendepunkte haben wird, oder gar Keinen. 


Die Sleichung —E giebt <=0 und x243 und weil 


0 und yo,.n imaginär werden, fo find die zu diefen Werthen x —0 
nd x 2a gehörigen Werthe von y Grenz Xerthe, und diefe deuten 
zückkehrpunkte an, weil für fie nicht dy, = rn wird. In dem erfiern 


dückkehrpunkt, wo x=0,: alfo auch Oy,—0 if, wie auch am zweiten 
tüklchrpunfte, wo x 2a if, fallen die Tangenten der Kurve, mit 
nm x=0 und x 2a gehörigen Tangenten der durch die Glei⸗ 
ung ** pqx, gegebenen Parabel zufammen. 


| $. 174. 
Iſt y-yr | 
ie Gleichung einer ebenen Kurve AMNPS (Fig. 29:); denken 
dir ung folche nad) y aufgelöft, fo daß rechts bloß eine Funk; 
ion von x allein vorfommt; und ift endlich Am=x, alfo 
ıM=y=y,, — fo find offenbar auch der Bogen AM und der 
Inhalt AmM, fo lange fie fletig fortgehen, Funktionen 
'on x, welche wir bezüglich durch s, und fx bezeichnen. wollen, 
md welche von ber gegebenen Funktion y, abhängen, fo daß 
le aus letzterer gefunden werden Eönnen. Es giebt nun Mittel, 
venn die Funktion y, gegeben ift, bie Differential Koefficienten 
a, und Of zu finden, ohne dag diefe Funktionen s, und f, 
elbſt bekannt zu feyn brauchen. — Ja man bedient ſich nad» 
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ber diefer gefundenen Differentials Koefficenten ds,- und df,, mm 
daraus s, und f, felbft zu erhalten. 

I. Wir wollen nun zunächſt ds, und df, nach Leibnitzi⸗ 
fchen Anfichten finden, d. 5. zuerſt die,. zu dem unendlich: Eleinen 
Zumachfe dx gehörigen unendlich >Eleinen Zuwachſe ds und d£, 
von s und f, befimmen, und daraus dann ds, und f, ent 
nehmen. Iſt aber Am=x und mn==dx, fo ift das Stück 
MN der Kurve, eins der gerablinigen Elemente derſelben und 
— ds, wenn AM s gefeßt worden. Zieht man nun MU mit 
OX. parallel, fo hat man das rechtiwinkliche Dreiec! MUN, in— 
welchem dx und dy die beiden Katheten find, und ds die Sy E 
pothenuſe if. Alſo bat man unmittelbar aus dem Pythagoräi 
fchen kehrſatze 


1) de=VirFayr, folich E=Y ı+ 3; 


b. h. 
3) 8, YVI-FBy,? -Fdy,?. 

Iſt ferner AmM=f,, fo if MNmn = df; dieſer us 
wachs MNmn befteht alfo aus dem Rechteck mnMU, — deſſen 
Srundlinie dx, defin Höhe y, deffen Inhalt alfo = y-dx ifl 
— und aus dem Dreiede MUN, defien Snhalt = Ydx-dy 
alfo unendlich>Elein von der zweiten Ordnung ift, mithin gegen 
dag Unendlich Kleine y-dx der erfien Ordnung (nach $. 50) 
verſchwindet. Folglich hat man 


3) | at ⸗ ydz, alfo z —y, 
d h. | 
4) di. yy 


I. Will man dieſelben eſullar nach der Anſicht des 
Lagrange erhalten, welcher die Kurven als ſtetig gekrümmt | 
anficht, fo denkt man fih mn nicht unendlich»Elein, ſondern 
beliebig, feat mn=h, hat dann 

Bog. AMN = 5.41, alſo Bog. MN = 848 
oder, nach dem Taylor'ſchen Lehrſatze, | 
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1) Bog. MN = ds.h4+-825,.0.+ ... 


Run bildet fich Lagrange mittelft der Euklidifchen Geometrie 
wei Grenzen, zwilchen denen ber Bogen MN immer liegen 
muß, — fo daß er größer ift wie bie eine, Eleiner Dagegen wie 
bie andere diefer Grenzen, — und entwickelt dieſe Grenzen eben 
fans in, nach Potenzen von h fortlaufende Reihen. Zu biefen 
Grenzen nimmt er die Stücke der Tangenten an M undan N, 
welche von ben beiden Orbdinafen- Richtungen mM und nN abge 
Ichnitten werden, und von denen das Stück der Tangentean M, näm 
ih MR (Sig. 36.) die größere, das Stück NH der Tangente an 
N dagegen bie Eleinere Grenze ifl, wenn wir vorausfegen, Daß die 
Drdinaten- Werthe y von M big N fortwährend machen *). 

Nun berechnet fich aus der Gleichung der Tangente ($.171.11.3.) 
bie Ordinate nR derfelben, welche en Werthe a-+-h gehört, 

= y-dyc-h 

alſo  UR=dy,h; 
und daraus die Hypothenufe MR, weil MU=h ift, nämlich 

9) . MR= Yh?+3y,2-h?=h-Y1-F3y;2. 

Eben fo ift Die Gleichung der Tangente NH, wenn x! und 
y die Koordinaten: Werthe eines beliebigen ihrer Punkte vors 
fielen (nach $. 170. oder $. 171.) Ä | 
y’— Yarı = Öys+n [2° (x -+h)] 

Gegt man daher x —=x, fo wird y’—=mH, und y—y,ın 
=—NK, wenn HK mit OX parallel gedacht wird, ſo daß 
HK=h iſt. Alſo wird 


————— — 


2) Es iſt nämlich MG+-NG> Bug. MN; und GNR nach der obigen 
Vorausſetzung ein Rumpfer Winkel; folglich GR>NG; mithin um fo mehr 
M6--GR d.h, MR>%og. MN 
Serner ift der Winkel MHN ſtumpf; alfo NH<Gehne MN<SBog. MN. 
Sollten von M nad N hin die Ordinaten⸗Werthe immerfort abneh⸗ 
en, fo wäre natürlich MR die Eleinere und NH bie größere Grenze. 
Und mn oder h ſoll hier nie fo groß gedacht werden, dag smwifchen 
M und N der Drdinatens Werth y ein Marimum sder ein Minimum 
berden könnte. 
Bd. J. 27 
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‚NK = dy,11.h=dy,-h-+8°y,.h?-- +; 
und daraus findet fich die Hypothenuſe HN fo: nämlich 
HN=h-VIFOyFOyhr-), 
d. 5. wenn man dieſes nach Potenzen von h entwickelt 
5 EN=hVFSyP-+B-h’+-, 
wo B,, etc. etc. leicht zu findende Koefficienten find. 
Sind nun (in 1., 2. und 3.) Bog. MN und die Grenzen 
MR und NH, zwiſchen ‘denen er liegt, nach Potenzen von h 
geordnet, fo wendet man den Sag an: 
wenn eine nach fleigenden Potenzen von h geordnete Reihe 
für jedes noch fo Eleine h, der Größe nach allemal zwiſchen 
zwei andern eben fo geordneten Reihen liegt, und letztere bei 
den mit einem und bdemfelben Gliede beginnen, fo muß di J 
erftere genau mit demfelben Gliede beginnen *). 
Da nämlich die Greng- Reihen (in 2. und in 3.) mit demſelben 
Gliede h-Y1-+-dy,? beginnen, fo muß hiernach dag erfte Glich 
der Reihe 1.), nämlich J h daffelbe on; db. 5. man hat 











) Liegt 
R=A,-h-+A,-h>-+A,.h’-t... 
für jeden noch fo Kleinen Werth von h allemal zwiſchen 
—=B,-h+B,-h’+B, J 
und 
S—=B,.h+C,-h’+C,-h’+ :.. 
fo find diefer Vorausſetzung zu Folge die Differemen sSs—-R md R-$ I 
pofitio, und Heiner als die Differenz S—S. — Nun findet fih aber 
S-R=(B,—A,)h+{B.— Ah’ 
un | 
R-S= (Ar—B.)h-+(A,—C,)h? + ..,. 
während 
S—S’= (B,—C,)h?-F-- 
iſt. Da nun h fo ein gedacht werden kann, daß jedes mit h? afftitte 
Glied größer ift ald die Summe von unendlich» vielen mit höhern Poten⸗ 
zen von h affieirten Gliedern, fo Eönnten nit S-R und RS dl ‘ 
beide Heiner als S—S’ feyn, wenn nicht A, —=B. wäre. 
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‚Um ferner nach Diefem Verfahren des Lagrange Of, zu 
erhalten, bemerke man, dag (Fig. 36.) der Sue | 
4) MNnm = = — —df,- ꝓdet te 
ift, und Dabei gwilchen den Grenzen MUnm und LNnm liegt, 
während dieſe Rechtecke bie Grundlinie hund die Höhen Mm 
oder y., und Nn oder y24n haben. Folglich hat man noch 
5) MUnm=y-h 
und 
6) ILNnm = y,1n=y-h-+dy,.h?-+ | 
Da nun die Reihe 4.) zur Nechten, allemal zwifchen den Rei⸗ 
ben 5.) und 6.) zur Nechten liegt, für jedes noch fo Elein ge: 
Dachte h, fo muß, weil letztere beiden mit bemfelben Gliede y-h . 
anfangen, auch die erfiere mit demfelben Gliede beginnen; 
d. h. es iſt af 


TI. Iſt eine Kurve durch eine Gleichung zwiſchen Polar- 
Koordinaten 0 und r gegeben, indem man (Fig. 37.) Winkel 
OFM— 6 und FM=r fegt, für jeden Punkt M der Kurve, 
während H im Bogen für den Radius 1 ausgedrückt feyn fol, 
fo ift nicht Bloß r eine Funktion von 0, fondern es find auch 
Bogen AM und Inhalt AFM Funktionen von 6, die wir durch 
5 und f—⸗ vorſtellen wollen. 

Denkt man ſich nun 9 um bas unendlich⸗kleine Stück 
MFN dh gewachſen, und mit FM —=r den Kreisbogen Mm 
gesogen, fo hat man 

Mm=rd9 und Nm=dır. 

Da man nun nach 2eibnig MNm als ein bei m rechtwinkli⸗ 
ches Dreieck anfehen Eanı, in welchem MN = ds bie Hypo⸗ 
benufe if, fo bat man fogleich nach dem Potpagoräifchen 
dehrſatze 

1) ds=Yr?.d dd: 2-dr?, oder a-Ve+ä +! hr 
. B 

2) I, = = Yr?-Td1°. 

97 * 
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Der Zuwachs MEN —df des Inhalts AFM— £ beflcht 
aus dem Kreis⸗Sektor MFm, — deffen Bogen Mm = r-d6, 
und deffen Radius r ift, deffen Inhalt alfo- — 4r?-d9 gefun 
ben wird, — und dem Dreiecke MNm, deffen Inhalt — Ar-dr-# 
unendlich Elein von der zweiten Ordnung ift und Daher (nad 
. 50.) gegen 4r2.d9 verſchwindet. Alfo ift | 


2 dr ſollich =, 
d. h. 
4) 9 = Ir? Ir⸗ꝰ. 


IV. Wollte man diefelben Nefultate nach Anficht des & E 
grange finden, fo müßte man, um 3.3. für die Icgtere Aufgabe 
das Verfahren fpeciel nachzumeifen, zwei Grenzen, nämlich den 
Kreis⸗Sektor MmE und den Kreis⸗Sektor nNF auffuchen, 
swifchen denen der zum Winkel MEN — h gehörige Zuwachs 
MFN des Inhalts AME liegt. Man hat dann 

AFM =f, alſo AFN =; 


folglich D - 
h? 
1) MEN =. —h dh’ nt 
Nun iſt aber 
2) Sekt. MmF — 1r2.h 
und 


3) Sekt. NoF= 414)?-h= 4r?-h-+r-örg-h?-h-. 
Da nun die Reihe 1.) für jedes noch fo Eleine h gmifchen den 
Reihen 2.) und 3.) liegt, die beide mit 1r2.h anfangen, fo muß 
a, = 4r? 

ſeyn. W. z. f. w. | 
| Anmerkung Man übsrfehe dabei nicht, 1)- daß der hir 
Durch sg ausgedrückte Bogen AM genau derfelbe ift, der 
kurz vorher durch s, ausgedrückt gedacht worden, daß daher 
, 8 os, · dx⸗ feyn muß; 2) daß aber der durch fa bezeichnete 
Inhalt AFM von dem Eurz vorher durch f, bezeichneten In⸗ 
balte APM ganz verfchieden ift. 


n 
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$. 175. 

Iſt (Fig. 37.) AP=x, PM-=y, Winkel AFM—9 
ad FM=r und OF=c, fo hat man zwiſchen den recht: 
winklichen Koordinaten Werthen x und y, und den "Polar: 
Koordinaten Werthen 6 und r die beiden Gleichungen ($. 125.), 

1) x=c—rcoH ud 9) y=r-sint, 
fo daß, wenn man noch die Gleichung der Kurve AMN hat, 
drei Gleichungen gwifchen den vier Veränderlichen x, y, r und 
6 beftchen. Man kann daher drei dieſer Weränderlichen, z. B. 
x, y und x, als Funktionen der vierten 0 anfehen. Differengiirt 
man nun die Gleichungen 1:) und 2.) zweimal hinter einander 
nach allem 9,-fo erhält man noch 

3) u =-tr-sind— dro. cos h; 
4) öy = r:cos#-+ dry-sin 6; 

5) 8, —-r-0osd-+-2Br4- sin b—8°ry.cosh; 

6) P’y = —r- «sind --2d1;- cos 8-L-3°r;- sind. | 

Mittelſt dieſer 6 Gleichungen (1. = . man nun aus 


alen Ausdrücken, welche x, y, dy, d 5 Tr "und dey⸗ d. h. 


32 
0xg.8° * — enthalten, die 6 Beränderlichen x, 9 
⸗ 


dx⸗, Oyy, 9°x, und 9?y, eliminiren, und fo denfelben Ausdruck 
in einen andern umformen, der flatt x, y, dy. und 82y, jetzt 
b. r, dr und 8°ry enthält. 


Man hat z. B. den Krümmungshalbieffer e der Kurve an der 
Stelle M ($. 171. IL) fo gefunden: . 

, _ AH __x’+819° 

En Sl 7 Soll "70 0 701 770270 
Subſtituirt man daher hier herein ſtatt Ox,, Oyg, O°x, und 8°y, bie 
obigen Werthe, fo erhält man noch 

3 
H _ (r?-+Org?)? Ä 
j a Ser 7 For 










432 Erden aaa in SI sem 
Mimmt man 1 ©. die Glckiung . 
es. se 1 
welche eine Kurve vorkeiit, bie man logarithmiſche Spirale nn 
DR r 
" mel Brei; 
u ni nu Arm | 
ee VArlgej=rVitlgen, 








*) Gewöhnlich denkt man ſich aus dem Mittelpuntte C bes Krun⸗ 
mungökreifes auf den Radius⸗Vektor EMI ober z eine Genkrcchte CE ge 
Fi Dun ER. = | 

Es ik nämlich die Gleichung der Geraden ME, wenn x’, und y' 
die Koordinsten-Werthe eines beliebigen ihrer Punkte vorſtellen (md 
6.$. 120. und 121.) 


yeyz—igh. a2) 

folglich ik die Gleichung der auf ME fenfrechten CE, wenn x”, 7” bie 
Koordinaten» Werthe eines bellebigen ihrer Punkte, a und b dagegen 
die des Mittelpunktes C bes Erimungeteeiſes And, (na $. 121. V. 


VL) diefe: 
y— b= -Feoig 9. Gar a). 
Die Koordinaten Werthe x und y des Durchſchnittspunktes E dieler 
beiden Geraden finden fich daher Cnach $. 121. TIL) aus den beiden 
@leichungen 
1) 9y-=—49.(—) und DD y—b=-Feogd-lt—a); 
und dann er 
3) VE = (—X) ——— 7 7: 


rg a un b aus den Gbichungen $. 171. II. 6. und 7.) bekannt 


= itatt cotgd, eli 
minirt man 9 (aus 1. und 2) > und findet mau x, alfo ex, fo gebt die 

Gleichung 3.) über in Fr ſo geb 

_ r(r?-}-ör,?) 
e ag Fer ee 

Für die obige logarithmiſche Spirale wird daher Ä 

ME == — ⸗ = mu FM, 
2% h. E füllt mit F zuſammen. 
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Anmerkung. Zutveilen werden die Winkel 6 von einer 
andern feften Linie FB aus genommen, welche mit ber feften 
FO den conftanten Winkel « bildet. Dann kommt flatt des 
0 in den obigen Formeln 1.) und 2.) jest H—a zu fichen; 
und dadurch ändern fich die Gleichungen 3.—6.) auch nur in 
fo weit, als d—« ftatt O zu fichen kommt. — 

Und da in ben Ausdrucke IL) für den Krümmungshalb- 
meffer o, der Veränderliche 9 felbft gar nicht vorfommt, fo än⸗ 
dert fich die Formel II.) dadurch gar nicht. 


Drittes Kapitel. 





Anwendungen der Differential-⸗Rechnung auf krumme gI% 
hen und doppelt gefrümmte Linien. 


A. Anwendungen auf krumme Flächen. 
$. 176. 
Berũhrende Ebene. Normale an die Fläche. 
L An jedem Punkte M einer durch Die Steigung 

1) L,y.=0 
gegebenen Fläche, kann man fich eine berührende Ebene 
(Tangentials Ebene) denken, d. h. eine Ebene, welche durch die 
fen Punft M Hindurchgeht, und deren rings herum an M nädıft 
anliegende Punkte, von den rings herum an M in der Trum 
men Fläche nächft anliegenden Punkten bezüglich weniger weit 
abftehen, als Dies bei jeder andern durch M gelegten Ebene der 
Tal ſeyn würde 

Man kann aber auch, analog mit der für die Kurven feſt 
geftellten Anficht des Leibniß, die TangentialeEbene als die Der: 
längerung eine der unendlich-vielen unendlich -Fleinen ebenen 
Elemente betrachten, welche die Erumme Fläche bilden. | 

Um dieſe berührende Ebene zu finden, bezeichne man die 
Koordinaten Werthe eines beliebigen ihrer Punkte durch x’, y! 
und z', fo ift ihre Gleichung, da fie durch den Punkt M der 
Fläche L gehen fol, deffen KoordinatensWerthe x, y und z 
find, (nach $. 140.) nothwendig von der Form 

)  Aldlm)+Byi—y)HOR— 0, 

wo z die durch die Gleichung 1.) gegebene Funktion z,, vor 
ſtellt, während z! die Durch die Gleichung 2.) gegebene Funk 
tion von x! nnd y bedeutet. 





f 
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Da nun die Ebene 2.) Hrei nächft neben einander liegende 
und eine Ebene bildende Punkte mit der Erummen Fläche gemein 
baben fol, fo muß, wenn x —=x und y=y gelegt wird, 

ZI, — Zu, =0 
feyn für drei nächft an einander Tiegende zuſammengehörige 
Werthe von x und y, d. h. es muß 


you; Varasy > Zrtiany und Ze tay = Zuyray 


feyn, für ein unendlich-Elein gedachtes dx und für ein unend- 
lich-Elein gedachte dy, weshalb die beiden Ießtern Gleichungen 
(vermöge des Taylor'ſchen Lehrfages und wegen der erfiern ders 
felben drei Gleichungen) in | 

3) %, =, md 4 a, =d, 
übergehen *), wenn 82’, und dz!, das bedeuten, was aus dzl,. 
und dz/,, wird, wenn in beiden Ausdrücen x und 3 ſtatt be 
züglich y und y’ gefetst werden. 

Nun giebt aber die Gleichung 2.), wenn man r ie nad) x 
und y differenziirt, und nachgehends x und y ſtatt x’ und y 
ſubſtituirt, 
A. 82, 0=0 und AuHB=0. 

Dadurch gehen aber die Gleichungen 3.) und 4.) über in 

5) Adz,tC=0 und 6) A-d2,--B=0. 
Beſtimmt man hieraus B und C, fo geht die Gleichung 2.) 
der berührenden Ebene in 


(9). (22) — d2,-(y!—y)—d2,-(x!—x) = 0 


*) Es ift nämlich nach dem Taylor'ſchen Sage 
dla FE he de Be 

| = = 1’, ,+92',.dx x 
weil man die Unendlich Kleinen der höbern Ordnung außer Acht laſſen 


muß. Daſſelbe gilt von 7,4a,,,5 daflelbe von 2’, „a, UND Z, „ray, 
weil immer der einfache Zaylor’fche Lehrfag in Anwendung fommt. 
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über, wahrend Oz, unb Ds; aus her · Sleichnng 1.) gefunden 

werben koönnen und müffen. — Differenziirt: man nämlich die 

Gleichung 1.) abwechſelnd nach x und nach y, ſo ‚erhält man 
8.5. +5,=0 mb 8L.-d2,+8,,=0. 

und ſubſtituirt man bie’ hieraus für dx, und dx, hervorgeher⸗ 

" den Ausdrüde in die Gleichung (©), fo nimmt: ſolche noch dieſt 
Form au: 


OL 


1. Dan kann diefe Tangential-Ehene auch aus einer ab | 


gemeinen. Theorie der Oſculation zweier durch Die Gleichungen 
=> L.y=0 und j 2 U yu=0: oo. 
ober, wenn man lettere nach z und z auflbſt, durch de 
SGleichungen 
) zz, . mb 4) j Puh u 
gegebenen krummen Glächen ableiten, welche Theorie wie hier 
(zur Abwechslung nach der Anficht des Lagrange, nach tel 
cher die Erummen Flächen fletig gekrümmt find) herfegen wollen. 
Sollen nämlich beide Flächen L und L’ den beſtimmten 
. Bunt M mit einander gemein haben, deſſen Koordinaten⸗Wer⸗ 
the beſtimmte Werthe von x, y, z find, aber durch x, y, 2 
bezeichnet feyn mögen, fo muß, wem x!—=x ud yl=y 
gelegt wird, 
5) Zu, y = Us,y 
feyn. Sind nun ı dx und dy unenblich-Elein, aber von einan⸗ 
der ganz unabhängig, fo iſt Zurasytay—Zeräxyray der mit 
0Z parallele Abftand zweier zu x--dx, y-+-dy gehörigen, dem 
Punkte M in beiden Flächen nächft anliegenden Punkte, die 
rings herum um den Punkt M Tiegen, weil dx und dy ganj 
beliebig gedacht find. Diefer Abftand läßt fich nun nach dem 


Taylor ſchen Lehrſatze für zwei Veränderliche ($. 153.) in eine | 
nach dx und dy fortlaufende Reihe entwickeln; er ift nämlich 


wegen der Gleichung 9.) 
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(N. = (I, —821,).dx (dr, —dz',)-dy 
O2, Bra) Dr, )edx-dy 


oa 


"2,821. + die übrigen Glieder der 


Dritten und * Dimenfionen von dx und dy. 
Hat num diefer Ausdruck ein mic dx! oder dy* afficirtes Glied 
nicht, fo iſt er unendlich-Elein von der zweiten Ordnung, 
alfo unendlich-Elein gegen den unendlich-Eleinen Abftand, ber 
vorhanden ift, wenn ein Glied der erfien Dimenfion noch vor 
kommt. Hat derfelbe Ausdruck auch Fein Glied der zweiten Di- 
menfion von dx und dy,.fo ift er unendlich>Elein von der 
dritten Ordnung, alfo wiederum unendlich-Elein gegen vorher, 
wo er unendlich-Elein von der zweiten Ordnung war. U.f. w. f. 
Es haben alfo beide Flächen L und L’ an dem durch x, 
y, z gegebenen beftimmten Punkte M 
a) eine DOfeulation der erften Ordnung oder Berührung, wenn 
anger der Gleichung 5.) noch die beiden Gleichungen 
6) ud, und 7) di, 
ſtatt finden; 
8) eine Dfeulation der zweiten Ordnung, wenn außer den 
drei Gleichungen 5.—7.) auch noch dieſe drei Gleichungen 
8) 9°z, = d?2l,; 9) Art, „= O"!zl,, 
und 10) 9°2,— d°?zl, | 
identifch werden. 
Mu. ſ. w. f. 
Nimmt man nun ſtatt Le0 die Gleichung einer Ebene, näm⸗ 
lich die Gleichung 
Au'—2)+Bly’—y)+C@'—z)=0, 


ſo findet ſich Oz. -7 und 9z’ „ah. affo auch dr’ =-7 


und 2, = — -2, und die Gleichungen 6.) und 7.) geben nun 


428 Erſte Reihe d. Anw. d. hoh. Anal. Kap. IIL 6. 177. 


=—A-dz, und B=—A-d,. Diefe Werthe ſtatt C und B fül- 
fituirt, geben die Gleichung der. BerührungssEbene, wenn man noch 
durch A wegdividirt, nämlich 
(z’—-2)—,(Y7—y)—dz,-(2’—x) = 0. 

IT. Die durch M bindurchgehende, auf der Tangential: 
Ebene fenkrechte. Gerade heißt die Normale der Erummen 
Zläche an diefer Stelle. — Ihre Gleichungen find daher (nad 
$. 142. VII.) 

(9)... d2,.(2"— zZ) -&"—s)=0 
d2,. (2 — 2) (yl—y) = 0 


oder . 
@..  eintelat-n=0 
aL,-(2"— z)+OL,-(y!—y) = 0. 
Und find A, u, » die drei Winkel, welche diefe Normale mit 
den drei Koordinaten: Aren OX, OY, OZ macht, fo findet fih 
hieraus (nach $. 142.) 


— d7, OL, 
Mm —— n — — 
rs — 432,2 WW’. 
cos u æ— Ki 
V1--92,?--dz,? 
| 1 _ J 


TVs W’ 
w=YöL,° Fol,’ al? 


wen - 


geſetzt wird. 


$. 177. 
Will man eine Kugel finden, welche mit der gegebenen 
Släche 
1) L,y,.= 0 


eine Dfeulation habe, fo muß man von der allgemeinen Glei⸗ 
chung der Kugel ausgehen, welche dieſe ſeyn wird: 
2) va - a’ -yY—-b’-a@— Hr, 


- 
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wenn a, b, c die Koordinaten: Werthe des Mittelpunftes, r aber 
ihren Radius vorftellt. — Diefe Gleichung ift nun (in $. 176. 
IE) fiat L— 0O gu nehmen. Sie giebt, wenn fie nach x! 
und y! differengürt wird, 


3) 8 — a) (2- c)-d2', = 0 
und 
4) y—b+(2@!—-0-%,.=0. 


Und feßt man bier erftlich x flatt x’, und y flatt y!, fo genügt 
man den Bedingungen $. 176. IL 5.—7.), wenn man bier 
(in 2.—4.) 2 flatt z, ferner dz,, dz, flatt bezüglich dz',, dx, 
fubftituirt. Man erhält dadurd) 

. &—-a?+(y—b”? +2 —c)?=r? 

I. («—a)4(z— c)-d2, = 0 

II. —b)+@— 0-82, =0; 
wo die Gleichungen IL) und HI.) auch dadurch erhalten wer: 
den, daß man Die I.) nach x und nach y differenziirt, wo aber 
2, 82,, d2, aus der Gleichung L—0 genommen werben’ 
müffen, während x und y beſtimmte Werthe find, welche dem 
beftimmten Punkte M angehören, an welchem die Berührung 
ſtatt finden fol. Sind diefe drei Gleichungen (J. — III.) erfüllt, 
fo hat die Kugel mit L=0, eine Berührung der erſten Orb» 
nung. Sie find durch die Werthe von a, b, c und r auf un: 
endlich viele Arten’ zu erfüllen; e8 giebt alfo unendlich viele bes 
rührende Kugeln für diefelbe Stelle M der Fläche L. Die Mit 
telpunfte aller diefer unendlich vielen, die Fläche L an derfelben 
Stelle M berührenden Kugeln, liegen in ber durch die Gleichun⸗ 
gen IE) und IIL) zwifchen den KRoordinaten-Werthen a, b, c 
gegebenen Geraden, welche (nach $. 176. III.) Feine andere als 
Die Normale der Fläche L an M, ift. 

Differenztirt man Die Gleichungen 3.) und 4.) noch einmal 
nach x’ und nach y!, fo erhält man noch zur Beftimmung der 
zweiten Ableitungen. 8°z/,,, O'izl, und 8°zl,; und wenn 
man fogleich x und y ſtatt x’! und y’ fegt, Die Brei Gleichungen 

5) 41-221? (0! —c).9°2%, = 0 


/ 
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6) Oz, -dzl. „rt (I— c) . a —( 
7) 1-+-d2/,? - (u c).d°7, —=0. 

Soltte nun bie Kugel mit ber Fläche L=0, an M cm 
Dfeulation der zweiten Ordnung haben, fo müßten auch nod 
diefe drei Gleichungen (5. — 7.) identifche werden, fo bald flatt 
2, Bzl,, dzl,, 8°zl,, Orizl, , 8221, begüglich die au L=0 
zu entnehmenden z, dz,, dz,, O°z,, d'!z,, nnd 8°z, fubfis |} 
tuirt werden). Weil aber von den "vier Unbekannten a, b, 6, 
r vermöge der Gleichungen L—IIL) bereits drei beſtimmt find, 
fo wird im Allgemeinen eine Kugel mit einer Fläche L keine 
Dfeulation der zweiten Ordnung haben Fünnen, weil man gu | 
Beftimmung des einzigen noch Unbeftimmten drei Gleichung 1. 
befommt, die ſich im Allgemeinen widerſprechen werden. — 
Denkt man fich jedoch in allen ſechs Gleichungen nicht bloß 
a, b, c und r, fondern auch noch x und y felbft als gefuct, 
fo wird man die Stellen der Släche L finden, wenn deren vor 
handen find, für welche eine Kugel exiftirt, die mit L eine Ofc« 
Iation der zweiten Drönung bat. ' 

Wenn aber in dem Ausdrucke $. 176. II. S.) die Glide 
der zweiten Dimenfion von dx uud dy, fobald unter Y=0 
die obige Gleichung d,) der Kugel verftanden wird, nicht für 
jedes dx und dy verfchtwinden ne fo Eönnen fie doch für 


irgend ein beftimmtes Werhältnig = —m von dx und dy |; 


verſchwinden, und dies iſt allemal der Fall, fo oft 
IV. (&°21,—8°2,)+2-(8"'21, ,— 0'!7,,)-m 
2zı, —327,)-.m? = 
iſt. Beſtimmt man alſo aus den Gleichungen I.—IV.) ſowohl 
a, b, c als auch x, fo hat man die Kugel, welche, wenn auch 


*) Diefe drei neuen Bedingungs-Gleichungen einer Dfeulation der 
seiten Ordnung würden alfo aud) entfiehen, wenn man die Gleichungen 
IL) und III) gerade su Ceine jede) nach x und nach y differenzürte. 
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nicht mit der ganzen Släche L, doch mit allen den durch m 
gegebenen und eine gemeinfchaftliche Tangente habenden Schnit- 
ten dieſer Fläche, eine Oſculation der zweiten Ordnung hat. 


Es drückt nämlich m= 3 die‘ trigonometriſche Tan⸗ 


gente eines Winkels aus, den eine in der Ebene XOY liegende 
Gerade M,N, mit der Are OX macht (wo M, die Projektion 
von M auf XOY vorfiellen mag). Die auf XOY fenkrechte 
Ebene MM,N, fehneidet nun die Släche L in einer Kurve und 
die Tangential-&bene in einer Geraden MN, welche Tangente 


diefee Kurve if. Denkt man fich nun durch dieſe Tangente- - 


MN eine belichige Ebene gelegt und diefe um MN, wie um 
tine Are fich herumdrehend, fo entftehen eine. unendliche Menge 
von Kurven ald Schnitte diefer Ebene mit der Fläche L, die 
alle durch den Punkt M hindurch gehen und alle Die gemein; 
ſchaftliche Tangente MN haben. Unter allen Kugeln kommt 
nun die durch die Gleichungen J. — IV.) beſtimmte, allen dieſen 
Schnitten zugleich, dicht an dem Punkte M, am nächſten ). — 
Jeder dieſer, die gemeinſchaftliche Tangente MN habenden Schnitte 
liegt in einer anderen Ebene und hat in ſeiner Ebene eine Nor⸗ 
male an M und einen Krümmungskreis, alſo einen Krümmungs⸗ 
balbmeffer.. Ale diefe Normalen bilden eine auf MN fenfrechte 
Ebene, in welcher auch die Normale auf die Släche L felbft 
liegt, und alle dieſe Krümmungshalbmeffer find im Allgemeinen 
von einander verfchieden. Der Krümmungshalbmeſſer des Schnit- 
te8 dagegen, welcher durch die Normale der Släche L (und bie 
Tangente MN) hindurch geht, fällt genau, feiner Lage und fei- 
ner Größe nach, mit dem Halbmeſſer r der aus den Gleichun⸗ 


*) Man Überzengt fich davon durch Rechnung am: fchnellften, wenn 
man neue Koordinaten Ebenen einführt,. fo daß die neue Ebene XOY 
auf einer beliebigen diefer Schnitts Ebenen ſenkrecht flieht. — Nach Leibs 
nigifchen Anfichten ift dieſe Rechnung nicht nöthig, weil alle diefe Schnitte 
das gerade Element der gemeinfchaftlichen Tangente mit einander ges 
mein haben. | 
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om L—IV.) gfubesn Krümmungd:Zugel zufei 


Orbauug hat”), während a, b, c und r Sunftisurm von m ah. 
Sucht man - nun bie Barhe von m, für wehde r a 














Ser Etshe M die Mlcinfe HR), ber andere Dagegen gu cinmm Mi 
nimm) fo Daß bie Krimumung dieſes anderen Cchuitid au 





die Winkel’ und a! ausdrücken, welche die Ebene or — 
ren Kreiſes, bezüglich mit den Ebenen der beiden letzteren bildet. 
Es findet ſich nämlich 


1 


rer! 


$. 178. 
Don den Srümmungslinien. 
Hat man nach $. 176. II.) die Gleichungen der Normale 
an M gefunden, fo findet man die Gleichungen der Normale 
an 


*) Dies beftätist die Rechnung am bequemfien, wenn man bie neue 
Koordinatens Ebene XOY auf die Normale ber Fläche L fenkrecht, b. h. 
mit der Tangential⸗Ebene an M parallel oder zuſammenfallend fich denkt. 

““) Auch diefes fäht aus der Rechnung am einfachften in bie Augen, 
wenn man bie TangentialsEbene an MI felbt sur neuen Kinn: 
Ebene XOY nimmt. 
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wm dem nächften durch x-H-dx, y-H-dy gegebenen Yunkte der 
Fläche L, wenn man in bdiefen erftern Gleichungen 
9) 3* () —) = 0 
d2,.(@"— 2) +y"—y)=0 | 
dx fast x, und y-}-dy flatt y ſetzt, dabei aber dx und dy, 
‚se immer, unendlichsElein fich denkt. | 
Dieſe beiden. Normalen werben fich im Allgemeinen nicht 
ſchneiden, denn im Durchfchnittspunkte wären die x, y*, zu 
in beiden Paaren Gleichungen bie einen und dieſelben. Elimi⸗ 
Wirt man aber unter der Vorausfegung eines Durchſchnitts⸗ 
punkte, aus allen vier Gleichungen die drei Koordinaten⸗Wer⸗ 
He x yıl, zu, ſo bleibt eine Gleichung gwifchen m, x und y, 
fo daß m in bie gegebenen Werthe x und: y fich ausdrlick. 
Und fo bekommt man bie Lage des Schnitteg, d. h. die Rich⸗ 
tung, in welcher der an M nächft anliegende Punkt N gewählt 
werben muß, wenn feine Normale auf L, die erftere zu M ge 
börige Normale auf L ſchneiden fol. It aber p., 0 bie 
eine der Gleichungen 1.), fo iſt die zugehörige Glichung der 
zweiten Normale offenbar 
Prayer, 
während (nad) % 161.) | 
Ä dp =8g,-dx-}-Op -dy 
gefunden wird. Da nun im Sale eines Durchſchnittspunktes 
beider Normalen, die beiden Gleichungen = 0 und pI-dp =0 
zu gleicher Zeit ftatt haben, fo rebucirt ſich für Die Koordina- 
tens Werthe des Durchfihnittspunftes beider Normalen, bie 
letztere Gleichung bloß auf 
d=0 oder dp, ddp dy=0. 
Subfituirt man nun in diefe Gleichung ſtatt p hinter einander 
die Ausdrücke zur Linken in den Bleichungen 1.), fo erhält man 
9) \ 8°2,(2- 2) —82,°—1-+[9"!7, „(al-2)- 82,82, m=0 
d017, (dl 2)— 82,82, [8%2,(a1- 2) —82,2-—1].m — 0 
als diejenigen Gleichungen, worauf fich die der zweiten Nor- 
>: 00 J. WB | RR 


‘ 
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male zurlichjiehen, fobald fir dieſelben Werthe vom x, yu und 
zu die Gleichungen 1.) zw gleicher Zeit flatt finden follen. Eli 
minirt man num aus allen vier Gleichungen 1.) und 2) x4, 
y4 und =", 6. 5. aus ben beiden Gleichungen 2.) zU, fo erhält 
man bie Gleichung in m, welche die Lage des Schnitte lie 


fert, in welchem der an M nächft anliegende Punkt genommen | 
werben muß, wenn die ihm angehörige Normale auf L, di Ä 


dem Punkte M angehörige Normale auf biefelbe Fläche L, fchmi 
ben fol. Den Werth von m erhält man übrigens, da z,, 


alfo auch dz,, dz, etc. etc. gegeben find, in x und y ank | 


gedrückt. 
Diefe Gleichung. zur Beſtimmung dieſes Werthes von m 


wird quadratiſch und die beiden Werthe von m fallen genan | 


mit den beiden Werthen von m zufammen, welche die Lage Dr 
Schnitte der größten und Eleinften Krümmung geben, wie be 
Vergleich ber erfieren Rechnung mit diefer Ießtern ergiebt. Dan 
aus geht zu gleicher Zeit noch hervor, daß der Durchſchnitts⸗ 
punkt der beiden ſich fchneidenden nächft auf einander folgen 
den Normalen allemal auch der Mittelpunkt des größten ode 
kleinſten Krümmungskreiſes iſt. 

Die Punkte auf der krummen Fläche, von denen je sn 
auf einander folgende in der Ebene der größten Krümmung, 


oder je zwei auf einander folgende allemal in der Ebene der 1 


Hleinften Krümmung liegen, bilden zwei zu dem Punkte M ge 
hörige und in M auf einander fenErecht ſtehende Kurven, welche 


Krümmungslinien genannt werden, und von denen bie eine |, 
die zu M gehörige Linie der Eleinfien Krümmung, die andere die f. 


der größten Krümmung ift*). 


*) um die Gleichungen dieſer Ktümmungslinien zu finden, müßte |. 


man die Gleichung ihrer Projektion auf XOY fuchen. Wäre aber für 

einen beliebigen Punkt diefer Projektion, y’— y’,. bie gefuchte Glei⸗ 

Hung zwiſchen feinen Koordinaten» Werthen x’ und y’, fo hätte man 
(O)--- m — dy⸗ 29 


während m die vorhin aus den Gleichungen 2.) gefundehe: Sunftion yo 
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Denkt man fich durch M eine Ebene MM,N, gelegt ſenk— 
recht auf die Koordinaten: Ebene KOY, und welche mit ber 
Ebene XOZ den Winkel bildet, deſſen trigonometriſche Tangeute 


I—m iſt, fo iſt die Gleichung der Geraden M,N,, in wel⸗ 


ther die XOY von diefem Schnitte getroffen wird, Diefe: 

1) y—y=m(x!—x), | 
wenn x! und y! die Koordinaten Werthe irgend eines ihrer 
Punkte vorfellen. Dieſe Gleichung mit der Gleichung ber Släche 

2) Lu, = 0 
in Verbindung, wo x’, yl, 2! in beiden Gleichungen Bie Koor- 
dinaten⸗Werthe der Punkte der Geraden und. der. Fläche vor: 
fielen, geben den Schnitt, welchen die MM,N, mit der Släche 
gemein hat. Durch dieſe beiden Gleichungen werden y! und z! 
Funktionen von x! allein. 

Will man die gerablinige Tangente MN in M an dieſem 
Schnitte finden, ſo muß man die Gleichung 1.) mit der Glei⸗ 
chung der Tangential⸗Ebene $. 176. J. ©), nämlich mit 

3) W—2)—d,(y—y)—dz,.(x!—x) == 0 
verbinden und x yl, 2! als die Koordinaten: Werthe dieſer ge 
tablinigen Tangente MIN anfehen, während fie den Gleichungen 
1.) und 3.) genügen, fo daß y! und 2! wiederum als Funftio: 
hen von x! (aber natürlich andere wie vorher) hervorgehen. 

Diefe gerablinige Tangente MN bildet mit ihrer Projek⸗ 
fon M,N, einen Winkel w, deſſen erigonometrifche Tangente 
ſo gefunden wird, nämlich: 





x und y vorfielt, jedoch unter der Borausfigung, dag x’ und y’ fatt 
x und y gefert werden. 

Alles kommt nun darauf an, aus einer ſolchen Gleichung (O) zwi⸗ 
ſchen x’, y’,. und öy’,, bie unbekannte Funktion y⸗, ſelbſt finden zu kön⸗ 
ten. Dies iſt der Gegenſtand der ſpäter Cins 2ten Bande) folgenden In⸗ 
egral⸗Rechnung, meshalb hier die Aufgabe ſelbſi nur angebeutet wer⸗ 
sen kann. 

28 * 
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_ In tm 
See Yifm: ’ 
wenn man ſtatt y’—y und v!—z ihre Werthe ans 1.) und 
3.) fubftituirt ). 

Sucht man bie durch m gegebene Lage des Schnitte, für Ir 
welchen biefer Winkel w ein größter ober ein Eleinfter wird, fo Ir 
muß man (nach $. 167.) 

öltg w = 0 





ſetzen; dies giebt 


H Sm—dm=0 ober. m=37, 


fo daß, weil z.,, alfo auch dz, und 32, bekannt find, m eine 
Funktion von x und y wird. Für diefen Schnitt ift alfo der 
Abfall von. dem Punkte M gegen die Koordinaten-Ebene XOY 
am fteilften. Geht man auf Diefe Weife von Punkt zu Punkt 
in det Fläche L jedesmal in dem Schnitte des fteilften Abfalles 
fort, fo befommt man die durch den Punkt M hindurchgehende 
Kurve des fteilften Abfalls Biefer Fläche L*"). 


*) Denkt man fich nach Zeibnigifchen Anfichten den Punkt N, defieh 
Koordinaten» Werthe x‘, y’, 2’ find, dicht an M, fo liegt er in der gerad- 
linigen Tangente und in der Släche L zugleih. Dann iſt 2—z=ds, 
y—y-=dy und x —x= dx, während dx beliebig aber unendlich Mein 
gedacht it, und dy und dz aus der Gleichung der Fläche L (2.) Fr 


aus der Gleichung des Schnittes (1.) entnommen werben wären De 
bei hat man } 
zZ 


aw= . 

. ENT yayr ar 
Nun iſt aber nach der Vorausſetzuug | 

Im oder dymmdıs | ' 
und aus L,,„„=0 d. h., wenn diefe Gleichung nach = aufgelöf ge 
dacht wird, aus zz, , folgt, fobald x um dx und zugleich y um 
dy wächſt, (nach S. 161.) - 
= d1,-dx-}dz,-dy, 

Subkituirt man diefe Werthe ſtatt dy und dz in die Gleichung für dr 
ig w, fo erhält man baffelbe, was oben. 

**) Sollte die Sleichung diefer Kurve des ſteilſten Abfalls gefunden | 


—\ 
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B, Anwendungen auf doppelt gekrümmte Linien. 


$, 150. 
Berablinige Tangente und Normal Ebene an eine Linie Doppelter Krümmung. 

I. Begeichnet man den Bogen einer doppelt gefrümmten 
(durch zwei Gleichungen zwiſchen x, y und z gegebenen) Linie, 
von x=r an bis zu x=x hin, durch s, und denkt man fich 
nun x um dx wachſend, fo daB auch y um dy, und z um dz 
wächt, fo twächft auch ber Bogen s um ds und man hat (nach 
$. 135. II, 6.), wenn man nach Leibnitz ds als geradlinig fich 
denkt, und als die Entfernung zweier bezüglich durch x, y, 2 
und x-+dx, y-+dy, s+-dz gegebener Punkte, 


1) ds = Ydx*-+-dy?-+dz?, 
während (nach $. 160) 
dy = dyı-dx, da=8z,.dx und ds ds, dx 


ſeyn muß, fo daß 
2) ° ds = Yi +9y,?-+87,? dx 
unb 


3) ds, = ViTay,: 02, 
wird. Denkt man fich aber noch x felbft, alfo auch y und z 
- al8 Sunktionen von t, fo wird auch s eine Funktion von t, 
unb man bat dann (nach $. 150. B. 1.) 
Os, — ds,-dx; 9. —=0z,.dx und Ay, = dy.-dx 
und die Gleichung 3.) geht dadurch über in 
4) ds: = Ydxı?-+Oyı?-+dz,°. 





werden, fo müßte man bie GSleichung = y‘, ihrer Projektion auf die 
Ebene XOY fuchen, während x’; und y’ die Koordinaten Werthe eines . 
beliebigen Punktes diefer Projektion vorſtellen. Dann hätte man die Glei⸗ 
dung m=dy‘,, wenn fiatt m der Werth aus 4.) gefekt, Dagegen 
Ratt x und y bezüglich x’ und y’ fubftituirt werden; und der fpäter fol- 
genben Integral⸗ Rechnung fommt ed dann wieder zu, aus diefer Gleis 

hung smilchen x’, Ir und dy’,, die Funktion y/,. felbi au finden. " 
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IT, Verlängert man das Element ds, fo hat man nad 


Leibnig die Tangente diefer doppelt gefrlümmten Kurve, Sind 


a, ß, y die Winkel, welche fie mit den Koordinaten» Ayen 0X, 
OY, 0Z macht, fo bat man (nad) $. 135. 1. 2.) 


dx dy dz 
1) 0sa= cos ß= I y= 


oder auch, wenn x, y, z wieder als Funktionen von t angeſe⸗ 
hen werden, ſo daß der nächſte Punkt der Kurve entſteht, wenn 
man t um dt wachſen läßt, weil dann 

dx=dxırdt, dy=dy.di da—=dzuedt und de ds.-di 
ift, und wenn man bloß 9x, Ay, etc, flatt Ax, dys etc. eig, 
fchreibt, 


2) 008 0.== 5%, u und cos y=5r, 
während ſchon gefunden worden iſt 
‚Os = Yöx?+öy?+023, 
wo alle bloßen d fich auf den Weränderlichen t beziehen, 
Projicirt man dieſe geradlinige Tangente auf die Ebene XOY, 
fo geht dieſe Projektion durch die Punkte, deren Koordinaten: 
Werthe bezüglich x, y und x-+-dx, y+-dy find. Nennt man 


Daher x! und y! die Koordinaten⸗Werthe irgend eines beliebigen 
Punktes diefer Projektion , » “ man die Gleichung berfelben 


I_ 
yY—y_ — N ap, 


xi—x =: 





oder 

3) (yI—y)-dAx = (xl—x) dy oder y—y=dy,.(Klx), 
Eben fo ift die Gleichung der Projektion derfelben Tangente auf 
Die Ebene XOZ, dieſe: 
4) @—2)-8%= (x —x)-d2 ober —2— 82, (XI —2). 
Diefe beiden Gleichungen 3.) und 4.) find daher (nach $. 142.) 
die Gleichungen der geradlinigen Tangente der Kurve doppelter 
Krümmung an der durch x, y, z gegebenen Stelle, wo x!, yı, z! 


— [Yen — — 


p 
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bie Koordinaten» Werthe eines beliebigen Punktes derſelben vor: 


Reden *), Ä 
IT, Auf dieſe Tangente kann man durch den Punkt M, 
deſſen Koordinatens Werthe x, y, z find, eine Normal-Ebene 
legen, d. h. eine Ebene, die auf ihr fenkrecht ſteht. — Sind 
xl, yı, zu die Koordinaten: WWerthe eine® beliebigen Punktes 
Biefer Ebene, fo findet fich ihre Gleichung (nach $. 142.) 
1) @—)d.-+y7—y)dy+ (X —x)=0, 

ober auch, wenn x, alfo auch y und z noch ale Funktionen 
von t angeſehen werden, 

— — 

) Dieſe Gleichungen der geradlinigen Tangente an die Kurve kann 

man auch dadurch finden, daß man an beide, durch die Gleichungen 

1) Lt m M 1,,„=0 
gegebenen Slächen, deren Durchfchnitt unfere Linie doppelter Krümmung 
ft, Tangential- Ebenen legt, deren Gleichungen (nach 8. 4176.) fol 
gende find 

3) oL,-(#—2)+ dL,--y)+ OL, &—-2)=0 

4) al, @2)+2L/. .(y4 —Y+oL, (2) =0, 
fobald in 3.) x‘, y“, 2° die Koordinaten; Werthe eines beliebigen Punttes 
der erfiern Tangentials Ebene Can L) vorftellen, in 4.) dagegen die x‘, y/, z/ 
eine andere Bedeutung haben, nämlich die Koordinaten» Werthe eines be⸗ 
liebigen Punktes der weiten TangentialsEbene Can L) vunrfiellen, wäh⸗ 
rend beide Zangentials Ebenen dem Punkte M angehören, deffen Koordi⸗ 
naten⸗Werthe x, y, z find. 

Denkt man fih nun in beiden Gleichungen 3.) und 4.) x’, y’ und z’ 
als dieſelben Werthe habend, fo fellen fie die Durchfchnittslinie beider 
Tangential- Ebenen vor; und dies iſt offenbar die geradlinige Tangente an 
die durch 1.) und 2.) gegebene Linie doppelter Krümmung. 

Die Vebereinftimmung diefer Sleichungen 3) und 4.) mit den obi- 
gen Bleichungen 3.) und 4.) in Texte weiſt fich fo nach: Differengürt 
man nämlich die hiefigen Gleichungen 1. ) umd 2,) nach allem x, fo er: 


balt man 
SL, + OL, dy, + AL, -dz, = 0 


und 
ol’, +öL‘, -oy,-FaöL/, -dz, = 0. 


Eliminirt man nun aus diefen beiden Gleichungen und aus den Gleichun- 


gen 3.) und 4.) des Textes ſowohl Oy, als auch 02, fo erhält man die 
Gleichungen 3.) und 4.) der Note. _ 


1 
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2) Qt) y)öyHiet—x)-d2 0, 
wo die an dx, dy, dz rechts unten anzuhängenden t ber Küre 
wegen, wie vorher fchon immer, im Schreiben tweggelaffen find, 


§. 181, 
Srümmungs: Ebene; Krümmungs- Kreis. Berũuhrungs⸗ Winkel 
I. Wenn auch nicht alle Punkte einer doppelt gefrfimmten 
Linie in einer und derfelben Ebene liegen, fo bilden doch je drei 
nächft auf einander folgende Punkte derfelben eine Ebene und 
diefe heißt die Krümmungg-Ebene an biefer Stelle; in ſel⸗ 
biger liegt Der Krümmungstreig diefee Stelle, welcher durch 


diefelben drei Punkte Bindurchgeht und toelcher den Krüme | 


mungshalbmeffer diefer Stelle sum Radius hat, 
Iſt nun 

1) Ar+-By!-Ox+-D = 0 
die Gleichung der Krümmungs⸗Ebene, fo muß folche breimal 
identifch werden, nämlich fo oft man. die Koordinaten» Werthe 
der drei nächft- auf einander folgenden Punkte der Kurve, welche 
dieſe Krümmungs» Ebene bilden, ftatt x', y!, 2! fubftituirt. Sind 
nun x, y, 2 die Koordinaten Werthe des erſtern dieſer Punkt, 
fo hat man zunächft Die ihentifche Gleichung 

2) Az-+-By--Cx+D=0 oder fo=0. 
Da nun diefe Gleichung auch noch) fr den nächften Punkt de 
fiehen muß, d- 5. wenn x--dx flat x gefeßt wird, fo giebt 
fie ra = 0, d. h. f+-df=0, d. h. weil (hen f=0Äfı 
noch df=0Q oder (weil df= dfuy-dx if) 


2 Anl bh Ad tBäyte=0. 


„mm. — —— — — 


Und weil endlich dieſelbe Gleichung auch noch für den nächſen 


dritten Punkt gelten ſoll, alfo wenn in x-}-dx nochmals x 
fiatt x gefeßt wird, fo giebt Dies noch df+-IY=0 bi. 
A+-d’f=0, alfo, weil ſchon dE=0 if, noch df=N) 
oder, weil d?f = 9*f.,,:dx? iſt, 

) y=0 dh A. d22.-B · dꝛ0. 
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Diefe drei Gleichungen 2.—4.) geben mın, wenn man der 
Bequemlichkeit wegen, dag unbeſtimmt bleibende A, — dey 
nimmt, fogleich dazu 

B=—Bd’z,, C=9y,.8°2,—02,.8°y, 
und 

D = —2.d°y,—y-d'2,—x(94,0°2,—d2,0°y,) 

Die Sleihung 1.) der Krümmungss Ebene wird alſo nun: 

v) O’ys- (7) — 82: Y—y)+dyr dd, —* 
—E 

Denkt man fich x, alſo auch y und z noch als Funktios 
nen von t, fo hat man, wenn man bloß dx, dy, eto, etc. far 
Om, Oyı, etm eto, fehreibe 


‚dy, = 7, de — ! 


dx 
öx-d "y—dy- * x, a rd ötz 
d Yy— . dx? ” ’ dx: 


Die Gleichung 5.) der Krümmungs⸗Ebene geht dadurch 
fiber in 
6) A (2) HE NHLHER- 0, 
wenn A, B, € folgende Bebenfungen haben, nämlich: 
n A=&x-d’y—dyıd?ızz DB 82-0°x— 9x-0°7; 
\ € = dy-d°2—8z-d°y. 
Diefe Bedeutungen von U, B, € find zu gleicher Zeit 
fo, daß 
8) Hd +-Bröy-hHEdx=0 
hervorgeht. 
Sind k, kl und KU Bie Winkel, welche die Krümmungss 
Ebene mit den drei Koordinaten» Ebenen XOY, XOZ und YOZ 
macht (oder bie auf die Krümmungs-Ebene fenkrechte Gerabe 
bezüglich mit OZ, OY und OX), fa folgt aus der Gleichung 6.) 
der Krlmmungs- Ebene, wenn der — wegen 
9) v = 
geſetzt wirb (nach 9.8. 142. und ran 


"u niiter | 





der Krümmungss Ebene Hiegt, fo bildet Iegtere mit erſterer br 
Keümmungskreig, welchet den. Krümmungshalbmeſſer .g hat. 
um, nun, für. diefen Kreis, ſowohl a, b,.c.al8 auch e a 
finden, bemerke man zunächft; daß teil der durch a, g c ge 
bene Mittelpunkt in der Krümmungs · Ebene liegen fer, ie 
Steichung ber Icptgup (1:6) ibemijc; werben muß, ſobaid =, 
15,39 gefegt werben., Dies giebt bie oleiqu⸗ 





⏑⏑——— 
Ye muß ivieber, da’ bie Kugel durch drel nachſt auf FR 
ber folgende Puiſtte gehen’ fol, die Gleichung (O) Dreimal üben 
tifch werden, nämlich allemal fo oft flatt x', y!, z! die Koordi 
naten⸗Werthe eines’ diefer drei Punkte gefegt werben: Da nun 
die Koordinaten, Werthe des erftern dieſer Punkte x, y, 2 fd, 
ſo hat man ‚die aus ©) hervorgehende eig B 

2 — 
und dann die beiden andern, welche aus dieſer PAR 
wenn man einmal x-H-dx ſtatt x, und dann noch einmal x-Hdx 
ſtatt x fegt, Dies führt aber zu der Len und 2m Differentiak 
Gleichung der 2) nämlich, wenn man x, alfo y und z felhk 
toieder als Funktionen von 3’ anficht, . 

3) @—- 9.82 Hy—b)-dy aa) x=0 
und 

@—0):8°2--(y—h)-8°y4+-(x—):d°2-4-82°-}-0y° 
He =0, 


oder 
4 agb) ——— 


6.181.101, Anw. auf kraume Flach u. dopp. ger. Ein 443 


weil 
5) daidyde — ds? Ä 
bereit8 früher Cim $, 180.) gefunden ift, wenn s den Bogen 
dee Kurve bedeutet von x— x an bis zu xxx hin, wo x der 
Abſciſſen⸗Werth eines beliebigen Aufangspunktes des Bogens if, 
Aus Diefen vier Gleichungen 1. —4.) müſſen nun a, b, c 
und 9 gefunden werden. a geben . 


1 0= 





6) dy—b me ‚32—1.dx) 


=, y—B- :dz), | 


wo A, B, C die Bedeutung der I. 7.) und WV bie Bedeutung 
der I. 9.) haben, fo daß auch noch die Gleichung I. 8.) ſtatt 
findet, nämlich Ä 
N A-92-4-B-dy+€-d&—=0, 
Mit Hilfe biefer Gleichungen 6.) und 7.) giebt Dann Die 2.) 
fogleich | 
ös? 


8) j nz 


und dies iſt die Gleichung. für den Krümmungshalbs 
meffer *), 

Um von allen: diefen Ausdrücken ihre fommetrifche Form 
deſto bequemer üiberfehen zu Iaflen, bemerfe man noch, daß 
(nad T,), wenn o, ß, y die Winkel bedeuten, welche Die Tan⸗ 
gente ber Kurve. mit den Axen OX, OY, OZ macht, | 
ds-3°x— Ax-A2s 


I). c0s & — ox, alſo —WR 4) = — ds? 


Os 





*) Diefer Ausdrucd für den Krümmungshalbmefier geht in den für 
ebene Kurven ($. 171. II, 10.) über, wenn z=0, alſo aud) 92=0, 
dz 0 sefent wird, weil man dann do? =dx?-+0y°%, B=0,C=0Q, 


alſo @ =T erhält. 
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if, während man auf der andern Seite, wenn flatt A, B ihre 


Werthe gefegt werben, 
Ay B-d2 = 


x(dx-d2x-1-dy-d°y-}-dz- Be Häy Ban) dx 1 
erhält, fo daß, tweil die 5.), differenzirt, ' 
10) 0s-8?3 = 9x:9°’x-Fdy-d*’y-4-dz-d°z 
liefert, — auch noch 
8 A · dy-B da = deſdx · des- de · dox) ⸗-dsꝰ · dccosd) 
wird. 
Da nun die Gleichung 8.) noch 


12) — 


liefert, fo folgt, daß wenn mon dieſe, fa wie natfirläch die leicht 
zu erhaltenden analogen Werthe in die 6.) ſubſtituirt, letztere 
diefe Form annehmen \ 


= ddr das —ds· der 2-3. «Ö(cos y) 
- 43) yb=8,0y.8°:—8-8°y)= — © .oos p) 


xs—a— I (ax. 0°? —ds- 9’) = — 2 .d(cos e&). 
ös? Ös 


Sind nun 2, gl, gu die Winkel, welche bie Richtung des Krüm⸗ 

mungshalbmeſſers (vom Mittelpunfte nach dem Berührungs⸗ 

punfte bin in's Unendliche gedacht) mit ben drei Koordinaten 

Axen OX, OY, OZ macht, fo hat man noch (nad) $. 142.) 
vermöge der Gleichungen 13.) 


co = 3.5 (0x-d”’s—ds-d?x) = 3, "cos a). \ 
14) eos gt = z (dy:d?s —ds-d°y) = — 3, &cos ß) 


cos Sl — 55 (dz.8°s—ds-8°z) = 35, dcco⸗ y). 
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IT. Diefe drei nächſt auf einander folgenden Punkte ber 
einfach oder boppelt gekrümmten Linie, durch welche die Krüm⸗ 
mungs⸗Ebene und der Krümmungsfreis hindurchgehen, bilden 
zwei nächft auf einander folgende Tangenten ber Kurve, und 
diefe unter fich einen (offenbar unendlichsEleinen) Winkel 5, 
‚welcher der Berührungs: Winkel genannt wird. 

Um diefen Windel 5 zu finden, muß man ben Sa iu 
Hülfe nehmen, nach welchem 

1) cosö= cos a.cos al--cos B-tos BI--Eos y- cos pl 
ift, wenn a, ß, y die Winkel find, welche bie erftere Tangente 
mit den Koordinaten» Ares mächt, und wenn man dagegen un- 
ter al, Bl, yI die Winkel verficht, welche die nächftfolgende Tans 
gente mit den Axen Bilder 

Denkt man fich nun, der Syinmetrie der Rechnungen we⸗ 
gen, x und fomit auch y und.z als Funktionen von t, fo find 
auch oc, Ps y, ol, Bl il Sunktionen von t, und zwar iſt 

2) =, Paßya und rn 
Daraus * nach dem Tay lor'ſchen Lehrſatze 


3) cos al = cos a+-Ö(cos a)-.dt-+-8?(cos 0.1 * UL. j 
4) cos PI= cos B4-2(cosP)- dt-}8%c0s 9). E Ai + 


5) cosyl=cosy-}d(cos y)- dt-}-8°(c06 9). rt 


wo wir wieber der Kürze wegen, Blcosa) ſtatt . a), ete. 
geſchrieben haben und ſchreiben. 
Dabei iſt aber 
6) cos a®--cos B?-4-ros y? — 1, 
Alfo auch, wenn man diefe Gleichung zweimal hintereinander 
"nach allem t bifferengürt, 
7) cos«a:d(cos a)-H-cos B-d(cos B)-LoosyıBlcos y)= = 
8) (dcos &)?--(dcos B)?-H(dcosy)> > O 
cos a-d?(cos a)-+-cos B-d? (cos B)+-cos y:8°(cos y) == 0. 
Subfätuirt man nun die Werthe aus 3.5.) in die 1.), und 
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berückfichtigt man die Gleichungen 6.—8.), ſo ergiebt ſich, wenn 
man die Unenblichs Kleinen der dritten und höhern Orbnungen 
megläßt, . 
9) cos 6 = 1—4[(dcos a)’-}(dcos P)?-}-(öcos Y)?]-dt?; 
woraus, wegen sind? —=1—c0sö?, wenn man wieder da} 
mit di* bebaftete Glied wegläßt 

10) (sin d)® = [(dcos «)?-I-(dcos PL (dcos y)?].dt? 
ſich ergiebt. 

Daraus folgt, daß sind unenblich«Elein von der erfim 

Drdnung if. Da nun (nach s 0. 


41) | inö=5— +5 


. ft, ſobald 5 den Bogen bedeutet ir den Radius 1, ber ub I 
fhen den Schenkeln des Berührungs- Winkels Tiegt, fo folgt, 
wenn man die Unendlich Kleinen der höhern Ordnungen mr 
läßt, sindö=6, daher (aus 10. und 11.) 
12) 5=[(dcos a)?-k(dcos B)?--(dcos Ned. 
Subftituirt man hier flat dcosa, ete. etc. die Werthe, mit 
ſich folche aus II. 13.) ergeben, und berückfichtigt man, daß 


(nach I 2.) | 
| (a—x)’-+-(b—y)?-+(c—2)? = 2? 
ift, wo g den Kränmungebelbmefie bedeutet, fo findet man 


13) = ".dt= —3— 


d. h. ber Berührungs⸗ winkel 5 (verſteht fich im Bogen für 
den Radius 1 ausgedrückt) ‚findet fich, wenn man das Element 
ds des Bogens der doppelt gefrümmten Kurve durch den Krüm⸗ 
mungshalbmeffer dividirt; daher ift er derfelbe Winkel, den die 
beiden, durch bie Endpunkte von ds gelegten Normalen ber 
Kurve (d. h. die beiden Radien des Kriimmungsfreifes, welche 
durch die Endpunfte von ds gehen) unter ſich bilden *). 


*) Daffelbe läßt ſich auch fogleich aus einer einfachen und elementas 
ren geometrifchen Betrachtung entnehmen: 
Es fey nämlich (Fig. 38.) LMN das Element ds des Bogens; und 
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Anmerkung Alles tiber die Kurven doppelter Krim: 
wng Geſagte läßt fich natürlich auch auf die ebenen Kurven 
kinien einfacher Krümmung) ohne Weiteres anwenden. 


Schluß⸗Anmerkung. 


Es fehlt weder den Flächen noch den Linien doppelter 
drümmung an ausgezeichneten Linien und Punkten. So wer⸗ 
ven die Kegelflächen und die Cylinderflächen von Tangential⸗ 
Ebenen nicht bloß in einem Punkte, fondern längs gerader Li- 
nien berührt. So kann eine Erumme Släche Rückkehr⸗Linien 
yaben, wo zwei Flügel oder Lappen derfelben fich vereinigen, fo 
af letztere an jedem Punkte dieſer Linie eine gemeinfchaftliche 
sangentials&bene haben. Eine Erumme Släche wie z. B. Die 
degelfläche kann Spisen oder analoge Vertiefungen haben; 
» £ m. f. — Me diefe Stellen find dadurch analytifch aus⸗ 


‚egeichnet, daß entweder dz, = > oder = 2 oder beide 


=. werden, m ſ. w. Da wir ung aber hier nicht weiter 
uf dieſe Unterfuchungen einlaffen können, fo mag es genügen 
u wiſſen, daß fie denen analog geführte werden, welche für bie 
benen Kurven in dem $. 173.) geführt worden find. 





‚MP und MN feyen die beiden Tangenten in den Endpunkten L und N, 
elche ſich in M fehneiden. Dann it MINP der gefuchte Winkel 5, ſowie 
L=ON=e, fobald OL und ON, von L und N aus fenkrecht auf 
M und NM gedacht find, und diefe ſich in O ſchneiden. Alfo if 
— NMP=-LON, meil das Viered OLMN bei L und N rechte Winkel 
it. Aber eben deshalb iR dan auch Bogen LN=OLX5; d. h. 


ı=e:3 oder =, wenn nur 5 den Bogen vorftellt für den Radius 1, 
r zwiſchen den Schenteln des Berührungs Winkels liegt. 





Viertes Kapitel, 





Kermifchte geometrifhe Aufgaben zur Hebung in ber Aw: 
— wwendung der Differential:Rehnung. 
$. 182. 
Don den Einhänungs - Kurven. 

Nimmt man eine Gleichung zwiſchen den Koorbinaten⸗ 
Werthen y und x, welche auch noch eine unbeſtimmte Com 
ftante & (die zumeilen auch Parameter *) genannt wird) in 
ſich enchält, und bie wir deshalb durch | 


*0 
—2 
bezeichnen wollen, ſo drückt ſolche Gleichung für jedes Gef 
o im Allgemeinen eine Kurve aus. Giebt man nun dem a \ 
nach und nach alle fietig neben einander Tiegenden reellen Werthe, 
fo drücke diefelbe Gleichung unendlich⸗viele dicht und unmittel⸗ 
bar neben einander liegende Kurven aus, welche einander com 
gruent und nur der Lage nach verfchieden, welche aber im A 
gemeinen auch nicht conaruent ſeyn werden. Nun kann es fh 
treffen, daß je zwei nächſt auf einander folgende dieſer Kurven 
ſich ſchneiden; dann liegen alle dieſe Durchſchnittspunkte ſelber 
ſtetig neben einander und bilden eine neue Kurve, welche wit 
die, alle vorigen einhüllende Kurve (Einhällungd 
Kurve) nennen wollen, während bie erfieren die Ergeugung® Ii 
Kun 


*) Nimmt man das Wort ‚Parameter in diefer Bebentung, fe # 1. 
folche nicht zu verwechfeln mit dem, was man in der Theorie der | 
fehnitte Parameter” nennt: Dort if nanlich ein beſtimmter der Keeſ 
fleienten darunter verfianden, 
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Surven heißen mögen. Man fon die Gleichung dieſer Eins 
Külungs: Kurven finden. | 

Es ſind 9,0 und, Pure 0 
die Gleichungen zweier der nächft auf e einander folgenden Erzeu⸗ 
gungs⸗Kurven. Denkt man ſich nun in beiden die x und die y 
als dieſelben, fo geben fie die Koordinaten- Werthe x und y 
ihres Durchfchnittspunftes, beide in @ ausgedrückt, mithin beide 
als Funktionen von a. Eliminirt man zulegt noch & aus bei- 
ben Gleichungen, fo bat man bie Gleichung zwiſchen den Koor⸗ 
dinaten⸗Werthen x und y aller diefer Durchfchnittspuntte, d. h. 
dee gefuchten Einhüllungs⸗Kurve. 

Weil aber p, ds = Pt dpu da ift, fo folgt, daf wenn 
Pain. mit p zugleich Null ſeyn fol, Dann die Gleichung 
Para = ſich blog auf dp, = 0 zurückzieht. 

Die Gleichung der gefuchten Einhüllungs⸗Kurve findet fich 
alfo, wenn man aus 

09,50 m.) =, | 
« ſelbſt eliminirt; oder man findet die einzelnen Punkte dieſer 
Kurve, wenn man aus den beiden Gleichungen 1.) und 2.) x 
und y als Funktionen von «a herſtellt, nachgehends aber dem « 
sach und nach alle ftetig neben einander liegenden reellen Werthe 
beigelegt füch denkt, gu jeden Werthe von & aber x und y 
berechnet. 

$. 183. 

Die Lage der Tangente der Einhüllungs⸗Kurve an irgend 
einer, durch einen beftimmten Werth von x oder von a, gege 
benen Stelle, hängt ab von dem zu diefem Werthe von x ge: 
borigen Werthe von dy,. Da nun (nach $. 150. I. oder $. 155.) 


de 


if, fo darf man nur Die Sleichungen 1.) und 9) differengiiren, 

indem wan.x und y als Bunktionen von a anficht, und man 

wird die Gleichungen haben, aus denen dx, und dy,, alfo auch 
Bd. 1. 29 
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* gefunden werden kann. Differenziirt man ‚aber bie 1.) nad 


allem a, fo erhält man (nad) $. 154.) 
89, -dxu-dp,-dyu +9p = 0. 
Diefe Gleichung rebueirt fich jedoch (wegen der 2.) Bloß anf 
Op, dxu-}-Op,-dyu = 0, 
ober, wenn man durch dx, dividirt, auf 
3) Op,-+89,-dy, =(; ' 
und diefe Gleichung (in welcher auch noch & vorkommt) giebt 
ſchon dag gefischte dy, der Einhlilungs- Kurve, fo daß man zur 
Differentiation der 2.) nicht mehr zu fchreiten braucht. 

Die Lage der Tangente ber gegebenen Kurve 1.) bängt 
von dem aus ihrer Gleichung hervorgehenden Werthe von dy, 
ab, und biefer ift genam derfelbe, welchen die Gleichung 3.) für 
dag dy, der Einhülungs-Kurve gab, fobald man nur ſtatt « 
(und x) diefelben Werthe gefegt fich denkt. Folglich bat die 
Einhüllungs⸗Kurve, wie fie durch bie Gleichungen 1.) mb 2.) 
gegeben ift, genau diefelbe geradlinige Tangente (an bee Durch 
einen beftimmten Werth von — gegebenen Stelle), welche für 
denſelben Werth von a bie durch die Gleichung 1.) allein ge 
gebene Erzeugungs- Kurve (an derfelben Stelle) bat. Die Ein⸗ 
hüllungs⸗Kurve berührt alfo alle bie unendlich⸗vielen Erzen⸗ 
gungs» Kurven zugleich, jede mit einem anderen ihrer Punkte, 
d. h. in allen den Durchfchnittspunkten je zweier nächk auf 
einander folgenden der Erzeugungs⸗Kurven. 


Hätte man fich alfo die Aufgabe geftellt: die Kurve zu 
finden, welche die durch bie Gleichung 1.) gegebenen und für 
die verfchiedenen MWerthe von a hervorgehenden Erzeugungs⸗ 
Kurven alle zugleich berührt (jede nächfte Kurve, mit einem 
nächften ihrer Punkte), fo hätte man diefelbe, durch die Gleichun⸗ 
gen 1.) und 2.) gegebene Kurve erhalten. 
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§. 184. 
Nimmt man flatt 2,,,—0 die Gleichung einer gera⸗ 
den Linie 
y=ax+b, 


fo läuft dieſe letztere Gerade parallel mit ſich fort, wenn man 
b ändert, und a unverändert läßt; oder fie dreht fich um den 
su. x=0 md y=b gehörigen Punkt, wenn man b an: 
verändert Täßt, aber dem a andere Werthe beilegt. — Denkt 
man fi) nun a und b al8 Funktionen von «, fo läuft, wenn 
oa fich ändert, die durch bie Gleichung 

1)  y=aıx-+b 
gegebene Gerade parallel mit fich fort und dreht fich zugleich 
(wenn «8 erlaubt ift, fo zu fagen), 5. 5. fie nimmt jebe belie⸗ 
bige Ortsänderung an, je nachdem a und b dieſe oder andere 
Funktionen von o find. 

Differenziirt man nun dieſe Gleichung nach «a, fo er⸗ 

hält man 

2 0.=x:da.t2b,; 


und die durch dieſe beiden Gleichungen 1.) und 2.) durch Eli⸗ 


mination von a gegebene Gleichung drückt nun die Einhüllungs⸗ 
Kurve aus, welche durch die Durchfchnitte je zweier dieſer nächft 
auf einander folgenden, durch die Gleichung 1.) gegebenen Gera⸗ 
den gebildet wird, oder welche alle dieſe geraden Erzeugungs⸗ 
Einien berührt, jebe andere an einen anderen ihrer Punkte. 

Es ſey XOY (gig. 39) ein fefter rechter Winkel, deſſen Släche mit 
feinem Sande befreut if. Eine fehle gerade Linie AB von der Länge c 
befindet ſich anfänglich auf der OX, von O bis C, bewegt ſich aber dann 
bergefalt, daß der Endpunkt B von O nach X, der Endpunkt A dagegen 
son X uber vielmehr von C nach O hin rückt, dergeſtalt, daß diefe Punkte 
B und A die Schenkel OY und OX des rechten Winkels XOY nie vers 


laſſen. Diefe fee Gerade AB fchiebt nun bei ihrer Bewegung den fei⸗ 


nen Sand zurück, fo daß er eine Kurve DEC bildet; die Gleichung dies. 
fer Kurve zu finden. 

In diefem Beifpiele iR die Gerade AEB die Enengungslinie; bie 
Kurve DEC die Einhüllungss Kurve. Um die Gleichung der Erzeugungs⸗ 
linie AEB zu finden, ſey M einer ihrer Punkte, und OP=x, PM=y 

| 298 
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feyen die Koordinaten⸗Werthe dieſes Punktes M, auf OX und OY al 
Koordinaten- Aren bezogen. Ferner ſey OB=a die veränderliche Kon⸗ 
ante, weldhe von a0 bi a—=0OD=e hin ſietig wachſt. Daun 
ik OA=Ye-a® md PA=—x+Yer—a? und die Achnli 
Beit der Dreiecke BOA und MPA giebt die Gleichung 

BO:OA=MP; PA 


d. h. u: Ye —a = y:—ı+ Ya a2, — ua, 
woraus 
1) ye- va =xta 


| als die Gleichung der Erzengungslinie BEA hervorgeht: 

Differenziirt man nun diefe Gleichung nach =, fo erhält mar 

2) 0= — * x+1; 
(e—.a?) 

und dies iſt die Gleichung der nächſt folgenden Lage von AB, für den 
Fall, daß fie mit der 17.) zugleich ſtatt haben, d. b. daß fie für den Durch⸗ 
ſchnittspunkt beider nur gelten fol. 

Am nun « aus 1°.) und 2.) zu eliminiren, ‚giebt die 2°.) fogleich 


c?x = (c? —ar)E, di rear; 


folglich) 
e?—a? «5 


Gubfituirt man diefe Werthe in die 1/ ), fo ergiebt ſich 
3 !Lx — es 
als die Gleichung der Kurve DEC. 

Und diefe Gleichung giebt außer DEC noch drei andere dieſer eon⸗ 
gruente Theile, alſo eine aus vier congruenten Theilen beſtehende Figur, 
wie Fig. 39.) zu ſehen if. — Schafft man aus der Gleichung 3.) die 
Brudy- Erponenten weg, fo wird fie 

27c?x’Y? — (—x?— —y?)’; 


and dieſe Kurve gehört daher zu den algebraifchen &inien vom 6ten Grade). 


) Dan Tonnte auch den veränderlichen Winkel BAO durch a bes 
jeichnen; dann hatte mn OB=e-sina, OA=c-cosu um 
— —x-tc-00osa; daher war nun die Gleichung der Geraden AB 

iefe: 


1) ——iga-x-te-sina. 
Diefe Gleichung nah a hiferenkirt, giebt nun die 
2) 0=———.x+c.00s 7 


cos«a? 
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Anmerkung. Uebrigens iſt jede bellchige ebene Kurve 
die Einhülungss Kurve aller. ihrer Zangenten, fo: daß, wenn 
man das Geſetz kennt, nach welchen fich bie Tangente ber 
Kurve fortbewegt, die Gleichung der Kurve felbft allemal fos 
gleich nach s 182.) oder $, 184.) gefunden werben Tann, 


. 185, 
Von den Evoluten und Evolvenden. 
J. Es werde noch die Einhüllungs⸗Kurve geſucht, deren 
Erzeugungs⸗Linien die ſtetig auf einander folgenden Normalen 
einer, durch die Gleichung | 
(OO). . yY 
gegebenen Kurve find. 
- Sind a.und b die Koordinatens Werthe irgend eined Punk: 
tes der Normale, ſo iſt die Gleichung der Normale an dem 
durch x gegebenen Punkte (nach $. 170. oder $. 171.) dieſe: 


1) oder Ka) +y—b)-dy,=0, 


wo y und dy, (aus ©) bekannte Funktionen von x find, wäh⸗ 
rend alle Normalen für die verfchiedenen Punkte der Kurve (©) 
dadurch hervorgehen, daß man flatt x nad) und nach alle fletig 
neben einander liegenden Werthe geſetzt denkt. Was alfo in 
den $$. 182. 184.) durch © vorgeftellt iſt, das iſt hier x, und 
was dort x und y vorſtellen, Das iſt bier durch a und b 
ausgedrückt. 

Stellen nun a und b bie. Durchfchnitts- Punkte zweier 
nächſt auf einander folgenden Normalen vor, fo hat man außer 


(e*. :_ 8 
$ 


C 








Findet man aus Ichterer Gleichung cosa= x alſo sina 


dr 
und Iga= 4“ und fubfituiet man diefe Werthe in die Glei⸗ 
x 


dung 1’), fo giebt dies fogleich wieder als Endrefultat ber Elimination 
yon a, die Gleichung 3°.) der Einhüllungss Kurve. 
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ber Gleichung 1.) noch (für bie nächſte Normale) bie aus ihr 
bervorgebende Gleichung, wenn man fie nach allem x Bifferew 
zürt (nach $. 182.), nämlich die Gleichung 

. 2)  4röy’--ty—b).d° =0, . 
wo Ay,, Ay, aus der Gleichung O.) zu entnehmende, alſo 
bekannte Funktionen von x find. Eliminirt man nun aus 1.) 
und 2.) den Weränderlichen x, ober brüdt man a und bald 
Funktionen von x ans, fo bat man die Gleichung der Kurve, 
welche aus ben fucceffiven Durchfchnitten aller Normalen an 
die gegebene Kurse y— y, hervorgeht, ober weiche alle Diele 
Normalen, jede mit einem andern ihrer Puufte berührt, 

1. Geht man von der Gleichung Bw „Keeilee 

1) &-3)?+4—b)’ = 
ans und bifferenzlirt man folche zwei mal inter einander nach 
allem x, fo daß man 


M a—a)+y—b)dy,=0 
und Ä 
3) 1-+dy,?-+(y—b)-d°y, =0 


erhält, fo geben Biefe drei Gleichungen (1. —3.), fobalb man 
unter y, Ay, und 8°y, bie aus der Gleichung 
(O-- y=YJ 

entnommenen Zunftionen von x fich denkt, bie Koordinaten: 
Werthe a und b und den Halbmefler e des Krümmungskreiſes 
der durch Die Gleichung ©.) gegebenen Kurve, am der durch x 
gegebenen Stelle (nach $. 170. oder $. 171... — Eliminirt 
man nun aus den Gleichungen 2,) und 3.) den Beründerlichen 
x, oder betrachtet man a und b als die durch diefe Gleichum 
gen 2,) und 3,) gegebenen Funktionen von x, fo bat man Die 
Gleichung der Kurpe, welche von allen fletig neben einander 
liegenden Mittelpuntten aller zu den verfchiedenen Werthen von 
x gehörigen Krümmungskreiſe gebildet wird. — Vergleicht man 
. aber bie hieſigen Gleichungen 2.) und 3.) mit den Gleichungen 
1. 1) und 2.), fo fällt in die Augen, daß man ſedesmai eine 
und Diebe Kurve babe 
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Die von den Mittelpunkten aller Krinmmungskreiſe einer 
gegebenen Kurve (©) gebildete Kurve, iſt alfo zugleich die Kurve, 
welche alle Normalen der gegebenen Kurve (©) berührt, oder 
welche durch die Durchfchnitte je zweier nächft auf einander 
folgenden Normalen gebildet wird. — Dies Iettere ift übrigens 
eine. Wahrheit, welche vach reibnitz ſchen Anſichten von ſelbſt in 
die Augen fällt. 

Sucht man den, zu dem Zuwachſe dx von x gehörigen 
Zuwachs de oder dc,-dx des Krümmungshalbmeflere c, fo 
- muß man bie Gleichung 1.) nach allem x differenzüiren, indem 
man auch a und b als die durch die Gleichungen 2.) und 3.) 
gegebenen Funktionen von x anfieht. Dies giebt aber, weil ber 
Theil der Differenzial⸗Gleichung der von dem erpliciten x und 
y berrüßrt, vermöge der 2.) bereit der Null gleich iſt, Bloß 
Den Theil, der von ber Vernderlichtei von a und b herrührt, 
nämlich 

4) -b) . db. cd, 
Weil aber b eine Funktion von a iſt, fo findet zwiſchen Ob, 
und da, eine Gleichung flatt, die man erhält, wenn man auch 
noch die 2.) nach allem x Bifferenzüirt, indem a und b wie 
berum als Funktionen von x angefehen werden. In fo fern 
jedoch der von dem erpliciten x, y und Oy, berrührende Theil 
diefee Gleichung, vermöge der 3.) der Null gleich ift, fo behält 
man wiederum bloß den von der Veränderlichkeit der a und b 
berrührenden Theil, nämlich 
1 


5) de: db. dy=0 oder ob., u 


woraus abermals hervorgeht, daß die Tangente an die Mittel⸗ 
puntts⸗Kurve mit der Normale an die gegebene Kurve (O) zus. 
ſammenfällt (wegen $. 170. oder $. 171.). 

Dividirt man die Gleichung 4.) durch c, indem man ſtatt 
c feinen Werth (aus 1.) nämlih Yar—a)?+(y—b)? febt; 
‚ bividirt man dann den Zähler und Nenner des für dc, entſte⸗ 
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henden Ausdruckes durch y —b, und ſubſtituirt man gugleich Je 





Aberall ſtatt = 2 beffen Werth —Dys (aus 2.) fo erfäft mn |. 
%b,— a, -dy, _ 
Yi-F3y,* 
Setzt man bier ſtatt dy, feinen Wert — —— - aus 5.), ſo o 
hält man weiter 
6) de, = Vöb,? 1 da,°. 


Iſt aber 8 der Bogen der Mittelpunkts: Kurve von irgend einem 
Punkte an gerechnet, bis zu dem Punkte bin, deſſen Koorbina⸗ 
ten⸗Werthe a nnd b find, fo hat man auch (nach $. 174.) 


7) üs, = YOb,? -+-da,?. 
Alſo ift 
8) dc, —=ds, und de = ds. 


Es wächſt fonach ber Krümmungshalbmefler c genau um 
das Stück, um welches der Bogen ber Mittelpunkts⸗ ⸗Kurve 
zunimmt. 

Wickelt man daher um bie Mittelpunkts⸗Kurve einen Ga 
den, und wickelt man dann bdiefen Faden ab, indem er ſtraff 
angezogen wird, fo daß er immer eine Tangente der Mittel 
punkts⸗Kurve bildet, fo befchreibt das Ende dieſes Zadens, 
wenn es mit einem einzigen Punkte der gegebenen 
Kurve (©) zuſammenfällt, nach und nach diefe ganze letz⸗ 
tere Kurve ©). — Deshalb Heißt die Mittelpunftd: Kurve auch 
die Epplute der gegebenen Kurve (©); und letztere wird Dann 
auch die Evolvende genannt. 

Dies ift die Theorie der Evoluten und Evolvenden. Zu 
jeder Kurve gehört nur eine einzige Evolute d. h. Mittelpunkts⸗ 
Kurve; zu jeder Evolute gehören aber unendlich viele Evolven⸗ 
den; 8. h. unendlich viele verfchiebene Kurven giebt es, welche 
alle eine und dieſelbe Mittelpunkts: Kurve haben. 

Wie die Evolvenden zu einer gegebenen Evolute gefunden 
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werden, kann man erft mittelft der Integral Rechnung nachtveis 
fen. Iſt nämlich bie Gleichung der Evolute zwiſchen den Koor⸗ 
dinaten⸗Werthen b und a gegeben, z. B. 
9) b= P.⸗ 
fo muß man aus dieſer Gleichung 9.) und aus den beiben 
Gleichungen 2.) und 3.) die Koordinaten Werthe a und b elis 
. miniren, wenn man eine Gleichung haben will, zwifchen x und 
dem der gefuchten Evolvende zugehörigen y — ; Ya« Weil aber 
diefe Gleichung, ohne daß wir es gerade mwünfchen, noch die 
Differenziale Koefficienten Ay, und O°y, enthält, fo gehört fie 
zu Denen, welche man Differenzials Gleichungen der zweiten Orb» 
nung nennt. Aus biefen Differerizial- Gleichungen aber eine als 
gebraifche. oder tranfcendente Gleichung bloß zwiſchen x und y 
abzuleiten, — folches hat grade die fogenannte Integral: Rech⸗ 
nung zu lehren. 
Wir finden aber als bie est oder Witelpunfts Kurse der durch 
bie Gleichung 
+ =1 
gegebenen Ellinfe, deren halbe Axen p und q find, bie Gleichung 
Pitt), 
wo a und b bie Koordinaten⸗Werthe der einzelnen Punkte der Evolute 
vorſtellen. — Diefe hat aber viele Aehnlichfeit mit der im Weifpiel zu 
$. 184.) erhaltenen Gleichung. 
Sucht man ferner von der fogenannten Iogarithmifchen Spi⸗ 
sale, welche durch die Gleichung 
| r=ar0" „der v= {lot 
wilden den Winkel (Bogen) v und dem Radius⸗Vektor r gegeben if, 
die Evolute, fo findet man fie felb wieder, nur in anderer Enge. 
Das letztere iR auch der Fall, wenn man für die Durch die Gleichungen 
x r(v—sinv) ud y=r(l—cosv) 
oder durch die Gleichung 
x= -Yiy—y? -y’trz — G-2), 


zweifchen den rechtwinflichen Koordinaten» Werthen x und y, gegebene 
Kurve (melde die Eykloide genannt wird) die Evoiate ſucht. Man 
findet diefelbe Cykloide, nur in anderer Lage, 
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$. 186. 
Ben den Einhälungs: Bläden. 


Nimmt man die Gleichung einer Fläche 
1) ee 


22 
mit einer ſolchen veränderlichen Konſtante =, fo drückt dieſe 


Gleichung 1.) in Verbindung mit 
2) 0, =0, 

wenn « aus beiden Gleichungen eliminirt wird, bie Gleichung 
der Einhüllungs⸗Fläche aus, welche aus den Durchſchnitts⸗ 
Linien je zweier nächft auf einander folgenden, der dutch bie 
Gleichung 1.) gegebenen Erzeugungs: Flächen ober Einge 
hüllten gebildet wird, oder melche jede dieſer Erzeugungs: Slächen 
in der ganzen Länge dieſer Dutchfchnittss Linien berührt. 

Es find nämlich vermöge der Glelchungen 1.) und 2.) z nnd a «U 
Funktionen von x und y anjufehen, Differenzürt man nun bie 2.) nach 


allen x und nach allem y, fo erhält man - 
dp, td, d2,-+8p,-du 


Op, +59, ‚dx ytdp, dc 0; 
und diefe Gleichungen Hedueiren do, wegen "oo, 0, bloß auf dieſel⸗ 
ben Gleichungen, welche die Gleichung 1.) liefert, wenn man a konſtant 
anfiebt, re auf 
Op, +89, d,=0 und dp, tdp,-da, = 0 

Alfo hat die Einhüllungs⸗Fläche mit jeder der Erzeugungs⸗Flächen sber 
Eingehültten (d. h. für jeden einzelnen bekimmten Werth von =) allemal 
einerlei TangentialsEbene. Weil aber zu diefem beflimmten Werthe von 
&, die beiden Gleichungen 1.) und 2.) blog y und z, in x ausgedrückt, 
liefern, alfo x unbeſtimmt Iaffen, fo befommt man eine Kurve in ber Ein» 
hüllungs » Fläche, in deren einzelnen Punkten diefe befimmte Erzeugungs- 
Fläche mit der Einhüllungs⸗Fläche einerlei TangentialsEbene hat. Veide 
Flächen berühren fich alfo längs biefer durch die beiden Gleichungen 1.) 
und 2.) für diefen beſtimmten Werth « gegebenen Kurve. 

Diefe Kurve hat Monge die Karakteriſtik der Einhüls 
lungs: Fläche in Bezug auf die Eingehüfte oder die Erzeugungs⸗ 
Fläche, genannt. Sie iſt zu gleicher Zeit die Durchſchnitts⸗ 
Kurve je zweier nächſt auf einander folgenden ber Erzeu⸗ 


gungs⸗Flächen. 


und 


— 
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Se zwei nächſt auf einamber folgende dieſer Karakteriſtiken 
cchneiden fich wieder, und die Koorbinatens Werthe biefed Durch 
chnittd- Punktes, für einen beftimmten Werth von «=, find offen 
ar gegeben durch die Gleichungen 1.), 2.) und 

3) . do—=0, Ä 
weil die beiden Gleichungen 1.) und 2.) die neue Karakteriftif 
sehen müffen, fobald man in ihnen a-da flott  feßt, wo⸗ 
>urch aber die 1.) wegen p—=0 in bie 2.), die 2.) dagegen 
wegen dp,. 0 in die 3.) übergeht. 

Eliminirt man aber aus dieſen drei Gleichuugen den Ver⸗ 
Suberlichen a, fo erhält man zwei Gleichungen zwiſchen x, y 
und 2, welche alle Durchſchnitts⸗Punkte je zweier nächſt auf 
einander folgenden dieſer Karakteriftiten liefern. Die von bie 
Fin Punkten gebildete Kurve hat Monge die Wendungs⸗ 
Rurse des Einhüllungs⸗Fläche genamt. | 

Enthält endlich die Gleichung p 0 den Verändern 
lichen: a nicht bloß explickt, ſondern auch noch eine willkühr⸗ 
liche Funktion von a, nämlich a., fo kann man, wenn zu den 
Gleichungen 9=0 und dp, =0 noch die beiden Differen 
Hal- Gleichungen (nach x, und nach y) der erfieni Ordnung bins 
-gefügt werben, nicht Bloß a, fondern auch a (b. 5: -a, mid 
da.) eliminiren, und man erhält eine Parzial⸗Differenzial⸗Glei⸗ 
Gang *), welche eine allgemeine Eigenfchaft aller der Einhül⸗ 
bungs⸗Flachen ausdrückt, bie Dadurch ſich ergeben, daß man 
Pat a. alle denkbaren Funktionen von a feßt. 

. Emehält die Gleichung P—0O zwei oder mehr ſolche gang 
beftnmte und willkührliche Zunktionen a., b„ etc. ete., fo 
muß man zu den Differensials&leichungen bee höhern Ordnun⸗ 
sen feine Zuflucht nehmen, wenn man a„, b„, daa, Ob,;, 9’a, 
und 8°b, etc. ete. ſoll eliminiren und dadurch eine Parzial⸗ 





*) Sp nennt man jede Gleichung zwiſchen z als —— von x, 
y etc. ete., deren Differemials Koefficienten dx, , dz, etc, eic., und bier 
Gen unabhängigen Veränderlichen x, y etc. ete. "gend. " 







460 Erſte Reihe d. Antwend. d. hoͤh Anal Kap. IV. 6.1 


Gleichung erhalten, die eine gemeinfchaftliche Eigenſchaft 
drücke aller ber für die verfchiedenen Sunktionen a„, b, etc. eis 
bervorgehenden Einhüllungs⸗Flächen. 
$. 187. 
Bon den abwieldaren Flächen. 

- Nimmt man flatt ber Gleichung Payne = ==0, die Sleichant 

einer Ebene, nämlich 
1) | z=aytbxto 

wo a, b, c Zunftionen von « vorftellen follen, fo if bie bad 
Diefe Erzengungs: Ebenen gegebene Einhüllungs⸗ dlache ausgn 
drückt durch die Gleichung 


2) ' 0=y: da,tx. öb„-t+-dc,, | 
wenn fie mit der 1.) durch Elimination von a in "Berbinben 
gebracht wird. 


Die Durchfchnitts- Linien je zweier nächft auf einander fob⸗ 
genden dieſer Erzeugungs⸗Ebenen find gerade Linien und die 
son dieſen gebildete Fläche ifl, was man nennt eine abwideh | 
bare Släche, d. 5. fie kann, (wie der Eplinder und ber Kegch 
auf einer Ebene aufgerollt (oder abgerollt) werden. 

Man kann nun aus Bdiefen Gleichungen 1.) und 2.) im 
abwickelbaren Fläche allemal eine Partial-Differentiak 
Gleichung ableiten, welche Feine der willkührlichen Funktionen 
24, bu ober 0. mehr enthält, und welche daher eine gemein k 
ſchaftliche Eigenfchaft aller abwickelbaren Flächen ausſpricht. 

Vermöge der beiden Gleichungen 1,) und 2.), welche mi? 
einander in Verbindung, die Gleichung jeder abwickelbaren 
Fläche geben, find nämlich z und « als Funktionen yon x md |, 
y anzuſehen. Differenzürt man daher die Gleichung 1.) nad 2 |: 
und auch nach y, fo erhält man 

Oz, = (da. y-Obu-x-Föc.)- 8b, 


O7, = (day y+ Oben +dcu)-day tanz . 
und diefe Gleichungen reduciren fich, vermöge ber Gleichung 2) 
auf 0%, = b. und du,=a. 


und 
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Differenziirt man nun biefe Gleichungen noch einmal nach x 
und nach y, fo ergiebt ſich: 
8°, —0b,.d0,; Britz, dbu-da,; 
a, dad 82, das-day; 
und aus Biefen letztern vier Gleichungen ergiebt fich fogleich 
3) 5 m — oder 8°2,.8°2, — (dr, =0. 
Diele Gleichung 3.) drückt alfo, eine allgemeine Eigenfchaft aller 

ickelbaren Flächen aus, wie folches zu Ende des $. 186.) 

Allgemeinen ſchon angedeutet iſt *). 

L Läßt man die Erzeugungs⸗Ebene durch einen feſten 
Punkt gehen, deſſen Koordinaten⸗Werthe x, y und z find, und 
nimmt man zu gleicher Zeit b=a, fo iſt die Gleichung 1.) 
‚rät Diefe 





H Umgefehrt: Sucht man die gläche, welche von jeder Tangential⸗ 
‚Ebene, nicht bloß in einem Punkte, fondern längs einer Linie berührt wird, 
8 hat man, wenn x, y, z die Krordinaten⸗Werthe eines Punktes dieſer 
\gefuchten Zläche vorkellen, die Bleichung der Tangential: Ebene an biefem 
Sunkte (x, y, 2) fo (nad) $. 176.): 

| (’ —2)— 82, (y7’—y)—82,(x’—x) =.0; 
ver 


4)  wW=d, +9, yr (2—x-d2,—y-d2,)=0. 
Denkt man fih nun y als diejenige unbelannte Funktion von x, welche 
Nie Richtung angiebt, in welcher der nächfle Punkt der gefuchten Fläche 
legt, der diefelbe Tangential-Ebene dat, fo müfleh, wenn man x-I-dx 
Rott x Cund das sugehörige y4-dy d. 5. y-+dy,-dx ſtatt y) fett, die 
Seeffcienten der Zuanun⸗ 4) fi nicht ändern; ‚alte muß man haben 
m diefe ek "machen auch bereits, ben dritten Koeffieienten 
2 x.02,—y:dz, conſtant, fo daß feine Ableitung nad) allem x, ebens 
falls der Null gleich wird. Die beiden Gleichungen 5.) geben aber 

6) Br,+8"z,,dy,=0 und 82, „+8°z,-dy,=0. 
Eliminirt man nun aus dieſen beiden Gleichungen das unbekannte dy 
fo ergiebt fich die obige Gleichung 3.) ald Endrefultat. — Diefe Gleis 
dung 3.) drückt alfo die Bedingung aus, daß die Zläche von einer Tan⸗ 
gentials Ebene nicht bloß in einem einzigen Ppuntte/ ſondern längs einer 
Linie berührt wird. 
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19 —320 - )66-); 
und bie 2.) ift jetzt dieſe | \ 
2) 0 da. ) 6-). 


Um nun a zu eliminiren, aus dieſen beiden Gleichungen, * 
man a ans 2.) finden und den Werth bafür in Bie 1.) ſtat 
a fubflituiren. Man erhält aber aus 2.) zunächſt 

x—F 

y-y 

Daraus folgt, daß « eine Funktion von — if, und ba 





9a, — 


x 


baher auch a eine Bunftion bon Xwird. Divibirt mar 
nun 1 bie Gleichung 1.) durch y—y weg, fo erhält man 
— aa: 8 

fo daß der Ausdruck zur Nechten nichts anders als eine Zunk 
tion von a, iR, Die jeboch von derjenigen dunltion von a 
abhängt, die ſtatt a genommen wird. 

Die Gleichung | 

u. 25 — x—F 
(0) il), 


00 v6, =,) jede Funftion von F= vorſtellt, drückt dw 
ber jebe Kegelfläche aus, in fo fern jede Kegelfläche als bie Ein 
hüllungsfläche von unendlich vielen Ebenen- angefehen werben 
kann, die alle durch einen und denfelben feſten Punkt (x, 9, d) 
bindurchgehen, und bie fich in fietig neben einander liegenden 
Geraden (bie Seiten des Kegels) fchneiden *). 











Jede durch den Punkt Cr, 9, ) hindurchgehende Gerade, wenn 
fie ſich beliebig bewegt, befchreibt allemal eine allgemeine Kegelfläche, wenn 
nicht eine Ebene. Sind nun x, y,-z die Koordinaten⸗Werthe eines bes 
liebigen Punktes der Kegelfläche, fo if die durch die beiden Punkte (x,y,:) 
und (x, 9, 3) gedachte Gerade L eine Geite des Kegeld. Denkt man ih 
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Es falle in die Augen, bag man auch die Gleichung aller 
Kegelflächen in ber Form 


1, __ 
vo 0 Ze 
oder in der Form 
(9) - - = — 


herſtellen kann, wo x I eine ganz belichige Funktion von 


IS, oder wo (=): eine ganz beliebige Funktion von 


— vorſtellt. 
Differenziirt man endlich bie Gleichung ©.) ſowohl nach x, 
als auch nach y, fo erhält man, wem ze — u gelegt wird, 





du, 
55 = Ihr ‚du, = dern, y 
GN, —e—h)_ u. aD 
(y—1)? eh s—y)? 


Diele beiden Gleichungen rebuciren fich auf 
8, dp, und (y—H9): 82, — (25) = di yy, 
und geben, wenn man dp. eliminirt, die Partial⸗Differential⸗ 
‚Gleichung | 
(2 DAL Bas Eat Me 2a 32 2 00 zu) 


biefe Seite L projieirt auf die Ebenen xor, x02 und YOZ, und nennt | 
man L, L’, 1’ dieſe Yrojektionen, ſo ik -— * die trigonometriſche Tan⸗ 


gente des Winkels, den die Projektion L“⸗ mit OY macht, fo wie * 
die trigonometriſche Tangente des Winkels if, den die Projektion L 
mit berfelben Are OY macht. Da nun die Gerade L fich willkührlich 
bewegt, wenn ber eine biefer Winkel eine willführliche Funktion der ans 
dern ift, fo folgt die Nichtigkeit der Gleichung ©.) auch aus viele Bes 
trachtung. 
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Diele: Partisls Gleichung gehört alfo in's Beſondere allen Kegel 
flächen an, und drückt eine gemeinfchaftliche Eigenfchaft berſelben 
aus, wie bereits zu Ende des $. 186.) im Allgemeinen bemaft 
worden if. — Diefe Eigenfchaft ift aber Bier Feine andere, als 
daß alle Tangential⸗ ⸗Ebenen aller Punkte der Fläche, in einem 
und demſelben Punkte ſich ſchneiden. — Sucht man nämlich 
die krumme Fläche, deren Tangential⸗Ebenen alle durch den 
Punkt (x, y / bindurchgehen, fo ſchreibt man bie Celica 
einer folchen, an dem beliebigen Punkte (x, y, z) die gefuchte 
Fläche berührenden Ebene hin, nämlich (nach $. 176.) die 
Gleichung 
(z 1) yg)— dl), 

wo x, yl, a! die Koordinatens Werthe eines jeben belichigen 
Punktes dieſer berührenden Ebene vorſtellen. Soll nun folde 
durch den Punkt (x, 9, 3) Bindurchgehen, fo muß diefe Gleichung 
identifch werben, wenn man x, Yı z flaft x/, y’, z' ſetzt. Die 
giebt aber die Gleichung 5), als bie Gleichung der gefischten 
Släche, und bie Integral⸗Rechnung muß. aus biefer Gleichung 
die (algebraifche. oder tranfcendente) Gleichung ableiten, welche 
blog x, y, und z, aber Feine Differential» Koefficienten mehr 
enthält. 

Differenzüirt man übrigens bie Gleichung ) nach allem 
x und nach allem y, und eliminirt man dann aus ben beiden 
dadurch erhaltenen Gleichungen entweder y—yp oder x —x, [0 
erhält man die Gleichung 8°2,.d°z,— (d"!z, ”?=0, b. h. 
die Gleichung 3.) wieder, wie fich von felbft verſteht. 


U. Nehmen wir jet die Gleichung irgend einer Geraden, 
bie durch einen gegebenen Punkt (x, 9, 3) bindurchgeht, nämlich 
y-y=m(x—}) | 
2—;=n(z—})' 


(«+ 


ſo iſt die Gleichung aller Ebenen, welche mit biefer Geraden | 
parallel laufen, dieſe: | 
(O 
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(0) . z=(n—bm’x-+-by-+c*) 


Nimmt man nun — a, und denkt man fih b als eine | 
. beliebige Funktion von a, fo hat man die Gleichung 
19 z = (n—b,m).x-+b,-y-+a 


oder 
z=nx-+a-+-b,(y—mx) 

für die Erzeugungs: Ebenen, welche jeben Eylinder als Einhül⸗ 
lungs⸗Ebene geben. Differenziirt man dieſe Gleichung nach o, 
fo erhält man 

29 = — db, (mz—y)+1;5 
und die Gleichungen 1.) und 2), wenn man a aus dom 
eliminirt, geben alfo jede Eylinderfläche. 

Die Gleichung 2.) nach « aufgelöft, giebt für a eine 
Sunfiton von y—mx; und die Gleichung 14.) giebt dann für 
2—nx eine Funktion von y—ınz, fo daß man als Gleichung 
einer jeden Eylinderfläche 

3) 2 —0x ) 
erhält, wenn 0 —ımx) jede Sunftion von y—mx vorſtellt H. 





) um dieſ Gleichung zu finden, nimmt man erſtlich die Gleichuns 
4”) z—=ax-tby+c 
für jede Ebene anz dann fchreibt man die Gleichung 
2—-j=ax—-F)+b(y—9) 
fir ve mit der 1%) parallele, aber durch den Punkt Cr, 9,. D hindurch» 
gehende Ebene hin. Liegt nun in lesterer Ebene die Gerade O.) mit 
allen ihren Punkten, fo if die Ebene 1.7) mit der Geraden ©.) pas 
ralle. — Damit aber die Gerade ©.) mit allen ihren Punkten in der 
Ebene 2”) liege, muß dieſe Gleichung 2.) identifch werden, fo oft man 
für y und z die Werthe aus CO.) ſubſtituirt. Dies sieht aber die 
Gleichung 
nx-— αx)öνα-) 


n=a-Fbm dh, a=n—bm. 


) Denkt man ſich durch O fenkrecht auf die Seiten des Cylinders 
eine Ebene, und nimmt man in diefer Ebene neue Koprdinaten-Aren 
Bd. J. 30 


oder 
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Differenziirt man dieſe Gleichung nach x und nach y, fo 
erhält man, wenn - ws 
 jy-mu 
geſetzt wird, die beiden. Diffrenial» Gleichungen 
4) d2,—n = du, du, = —m-dy, 


5n d2, = dpa -du, — du 

Eliminirt man aber aus beiden legtern Gleichungen die ganz 
wilführliche Funktion dy,, fo ergiebt fich 

69 ö2, pın-d2,=n 

als Partial-Differential»Gleichung, welche für alle Cylinder⸗ 
flächen dieſelbe bleibt, wie auch Die willkührliche Funktion  fich 
abändern mag. Diefe Partial-Gleihung 6.) drückt alfo eine 
Cigenfchaft aus, welche ale Eylinderflächen mit einander ges 
mein haben. 

Diefe Eigenfchaft ift aber keine andre als daß alle, den 
Cylinder berührende (Zangential:) Ebenen mit einer und derfel- 
ben Geraden 

yom-0' und Z—nx=0 
parallel laufen (nach $. 142. und $. 176.). Schreibt man 
nämlich die Gleichung irgend einer Tangential- Ebene hin, fo 
führt die Bedingung des Parallelismus zur Gleihung 6. 

Differenzürt man aber Die Gleichung 6.) nach alem x und 
nach allem y, und eliminirt man zulegt m, fo erhält man wie 
der die Gleihung 3.) d. h. die Gleichung 

0°2,.0°2,— (d'!z,,)?=0; 
wie fh dies von felbft verfieht. | 


ox⸗ und OY’, fo if die Sleicung des Eplinders auf dieſe neuen Axen 
bezogen, von der Form 
y=x,;, 

wo x. eine willführliche Funktion’ von x’ vorſtellt. Reducirt man dann bie 


neuen KoordinatensWerthe auf die alten, fo befommt man bald wieder 
die obige Sorm. 





- —— 
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$. 188. 


Man kann ſich auch eine Släche durch Vewegung einer 
Linie entſtanden denken ). — Die Gleichungen ſolcher Flächen 
bekommt man ohne alle Differential⸗Rechnung. 


Hat man nämlich zwei Gleichungen 

P, pw —0 und pp —* —(, 
für irgend eine gerade ober Erumme Linie, welche jeboch auch 
noch einen unbeftimmten Parameter & in fich aufgenommen ha- 
ben, fo daß dieſe Gleichungen für jeden andern Werth von « 
anders werben, fo fielen dieſe Gleichungen unendlich-viele fetig 
neben einander liegende Linien vor, melche entweder alle einan⸗ 
der congeuent find, alfo nur immer einen andern Ort einneh⸗ 
men, oder welche zu gleicher Zeit auch alle von einander uns 
merklich verfchieden feyn können **). 

Eliminirt man nun «& aus beiden Gleichungen 
u Po=0 md Yy=(, 


fo erhält man Die Gleichung zwiſchen den Koordinaten: Werthen 
x, y und z, welche ben Punkten aller dieſer Einien zugleich an 
gehört, alfo die Gleichung der durch dieſe Linien gebilde⸗ 
ten Fläche. 

I. Nimmt man z. B. die Gleichungen einer geraden Linie 

y=bxta md z=cx-+tbh; 

denkt man fich nun a, b, c und h als Funktionen von «, fo 
hat man eine gerade Linie, welche fich ganz nach Belieben be- 


) Sp entfiehen alle Umdrehungsflächen durch Bewegung einer Kurve 
um eine feſte Are. So entſtehen alle Kegelflächen, durch Bewegung einer 
Geraden um einen feften ihrer Punkte. So entfiehen alle Cylinderflächen 
indem fich eine gerade Linie immer parallel mit ſich felbft bewegt. N. ſ. w. f. 


*) So kann man fich einen gewöhnlichen fenkrechten Kegel: Mantel 
: Dadurch befchrieben denfen, daß ein Kreis mit feinem Mittelpuntte in 
E einer, auf der KreissEbene fenkrechten Geraden fich fortbewegt, mährend 
\ der Rabius dieſes Kreiſes nach und nach immer kleiner und kleiner wird, 
und zwar in einem beſtimmten Verhältniß. 
30 * 
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west; und eliminirt man nachgehends o, fo hat man die Gleis 
hung der durch Bewegung diefer Geraden entfiandenen Fläche. 
A. Denkt man fich, daß diefe Gerade fich parallel mit 
fich ſelbſt bewegt, alfo immer parallel bleibt mit einer durch die 
Gleichungen 
1) y-y=b(a—r md z—j=c(x—}) 
gegebenen Geraden, fo find dasmal b und c nicht Funktionen 
von «, fondern gegebene Eonftanten und nur a und h find nod 
Funktionen von «, Daun wird 
a=ı—x ud h=y—bx; 
und, in fo fern a eine gang belichige Funktion ı» von h iſt, fo 
bat man jegt 
2 7—(x = b(y—bx) 
für die Gleichung der erzeugten Eplinderfläche, welches genau 
mit dem Reſultate des vorhergehenden Paragraphen ſtimmt. 
Denkt man ſich, daß dieſelbe Gerade, während ſie immer 
mit ſich parallel bleibt, längs einer ebenen oder doppelt gekrümm⸗ 
ten Kurve ſich hinbewegt, fo heißt die letztere die Leitlinie (linea 
direetrix). Iſt folche durch die beiden Gleichungen 
3) F,.,=0 md 6,0 
gegeben, fo müſſen die aus diefen Gleichungen hervorgehenden 
Werthe von z und y, als Funktionen von x, ſtatt z und y in 
die 2.) ſubſtituirt, dieſe leere ibentifch machen, fo daß die x 
von felbft herausfallen. Daraus muß dann Die duniuon v 
beſtimmt werden. | 
In gegenmwärtigem Zalle kann man aber die Gleichung des 
Cylinders direkt am beſten finden. Man ſchreibt nämlich die 
Gleichungen einer, mit der 1.) parallelen und durch einen be 
liebigen Punkt der Kurve 3.), deſſen Koordinaten⸗Werthe x, y 
und 2 find, gehenden Geraden hin, z. B. 
4) y—y=b(a—x) md #—2=c(al—x) 
und ellminirt dann aus den vier Gleichungen 3.) und A.) die 
drei DVeränderlichen x, y und z. Die fo entfiehende Gleichung 
zwiſchen x’, y!, 2! gehört dann den Punkten einer jeden wit 
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ber 1.) parallelen Geraden, welche mit der Kurve 3.) einen 
Punkt gemein bat, alfo jedem Punkte der Eylinderfläche an. 
B. Läßt man bie fich bewegende Gerade immer durch ei 

nen feften Punkt x, y, z bindurchgehen, fo ift ihre Gleichung 
4 2—j=alx—r) und? y—y=b(x—r) 
und dabei find a und b als Funktionen von « anzufehen, d. 5. 
. von einander abhängig, nach dem anbermweitig gegebenen Gefeße 
Der Bewegung. Dieſe Gleichungen geben aber 


ig und IP _,, 
x—r x? 


während a eine beliebige Funktion von b if. Alſo iſt bie 
Gleichung der durch bie Bewegung dieſer Geraden entſtandenen 
Kegelfläche dieſe: 
25 __ 
2) = —)» 
welches genau mit dem Nefultafe des nhane Paragra⸗ 
phen übereinſtimmt. 
Denkt man ſich aber, daß dieſelbe Gerade fortwährend 
längs der durch die Gleichungen 
3) F,.=0 md y 0 
gegebenen Leitlinie ſich hinbewegt, ſo müſſen wieder die aus 
3.) hervorgehenden Werthe von z und y, wenn ſolche in die 2.) 
fubftituirt werben, eine identifche Gleichung geben, aus welcher 
x von felbft herausfällt. Dadurch beſtimmt fich die Form ı. 
Es ift aber faft bequemer, in diefem Falle fo zu verfahren: 
ran fchreibt die Gleichungen einer Geraden bin, welche durch 
den Punkt (x, 9, 3), aber auch durch einen beliebigen Punkt 
(x, y, 2) der Leitlinie Hindurchgeht, nämlich die Gleichungen 


9 = m Yy-!—I@-p); 


und eliminirt San * den vier Gleichungen 3.) 4.) h 
drei Veränderlichen x, y und z; in fo fern die zwiſchen x4, 
und z! bervorgehende Gleichung jebem Punkte einer jeden 
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bigen dieſer Geraden, d. 5. offenbar jedem Punkte der Kegel 
fläche angehören muß. 

I. Suchen wir noch auf dieſem Wege die Gleichung ei 
ner Umdrehungsfläche, deren Are durch die Gleichungen 

1) y—-b=mßak—a) und z—c=n(x—a) 
gegeben, fo daß (a, b, c) irgend ein Punkt dieſer Are if. Wir 
denken uns nämlich, daß jede Umdrehungsfläche befchrieben | 
wird, indem fich eine Kreis-Ebene mit ihrem Mittelpunkte auf 
ber Are 1.) parallel mit fich fortbeivegt und immer fenkrecht auf 
Diefer Are bleibt, während der Radius des Kreifes immerfort 
dem Gefeße gemäß fich ändert, welches die Kurve bedingt, deren 
Umdrehung um die Are 1.) die Umdrehungsfläche bilden fol, 
und welche wir durch 

2) y= ar k 
vorſtellen wollen, unter der Vorausfegung, daß die Abſciſſen⸗ 
Werthe x! von dem Punkte (a, b, c) aus auf ber Are 1.) ge |. 
nommen find. 

Sind a, EB, Yy bie Koordinaten Werthe eines beliebigen 
zweiten Punktes der Are 1.), fd find B und » gegebene Funk⸗ 
tionen von «, weil fie aus den Gleichungen 1.), nämlich and 
den Gleichungen - 

3) PB—-b=mao—a)) und y—c=n(a—a) 
berechnet werden müflen. Dabei ift die Entfernung der beide 
Punkte (a, b, c) und (a, B, y) von einander 

= Y.a— 2)? + B—b)’ —0-0). 
Legt man nun durch diefen Punkt (=, B, y) als Mittelpunkt, eine 
Kugel, deren Radius der zu x! = YIa—a)?”+(B — by —c}? 
gehörige Werth y! aus 2.) if, den wir durch r bezeichnen mob 
len, fo ift ihre: Gleichung 

4) Ka’ +g-B’+G Nr —=(, 
wo ß,.y und r bekannte Funktionen von « find. Legt man 
ferner durch denfelben Punkt (a, -B, y) eine Ebene fenkrecht 
auf die Are 1.), fo iſt ihre Gleichung (nach $. 142. VIIL) dieſe: 
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3) © Ko) +mty— Any) = 0. | 
Beide Gleichungen 4.) und 5.) in Verbindung fielen nun den 
Kreis vor, der fich parallel mit fich fortbewegt, fo wie man 
ſtatt & fletig neben einander liegende Werthe gefegt ſich denkt, und 
welcher dabei die verlangte Umdrehungs⸗Fläche befchreibt. Eli: 
minirt man daher aus den. Gleichungen A.) und 5.) den Der: 
ünderlichen «, fo hat man die Gleichung zwiſchen x, y und z 
für die Umbrehungs- Fläche. Dabei iſt r=pla—a), wo % 
eine ganz belichige Funktion von a—a vorſtellt. 

Wollte man ein Umdrehungss Paraboloid barftellen, fo müßte man 
y?’=p, alſo r:=p-Yla—e)?+B-b)>-+y—c)” 
nehmen. — Wollte man aber eine Kugel darftellen, welche durch die Um⸗ 

drehung eines durch die Gleichung 
‚2 — 2 — x’? 
gegebenen Kreifes Cum bie Are 1.) entfteht, deſſen Radius p und deffen 
Mittelpunkt (a, b, c) if, fo müßte man 
r? = p?— (a—a)?— (3 - b)* - (y—c)? 
nehmen. Dadurch gehen aber die Gleichungen 4.) und 6.), wenn man 
zugleich ſtatt 3 und y ihre Werte aus 3.) fest, über in die. folgenden 
Bleichungen, nämlich die 4.) in | 
(<—a—- (.—3))?+(y—-b—-m(a—a))?-+(z—c—n(a—a))? 

—p?-+(1-Fm?+n?)(«— a)? =0 

oder in 


4) RI —X(«—a)-m(y—b)-Fa(lz—c))(a—2) 
+M1+m°+n2)(a—2)?=0 
und die 5.) in 


kml b)-Ena@-gUtmto) a) =. 
Zindet man nun aus 5°.) den Ausdruc («— a) + m(y—b)-+n(z—e), 
und ſetzt man deſſen Werth in bie 4.) und zwar in das vorlegte Glied, 
ſo reducirt fich die Sleihung 4°.) fogleih auf “ 
«—.a)’+(y—b’ +@— co? —p?=0 

und « ift eliminirt. Alfo iſt diefe legtere —2* — die für die Kugel 
geſuchte. Solche konnte man aber auch & priori angeben, und dieſe 
Nebereinftimmung beftätigt alfo die Nichtigkeit unferte obigen Behauptwirs 
gen für diefen befondern Fall. R 


Wollte man aus den Gleichungen A.) and 5.) nicht bloß 
a, fondern auch r oder r„, als eine völlig willkührliche unbe, 
kannte Funktion von a eliminiren, fo müßte man wieder zu 
ben Differentials Gleichungen nach x und nach y feine Zuflucht 
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nehmen, und man würde dann nicht bloß r„, ſondern auch dr, 
eliminiven, und fo eine Partial- Differential» Gleichung fich vers 
fchaffen, welche eine allgemeine Eigenfchaft aller Umdrehungs⸗ 
Flächen ausdrückt. 


Anmerkung. Wenn aber alle Aufgaben dieſes Paragta 
phen (ſobald man nicht noch ſolche daran hängt, wie wir eine 
bderſelben, fo eben bezeichnet haben), ohne Zuziehung von Diffe 
vential-Rechnung gelöft werden können, fo iſt dies doch dann 
nicht mehr der Fall, fo oft Die fich betvegende und die gefuchte 
Fläche Befchreibende Linie, felbft eine folche feyn fol, Deren 
Gleichung nur mittelft der Differential- Rechnung gefunden mer 
den kann. Um auch hiervon ein Beifpiel zu geben ‚, Töfen wir 
noch die folgende Aufgabe. 


$. 189. 


Man kann noch auf dem im vorfiehenden $. 188.) b6 HE 
fchriebenen Wege die Gleichung der Fläche fuchen, welche al 
Tangenten einer, durch die Gleichungen 

) P=ep, wm 9) y=Y, 
zwifchen den Koordinaten Werthen a, B, y gegebenen Linie bop | 
pelter Krümmung, mit einander machen. 

Die Gleichungen der Tangente find (nach $. 180.) 

-?=op,.&—) md zey=dy, (X—a) 
oder 
3) -—p,=dp,(&—c) und 4) z—Yp, = dp, (x—e) 
So wie nun a aus diefen letztern beiden Gleichungen eliminirt 
wird, fo erhält man die gefuchte Gleichung swifchen x, y: ' 
für die durch ale Tangenten gebildeten Fläche. 

Zeigt fich diefe Ießtere als die Gleichung einer Ebene, ſo 
iſt die durch die Gleichungen 1.) und 2.) gegebene Kurve nicht 
boppelter Krümmung, fonbern eben, und zwar liegt fie in der 
Ebene, deren Gleichung man fo eben erhalten hat. 

Durch diefe beiden Gleichungen. 3.) und 4.) find a und ⸗ 

Funb⸗ 
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Zunftionen von x und y. Differenzürt man fie in dieſem Sinne 
nach x und auch nach y, fo erhält man 
6) 0 =8?p,-d0 (x—a)--d P, 
| 1=8?° 9 da (X —c) 
6 92, = 8°’ Y9, da, -(K— a) Op, 
69) * = d’y,.da · x-) 
Dieſe Gleichungen geben dz, als eine, Funktion von Öz,, 
alſo wenn 2z,==p geſetzt wird 
; O2, = Un 
: Differenziirt man folche Gleichung noch einmal nach x und 


nach y, fo erhält man 
8" ur — 0m,-dp, = dn,:9°z, 


aus der 3.), 


aus der 4.). 


rund 
. 8°z, = dn,.0p, = 9,002, . 

- Eliminirt man aber aug lebteren beiden Gleichungen dx,, fo 
ergiebt fich 

7) 927,8? 2, — (8°, —8 
als Partial⸗Differential⸗Gleichung, welche allen dieſen Flächen 
zukommt, von welcher Linie doppelter Krimmung man auch 
ausgegangen ſeyn mag. Dieſe Gleichung 7.) haben wir aber 
im $. 187.) als die Partial⸗Differential⸗Gleichung der abwik⸗ 
felbaren Flächen gefunden, fo daß die bier entwickelte Fläche, 
wern man die Linie doppelter Krümmung unbeftimmt läßt, wie 
derum alle abwickelbaren Slächen vorftelt. 


Anmerfung Schließlich bemerken wir noch, daß die, 
durch Die Bewegung einer geraden Linie entfiandenen Flächen 
entweder abwickelbare Flächen find, oder mwindfchiefe 
Flächen (surfaces gauches) genannt werden. Die fo entfie 
henden Flächen find nämlich nur dann abwickelbar, wenn je 
zwei der fie bildenden nächft auf einander folgenden Geraden 
in einer und derfelben Ebene liegen d. 5. fich fchneiden, oder 


mit einander parallel find. 
Bd. J. | 31 


— 
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$. 190. 


Suchen wir noch den Eylinder und den Kegel, welche eine 
gegebene Fläche Fr,,.—0 in einer fletigen Kurve berühren 
(d. 5. welche um die Fläche F=O befchrieben find), 
während die Seiten des Cylinders mit einer ‚gegebenen Geraden 
parallel laufen follen, und die. ‚Spige des Kegeld noch beſon 
ders gegeben iſt *). 


I. Sollten die Seiten des geſuchten Cylinders niit Der durch 
die Gleichung 

1) y=mx un Z=nX 
gegebenen Geraden parallel laufen, fo ift die Partial- Differen 

tial Gleichung, bie für alle diefe Cylinder gemeinfchafelic git 
(nach 6. 187. II. 6.), dieſe, nämlich: 

- 9 öz,.-m-dz,=n. 
Aus der Gleichung 

3) F x, y, — 0 N 
ber einguhüllenden Fläche, folgt aber noch, wenn man fie nad 

allem x und nach allem y differenzüirt, 

4) dF,--öF,-d2,— 0 und öF,+öF,-d2, —=0. 
Und weil bie dz, und dz, an allen Punkten der Kurve, längs I: 
toelcher die Berührung flatt finden fol, für den Cylinder und 
für die Slähe F0 dieſelben feyn müſſen, fo finden die 
Gleichungen 2.) und 4.) für dieſelben Werthe von Oz, und 
Oz, ftatt, fobald man unter x, y, z bloß die Koordinaten: Wer 
the der Punkte der Berührungs- Kurve verſteht. Eliminirt man 





*) Ein Körper, welcher die Hberflähe F=0 hat, wirft, von de 
Sonne befchienen, einen Schatten, welcher der oben gefuchte Eylinder if. 
Die Fläche pP==0, die den Schatten auffängt, giebt den Schlag Schat⸗ 
ten auf diefer Fläche und Iegterer if daher der Durchſchnitt ber Slädhe p 
mit gedachten Eplinder. — Wird die Slähe F=0 von einem Punkte 
A aus durch ein Licht erleuchtet, fo wirft er einen Schatten, welcher durch 
obigen Kegel beſtimmt wird, der feine Spige in A hat. 
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jedoch nun aus den drei Gleichungen 2.) und 4.) ſowohl dz, 
als auch dz,, fo erhält man die Gleichung 

5) öF,-+-m-dF,--n-dF, = 0, 
wo äF,, öF,, OF, bekannte Funktionen von x, y und z vor 
fielen. Die Gleichungen 3.) und 5.) bilden alfo die Gleichun: 


gen der Berührungs- Kurve. 


—EX— 


Nimmt man nun letztere Kurve als Leitlinie, an welcher 
die ſich bewegende, mit 1.) immer parallel bleibende Gerade ſich 
hinbewegt, ſo erhält man durch Anwendung des zu Ende des 


. $. 188. I. A.) beſchriebenen Verfahrens die Gleichung des ge⸗ 


füchten Cylinders. Diefe findet fich alfo, wenn man aus ben 
Gleichungen 

6) y—y= m(&!—3) und 2 — 2 —=n(x!—x) 
und den Gleichungen 3.) und 5.) die drei Veränderlichen x, y 
und z eliminirt. | 

I. Sucht man den Kegel, deflen Spise durch die. Koor- 
dinaten⸗Werthe x, 9 und z gegeben iſt, und welcher die Fläche 

1) F x,y, — 0 
längs einer fletigen Kurve berühren fol, fo ift die Partial-Dif: 
ferential« Gleichung deffelben (nach $. 187. I. C') diefe, nämlich 

2). 0202er Rd, (y— 9). 

Außerdem bat man noch aus 1.) 

3) OF,-ÖöF,d.,=0 und ÖF,--öF,-d2,—=0. 
Eliminirt man daher aus 2.) und 3.) fowohl dz, als dz,, 
fo erhält man 

4) OF, -(7—H)+OF,(y—-NM+HOF-&a—N)=0 
welches die Gleichung der Berührungs: Linie ift, fobald man fie 
mit F=0 in Verbindung bringt, während OF,, ON, OF, 
bekannte Funktionen von x, y und 2 ſind. 

Nimmt man num dieſe durch bie Gleichungen 1.) und 4.) 
gegebene Berührungs: Linie als Leitlinie, fo findet fich (nach 
$. 188. I. B. zu Ende) die Gleichung der von der Geraden 


DB a Au = Sl Ele 
31* 








476 Erſte Nelfe d. Anw. d. hoͤh Unal. Kap. IV. 6.19 


befchriebenen Kegel» Fläche, die wir fuchen, wenn man 
Gleichungen 1.), 4.) und 5.) die drei Veränderlichen:. 
und’z eliminiet; alle aus denfelben Gründen, welche ii 
nächft vorfiehenden Aufgabe fir b den Cyinder näher ange 
ſich finden. 










Schluß⸗Anmerkung. 


So ſehr ſich die Anwendungen der Differential⸗Re 
auch vervielfältigen Iaffen, und fo leicht man auch di 
tern Unterfuchungen vervielfältigen Tann, fo müſſen wir 
hier endlich abbrechen, um die ung für diefed Werk gef 
Grenzen nicht allzuſehr zu überfchreiten. 4 
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